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AUXILIAR 11

Limites en R

Problema 1. (8.0 pts) Sean a,b € R\ {0} y considere la funcion f: R\ {0} = R definida mediante

smb(a:zc)7 2 <0
f((E): ebac:il
, >0
x

Encuentre una relacion entre los reales a y b para que lim,_,o f(x) exista.

Solucion. Calcularemos primero lim,_,q+ f(x) y luego lim,_,o- f(z). Luego resolveremos la ecuacion en (a, b),

lim f(z) = lim f(x).

z—0t z—0~
Se tiene que
bz
e’ —1
Ii = If
bx 0
e —e
— 1’ bi
zi{g+ br —0
bz _ 0
—plim & — %
z—=0 bxr — 0
=b
Donde se uso la propiedad 11.10(2) de apunte. Ademas,
lm f(z) = lim S002)
z—0~ z—0- bz
— lm a sin(ax)
z—0- b ax
_ % sin(ax)
bz—=0 azx
-2
b

donde se us6 la seccion 12.7 del apunte para calcular el ultimo limite.
Con esto, como queremos

11'%1+ fl@)= lim f(x).

z—0~
se sigue que, para que el limite exista, se necesita
b @
b
Es decir, a = b>. O
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Problema 2. 1. Sea f: ACR — R un una funcion con dominio no-acotado tal que
lim —— =0.
wrbo f(2)

Muestre que lim, o | f|(x) = 0.
2. Demuestre que Vn € N, lim,,_,, e* /2" = 0.

3. Sea p(z) un polinomio, es decir, p(z) = ag + Y p_, arx® con a, # 0. Calcule

e(E

lim

Hint: Use €” /p(z) = (e*/a™) (™ /p(x)). Puede considerar primero el caso a, > 0 y luego a, < 0.

Solucion. 1. Sea M > 0. Se tiene que existe un m > 0 tal que si x € AN [m,00), entonces |1/f(x)| < 1/M. Se sigue que
M < |f(z)| con lo que lim,_,o |f(z)] = 0.

2. Sea q(n) <= lim; 00 ;—2 = 00. Mostremos ¢(1): Sabemos que

lim — =0,
r—o00 e¥
es decir,
. er
lim |—| =00
T—00 | I
con lo que
x
Im — =00
T—00 I

pues si M > 0 entonces existe un m > 0 tal que x > m = |e*/x| > M y se concluye que x > m = e*/x > M (pues
e® >0y x > 0 en este caso) y tenemos ¢(1). Sea n € N, mostraremos g(n). Se tiene que
e (ev/m)"

lim — = lim ———
z—o0 ™ T—00 (x/n)”n"

1 er/n\ "
= lim ( )
z—oo ™ \ x/n

pues el término en paréntesis tiende a infinito por ¢(1).

3. Se tiene que, para x # 0,

Sea, para cada n € N, b, = 1/a,, (notemos que siempre sgn(b,) = sgn(a,)). Notemos que lim,_,o 2" /p(z) = b, y
lim, o €¥ /2™ = 00 con lo que es de esperar que lim,_,, €*/p(z) = sgn(b,)oo. Nos pondremos primero en el caso b, > 0:

Sea M > 0y sea my > 0tal que z > m;y = |2"/p(x) — by| < b,/2. Se sigue que, si z > my, entonces b, — b, /2 <
" /p(x) < by + by /2, es decir, by, /2 < 2™ /p(z) cuando x > mq. Sea mq tal que & > my = €*/p(z) > 2M/b,,. Si definimos
m = max{ma, ma}, entonces x >m = b,/2 < z"/p(z)y e*/p(x) > 2M /b, Se sigue que, si z > m, entonces

v p(x) = am 2 by 2

e’ [p(x) =
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y se concluye que
X

lim — =00
Ahora, si b, < 0, entonces g(x) = —p(z) es un polinomio cuyo n-ésimo coeficiente es positivo y, por lo recién demostrado,
lim, 00 €% /q(x) = 00, es decir, lim, o, e/ — p(x) = 0o y se concluye que lim,_,~ e*/p(z) = —oc.
. oer +oo, ap >0
. lim = .
a=oo p(x) | —o0, a, <0
O
Problema 3. [3 puntos] Considere la funcion
ffR—=R
$261/x
T ——.
1+ a2

Determine lim,_,o+ f(x), im,_,o- f(z), ime— oo f(2) y lime— o f(z). Indique cuales son las asintotas verticales y horizontales
(si las tiene).

Solucion.
; x261/x
lim f(z) im ——
x—Foo z—+oo 1 4—;r2
el/w

A T 1

1
= lim eY/*——
T—+oo 1/$2+1
1
= lim Y* lim ————
x—+oo z—+o00 1/x2 +1
=1-1
=1

2,1/x

zle
Iim f(z)= lim ——
z—0+ @) z—0+ 1+ 22

el/x

lfm
oo+ (1/2)2 + 1

u

- uyigo u2 + 1
=00
donde se us6 el problema 3 para calcular el ultimo limite.
2,1/x
xe
Ii = lim ——
M )= e
el/m
lim

T om0~ (1/2)2 + 1

m  ———-
u—s—oo uZ + 1

67111
= lim 5
w—oo w2 + 1
, 1
= lim

A T Dew

—0
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pues (w? + 1)e*” — oo (ademas, se aplico el teorema 13.4).
La recta x = 0 es una asintota vertical de f y y = 1 es asintota horizontal de f. O

Problema 4. 1. Sea f(z) = z(1+ e~ '/*) calcule lim,_,q+, limy_,o- f(x) y lim,_s f(x).
2. limy oo (¥a — 1) con a > 0.

Solucion. 1.

I

—

§\
|

donde se uso el problema 2(2).
i f(z) = lim [](1 4 ¢~/17)
= Jin el i1 )
=0-1
=0.

Como lim,_,g+ f(2) # lim,_,o- f(z), entonces lim,_,¢ f(z) no existe.

2.
lim z(/a—1) = lim z(a'/® —1)
= lim x(el/“og(“) -1
r—0o0

| . el/xlog(a) —eb
= log(a) 200 1/zlog(a) — 0

u _ 0

€ €

= log(a) ilg%) u—0

= log(a).



