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AUXILIAR 10

Limites en R

Problema 1. E| Sea f y g funciones a valores reales. Sea a € Dom(f og)'. Silimg_.q g(x) =1, limy_; f(y) = L y |[{x € Dom(g) |
g(x) =1} <1, entonces

lim f(g(x)) = L.

r—a

Solucion. Sea a, — a una sucesion tal que a,, # a. Se sigue que g(a,) — I. Mostraremos, por contradiccion, que g(a,) # [ a
partir de cierto punto: Por contradiccion, asumamos que g(a,) = I para una cantidad infinita de valores de n. Sea c¢ el tnico
elemento que cumple g(¢) = I, entonces a,, = ¢ para una cantidad infinita de n (pues g(a,) =1 = a, = ¢) pero, como a,
converge a a, entonces ¢ = a (pues si ¢ # a, entonces |c — a|/2 > 0 y existe un ng tal que n > ng = |a, — a| < |c — al/2, pero,
como a,, = ¢ para infinitos n, entonces existe, para cada ng un m > ng tal que a,, = ¢ y se sigue que |c — a| < |¢ — a|/2. Lo que
no hace sentido). Es decir, a,, toma el valor a infinitas veces, pero a, # a, una contradicciéon. Es decir, hay finitos valores de n

para los cuales g(a,) = [. Sea M el n mas grande que cumple g(a,) = (si este M no existe, definimos M = —1), con esto, la
sucesion (g(an+nr+1))nen converge al'y g(antar+1) # 1, con lo que f(g(antar+1)) = L. Como (f(g(antrr+1)))nen converge a L,
entonces (f(g(a,))) = Ly se concluye que f(g(x)) — L cuando a,, — a. O

Problema 2. E| Calcule los siguientes limites:

1. lim “H vrth-ye
'iHo

donde x > 0.

-1

250 Sin(x)

a(x 4+ h)" — az™
h

3. lim

donde a,z € R yn € N\ {0}.
h—0

4. Sea p(x) un polinomio, es decir, p(z) = ag + Y p_, arx® para alguna sucesion real (ap)nen. Calcular M con
z €R.
1 1
5. l{m M_

x—0 xT

x—0 €T

1
7. lim cos(z)=in?@)
x—0

Solucion. 1.
, Vz+h—yx z+h—x
lim ————— =lfm ——(——
h—0 h h—=0 h(vVx 4+ h+ /x)

, 1
= lim —
h—0\/x + h + ﬁ
1
2\/x
nvencién mia (definitivamente a alguien ya se le ocurrié antes si xd) es un intento de remediar la proposicién 12.6 del apunte la cual es dificil de
emplear con esas hipétesis (y no viene con demostracion).

21. del Spivak: Chap 5, 2. aux 13 de MA1001-4 Otofio 2020, 3. y 4. invencién mia, 6. y 7. aux 13 de MA1001-4 Otono 2020 5. inspirado en este mismo
aux.
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et —1 et —1 «x ,oet—1 1

im — - =
z—0 sin(x) =2-0 2z sinz o—0 g SBZ

3. Sin=1, limy_,q a("’*“iﬁ)—“

= limy, 0 % =limy,_,oa=a. Sin > 1,

i a(x + h)"™ — az™
0 h h—0 h
(S (et e
h—0 h

=alim

= lim = lim =1-

(Xiz (2" "h") +a —a”

h—0 h
Y (e

h—0 h

n
=anz" ' +a E

4. Sin=1, limy_,q p(w+h}3_p($) = lim a0+a1(w+2)_a°_alw =ay.Sin > 1,

lim

plz+h)—plx) L 2o >k ak(@ + ) —ag = 30 apa®

h—0 h h—0 h
= lim > opeq ax(x + h)F — apa®
h—0 h

= ap(x+ h)F — aya®
=jm> h

Ju—
gx

k=2

5. Recordemos que, para x € (0, 00),
1
1——<log(z)<zx—-1
T
es decir, para x > —1,

(o) x x
1 — g =

h

a(z+h) — a1z i ap(z +h)k — apx

)
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con lo que, dividiendo por x para x > 0 se tiene que

1

A R

<log(l+z)/xz <1

0, lo que es lo mismo,

1
m <log(l+z)/z <1

y, ahora dividiendo para z < 0 en lugar de = > 0, se obtiene

1

P >log(l+x)/z>1

0, lo que es lo mismo,

1
112 >log(l+x)/xz>1

con lo que siempre se cumple, para x > —1 que

m ,]l 1 < 1() (1 )/ < II]a’X I
5 g + xXr)/x 5
con 10 que, p()r Sarl(inC}l7

. log(1 + z)

x—0 xT

log ( 1-— sinz(x)>

=1

lim log(cos(x))

x—0 1’2 - alzlg% (E2
— lim  llog(1 - 821n2(x)) sin?(z)
=0 2 —gin®(z) x?

2250  —sin®(z)

Definiendo f(z) = log(1+x)/xy g: (—=7/2,7/2) — R mediante 2 — g(x) = —sin®*(z) (la cual cumple |{z € Dom(g) | g(x)
0}] < 1), podemos usar el problema 1 notando que lim,_,o g(z) = 0 y lim,_, f(z) = 1 para concluir que lim,_,o f(g(z)) =

con lo que

lm log(cos(x)) _ 1
z—0 22 2

_ 1y gl sin?(z)) (sin(sc)>2

1
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1
2

; 1
y sin®(z) _ 1
ili% cos(z) ilir?(l) exp (sin2 @ log(cos(x)))
= lim exp <log.(c;)s(;1:))>
=0 sin®(x)

= exp (h’m bg(cos(x)))

@—0  sin?(x)

log(cos(z)) 2 )

= 1/
P (rli% x? sin?(z)

2
. log(cos(x)) 1
= exp (Ihi% 2 sin(x)

x

Problema 3. [ Sea
ffR—=R

0, z¢Q
z, x€Q.

oo 560~

Encuentre todos los puntos a € R donde lim,_,q f(x) = f(a).

Solucion. Mostraremos que lim,_,o f(xz) = 0 = f(0): Sea a, una sucesion nula que, entonces
min{0, z,} < f(z,) < max{0, z,}

con lo que, por el teorema del sandwich, f(x,) — 0. Como esto es verdad para cualquier x,, — 0, lim,_,o f(z) = 0= f(0).
Mostremos ahora que si a # 0, entonces lim,_,, f(z) # f(a). Sea z,, una sucesiéon de irracionales tal que z,, — a. Entonces
f(xy) =0 con lo que f(x,) — 0. Sea, ahora, y, una sucesion de racionales tal que y,, — a (existe pues los racionales son densos
y por ende existe, para cada n, un racional y, € (a — 1/n,a + 1/n), es decir, |y, —a| < 1/n con lo que y,, — a). Se sigue que
f(yn) = yn con lo que f(y,) — a # 0. Con lo que hay dos sucesiones x,,, y, convergiendo a a tal que f(z,)y f(y.) convergen a
distintos valores. Se sigue que f(z) no converge cuando z — a # 0.
Se concluye que a = 0 es el tnico valor de a que cumple lim,_,, f(z) = f(a). O

Problema 4. [
1. Muestre que silimy, o f(z)/x =1 con b # 0, entonces lim,_,q f(bzx)/x = bl.

2. Calcule lim,_, Z‘;Egg con a,b # 0.

Solucion. 1.

— b lim 102
x—0 xr x—0 bx

= bl.

lim (%)

donde la ultima desigualdad queda justificada mediante el siguiente argumento: Sea g(z) = f(x)/x y h(z) = bz, entonces
f(bx)/bx = g(h(x)) donde h es inyectiva y se utiliza el problema 1.

3Inspirado inconscientemente por Spivak, Calculus: Chapter 5, Limits. Problem 20).
4Spivak, Calculus, Chap. 5 Limits, Problem 14.
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sin(ar) . sin(ax) = . sin(ax) 1 a

750 sin(br) 2-0 x sin(br) z—0 p  sinbz) p
x



