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AUXILIAR 9

exponencial

Problema 1 (Propuesto). Muestre la siguiente propiedad:

Va,b,c € R, (ac >0 A a <b<c = min(lal,|c]) < |b]).

Problema 2. a) Demuestre que u, = -

PPy converge.

lim n (n2 (67%2 — 1) — 1)
n—oo

b) Calcule explicitamente:
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Se sigue para cualquier n, up+1 < u, y (u), es una sucesion decreciente. Como, ademas, todo los valores de la sucesion son
positivos, se concluye que (u,) es acotada inferiormente y decreciente por lo que converge.
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b) Se tiene que (notando que n=2 < 1 paran > 2), si n > 2,
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y, por teorema del sandwich, n(n?(e® = — 1) — 1) es nula.

¢) Se tiene que, para cualquier real r,

pues es la suma geométrica. De esto se sigue que

1 & en(e—1)
lfim fZ(e%)i = lim ——~

n—oo N

Problema 3. Calcule los siguientes limites.
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en

1,3 pts.) lim ———.
a) (13 pts.) lim ~———o0

b) (1 pts.) lim (1+e™)M/"
n—oo

3 n?+2 1
c) (1 pts.) nlgr;o {exp( o2 )—i—nlog <1+n>}

Solucion.  a)

e" - 1
2en —e~n 2 —en/en
1
T2

donde se usé que lim (e%n =0) pues | 5| < 1.

b) Se tiene que
e = (en)l/n < (1 + en)l/n < (en + en)l/n — 21/ne

con lo que e < (1 4+ e™)Y/"™ < {/2e y por el teorema del sandwich, (14 e™)/™ — e.

242 1 1+2/n? \"
exp nt +nlog| 1+ — ) =exp —&—7/71 +log |1+ —
2n2 n 2 n
— exp(1/2) + log(e)

=e/? 41

Ve+1.

c¢) Se tiene que

O

Problema 4. El objetivo del siguiente problema es encontrar, para cada x > 0 una sucesion que converja a log(x) (al igual que
se hizo con la funcidn exponencial). Sea x > 0, muestre que

log(z) = lim n(z'/™ — 1)
n—oo
Con lo que pudimos haber definido primero log y luego definir exp como su inversa.

Solucion. Se tiene que

n(z'/™ —1) =

 log(z) _ 0
en e
S|
Llog(b) — 0 o8(®)
— e%log(x)

= log(x).

Problema 5. a) Sea (v,,) una sucesion y sea (y,) convergente a y # 0. Muestre que si

lim z,y, =1,
n—oo

entonces x,, converge al/y.
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b) Sea (an) convergente a L > 0. Se define

demuestre que
Sn

lim =1.

S
¢) Calcule

lim s,
n—oo
st es que existe.

Solucion.  a) Mostremos primero que x,, es acotada: por contradiccion, sea x,, no-acotada. Como y,, — y # 0, sea ng € N tal
que n >ng = |yn —y| < |yl|/2, es decir, y — |y|/2 < yn < y + |y|/2 y se sigue que, para n > ny,

min(ly —[yl/2], [y + [y1/2[) < lyn|
(donde se us6é que ac > 0Aa <b<c = min(lal, |c|) < |b]) v se sigue que, para n > ny,
|z min(ly — |yl/2]; [y + [v]/2]) < [znynl
con lo que, si denotamos ¢ = min(|y — |y|/2], |y + |y|/2|) (notemos que ¢ > 0) y se tiene que, para n > nog,
|Znle < |znynl

con lo que |z,y,| no puede ser acotada, una contradiccion (pues (2, y,) es convergente). Es decir, x,, es acotada y denotamos
a = sup{|z,| | n € N}.

Se tiene que

lzny —
lzn —1/y| = Iy]
_ Imnyn — TpYn + Tpy — l|
|
|ZnYn — U + |20y — Toyn
- ly]
< |Znyn — U + [y — yullzn]
B [yl
< [Znyn — U + [y — ynla
B ly|
1 «
= |znyn — Ui + 1y — ynli
[yl |yl
—0
con lo que x,, — I/y y se concluye.
b) Se tiene que
Sno 1+ ?)n
ey \ T
+

donde el ultimo paso se argumenta mediante el hecho que %;LL -0y n“;_;LL — 0 (proposicion 10.3 del apunte).
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¢) Notemos que
, 1 1 L
My Tt 7
y, ademas, por la parte anterior,
1

con lo que, por la parte a), se sigue que s, converge y lo hace a 1/e~1, es decir,

lim s, = er.
n—oo



