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AUXILIAR 7

Sucesiones

Problema 1. (a). Demuestre la continuidad del valor absoluto. Es decir, para cualquier sucesion convergente (an), (|an|)
converge y lim |a,| = |lim ay|.

(b). Demuestre la continuidad de la raiz cuadrada. Es decir, para cualquier sucesion no negativa convergente (ay), (/an) converge

y lim \/a,, = V1ima,,.

Solucion. (a). Sea | = lima,,. Queremos mostrar que lim |a,| = |I|. Sea € > 0 y ng € N tal que si n > ng, entonces |a, — | < €.
Se tiene que, si n > ng, entonces ||a,| — |I|| < |an — 1] < € y se concluye que |a,| — |I].

(b). Seal = lim a,,. Queremos mostrar que lim \/a,, = V1. Sil # 0, se tiene que |\/an —V1| = |(\/@n—V1)(y/an+V1) /(/an+V1)| <
lan —1|/v/1. como a,, — 1 — 0, se sigue que |\/a, — V1| — 0 con lo que \/a,, — /1. Ahora, si [ =0, sea € > 0 y ng tal que si
n > ng, entonces |a,| < €2 (recordemos que a,, > 0), entonces ,/a, < . Se sigue que |\/a, — V1| = \/a, < € y se concluye

que /a, — .
O

Problema 2. (a). |'| (2 pts.) Sea s, =3+ 2n‘/f3. Sea € > 0. Muestre que existe un ng para el que se cumpla que st n > ng
entonces
|sn — 3| <e.

(b). E| (> 2 pts.) Sean (an)nen Y (bn)nen sucesiones tal que an, — 1 y b, — r. Demuestre que max{ay,b,} — max{l,r}.

(c). E| Calcule

!
7). lim sm( ntn )
n—,oo M
2). lim (vVn?2+1

n~>oo

3. 1 4n* + 2n?
. lim
n—oon*+5n3 +3n+6
2n+1
24 Tcos () + 22l

4) nll{rolo 271 +( 1) + 1717%
5). lim In T donde a,, — 1.

n—o00 na2 +1

1MA1001-4 (Otofio 2020). Control 3, P1 (b).

2MA1001-4 (Otofio 2020), Auziliar #10. P1. Este problema sali6 en el control del mismo semestre con (a) = (1) y r = 1 (MA1001-4 (Otofio 2020).
Control 3, P1 (c).).

3MA1001-4 (Otofio 2020), Auziliar #10. P3.
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Solucion. (a). Se quiere |s,, — 3| < ¢, es decir y/n/(2n + 3) < . Se tiene lo siguiente:

Vi _ v
2n+3 7 2n

<

|

con lo que basta que /1/n < e para que |s,, — 3| < . Sea ng € N tal que para cualquier n > ng, 1/n < &2, este ng existe
pues 1/n — 0. Se sigue que, si n > ng, entonces 1/n < 2, entonces \/1/n < €, entonces |s,, — 3| < €.

(b). Se tiene que para cualquier z,y € R,
, r+y+|r—y|
méx{z,y} = —
Con lo que se tiene que

an+bn+|an_bn|
2

_ limay, + by + |an — by

o lim 2

_ lima, + 1lim b, + lim |a,, — by,|

N 2

47+ |lima, — by

B 2

ATl =]

=

= méax{l,r}.

lim méx{a,,b,} = lim
n—0o0 n— oo

(¢). 1). El primer termino es nulo y el segundo es acotado. Se sigue que %Sin ( n nl ) — 0.

2). Se tiene que

(M—n)n: (\/n2+1—n)(\/n2—|—1+n)n

(Vn?+1+4n)
n?24+1—n?

- (\/n2+1—|—n)n

(Vn?2+1+n)
1
NSRS

Se concluye que lim(vn? +1—n)n =1/2 (pues 1 + 5 — 1) y P1 (b).
3).
ant + 2n? 4+ 2/n?

= —4
n*+5n3+3n+6 145/n+3/n3+6/n

4). En el numerador, el primer término es nulo, el segundo es nulo por acotado, el tercero es igual a (2+ 1/n)/(—3 + 3/n)
por lo que converge a —2/3. Es decir, el numerador converge a —2/3. En el denominador, el segundo termino es nulo
por acotado, el primero es nulo (altima propiedad de la semana en el apunte) y, como n!/n™ — 0 (pendltima propiedad
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de la semana en el apunte), se sigue que el ultimo término converge a 1. Como el numerado

24 .3 n™ 4 2ntl

wtm COS( nl )+373n
27 (=™ 1
Tt ar

1—nl
nm

denominador converge a 1, se concluye que — —2/3.
5). Se tiene que
(7% +n an/n —+ 1 1

= —
na2+1 apa,+1/n 12

donde se us6 que a,, es acotada en el numerador, y que es convergente en el denominador.

converge a —2/3 y el

O

Problema 3. (a). E| (2 pts.) Sean a,b € R y sean (an)nen Y (bn)nen dos sucesiones reales tales que a, < a, b, < b para todo

n € N. Suponga que a,, + b, — a + b. Demuestre que a,, — a y b, — b.
(b). Sea a€R yp: R — R un polinomio de grado k € N. Calcule h'mp(n)i—:.

(c). Sea (b,) acotada y (ay) tal que (1/ay) es nula. Muestre que m — 0.

Solucion. (a). Como a, < ay b, <b, sumando b, a la primera y a,, a la segunda se obtienen las desigualdades

ap + b, <a+by,

Gp +bp <b+ay

y se sigue que
(429 + bn —a S bn

an +b, —b<ay,

y usando la desigualdad del enunciado, se tiene que
Cln—an—aSbnSb

an +b, —b<a, <a.

Con esto se tienen las siguientes desigualdades:
an +b, —(a+b) <b,—b<0

an +b, —(a+b) <a,—a<0

con lo que, multiplicando todo por —1, se llega a
0<|b—"by| <la+b—(an+b,)|

0<|a—an| <|la+b—(an+by)|

(1)
(2)

Sea € > 0y sea ng € N tal que si n > ng, entonces |a + b — (a, + b,)| < . Entonces para cada n > ng, se tiene que
|b—0b,| < ey la—an| <e (por desigualdades (1) y (2)). Con lo que se concluye que a, = a y b, — b.

4MA1001 (Primavera 2022), Control 3, P1 b).
5Apunte del Curso (MA1001), semana 9, problema P2.
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(b). Se tiene que p(z) = Zf:o b;x’ con lo que

donde se utiliz6 que a™/n™ — 0. En efecto, si e > 0y N es tal que si n > N, entonces a/n < e. Podemos definir
no = méx{a, N} y se tiene que, si n > ng, entonces a/n™ = (a/n)" < a/n <e.

(c). Sea M > 0 tal que |b,| < M para todo n. Sea € > 0 y sea ng tal que para n > ng, se tiene que 1/|a,| < 1/(1/e + M). Se
tiene que

1

o 0.

con lo que



