DIM-Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

MA1001-4 Introduccién al Calculo-2023.
Profesor: Yamit Yalanda.

Auxiliar: Sebastian P. Pincheira
15 de mayo de 2023

AUXILIAR 6

El Supremo

Problema 1.

a) Sea ACR ya € R una cota superior. Muestre que sup A = « si y solo si
Ve>0,da € A, a—e <a.
De manera similar, muestre que, si 5 € R es una cota inferior de A, entonces inf A = (8 si y solo si

Ve >0,Jdac A, a< fB+e.

b) Sea v un ndmero real positivo. Sea A={r e R|r € QAr < ~}. Muestre que A tiene supremo y calcilelo.

Problema 2. Sea
m

Muestre que sup A = 1.

Problema 3.

a) Sea f:[0,1] = R una funcién creciente. Determine si el conjunto f([0,1]) es acotado superiormente, calcule el supremo y
considere si tiene mdzimo.

b) Sea A, B C R conjuntos no vacios que cumples: AU B =R y todo elemento de A es menor que todo elemento de B. muestre
que existe un nimero « tal que Va € A,Vb € B, a < a < b. Muestre que a es inico.

Problema 4. Sea R’ los nimeros reales hasta antes de introducir el axioma del supremo. Sea R los reales (con axioma del
supremo) y T la estructura R’ con, ademds, la negacion del axioma del supremo. Sea K € {R’,R,F}. Definimos un corte de
Dedekind como un subconjunto X no vacio de K que cumple

1. X #K

2. X es cerrado hacia abajo: Vy,z €K, [y < zAz€ X] = ye X.

3. X no tiene mdzimo: no existe y € X tal que z <y para todo z € X.

a) Demuestre que si K =R entonces un conjunto X C K es un corte de Dedekind si y solo si X = (—o0, ) para algin o € K.

b) Demuestre que si K =T, entonces existen cortes de Dedekind que no se pueden escribir como (—oo,a) para algin o € K.
(De esto es se sigue que Q tiene cortes de Dedekind que no se pueden escribir en la forma (—oo, @) para algin o € Q pues
Q satisface todas las propiedades de F pues cumple con sus axziomas).

Se puede entender este resultado como “Q no tiene suficientes elementos como para representar todos sus cortes de Dedekind
mientras que R si”.

Problema 5. Sean A, B C R dos conjuntos no vacios acotados superiormente. Demuestre que

a) Ezxiste sup(AU B)
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b) sup(A U B) = max{sup A, sup B}

Problema 6. Definimos ||h|| = sup{|h(z)| | € [0,1]} para cualquier funcion acotada h: [0,1] — R.
Demuestre que || ® || es una norma. Es decir, para cada f,g: [0,1] = R acotadas y para cada X € R,

LAf+gll < NI+ llgll
2. 1A= IAHA
3 NfII=0 < f=o

donde o: [0,1] — R estd definida mediante x — 0. Recuerde de los auziliares anteriores que estas son las tres propiedades mds
importantes del valor absoluto (si remplazamos || e || por|e|).



