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AUXILIAR 5

Trigonometria

Problema 1. Muestre que
1 1

cot(x) + cot3(x) * tan(x) + tan®(x)

+ sin(2z) = sec(x) csc(x)

Solucion. Notando que si sin(z) = 0V cos(z) = 0 la expresion no hace sentido, si  es tal que esto no se cumple, entonces, si & el
lado derecho de la expresion,
1 1
K= + + sin(2x
cot(x)[1 + cot?(z)] = tan(x)[1 + tan?(z)] (22)
1

1 .
~ cot(z) csc?(z) + tan(z) sec?(x) +sin(2z)

= tan(z) sin?(z) + cot(x) cos?(x) + sin(2x)
= tan(z) sin®(z) + cot(x) cos®(x) + 2sin(z) cos(x)

Se sigue que

sin(z) cos(z)K n*(z) + cos*(x) + 2sin(x) cos(z)
2 2

sin
(sm (z) 4 cos®(z))?

1

R sin(z) cos(z)

Problema 2. Resolver la ecuacion

V3cos(z) + sin(z) = 1 (1)

Solucion. Veremos primero si hay solucion en [—7/2,7/2]. En este caso cos(z) = 1/1 — sin®(z)

(1) 3 — 3sin?(z) + sin(x) = 1

3 — 3sin?(z) = 1 — sin(x)
3 — 3sin?(z) = sin?(x) — 2sin(z) + 1
4sin?(x) — 2sin(z) —2=10
4sin®(x) — 4sin(z) + 2sin(z) — 2 =0
4sin(z)(sin(zr) — 1) + 2(sin(x ) 1)=0
(sin(z) — 1)(4sin(z) + 2) =
4(sin(x) — 1)(sin(z) +1/2) =0
sin(z) =1 Vsin(z) = —1/2
r=7n/2Vax=—-7/6

[ A A A



DIM-Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

Veremos si hay solucion en [—7, —7/2) U (7/2, 7], en este caso cos(x) = —/1 — sin*(x)

(1) <= —4/3 — 3sin?(z) +sin(z) = 1

= —/3 —3sin?(z) = 1 — sin(x)
<= Falso

Pues el lado derecho es no negativo y el lado izquierdo es no positivo, es decir, solo pueden llegar a ser iguales si ambos lados son
cero pero el lado derecho no se hace cero en [—m, —7/2) U (7/2, 7].

Con esto, tenemos que los tnicos candidatos a soluciones en [—m, 7] seran {r/2, —mw/6} es facil verificar que estas son
efectivamente soluciones de la ecuacion (1). Como v/3 cos(z) + sin(z) es 27m-periodica, se sigue que los ceros seran

{n/2+27k |kecZ}U{—7/6+2rk |k € Z}.

Problema 3.
a) Considere el tridngulo AABC' de lados a, b y ¢, y dngulos opuestos a, B y vy, respectivamente.

(1) Use el teorema del coseno para demostrar que a® + b* + ¢® = 2abcos~y + 2accos 3 + 2bccos a.

(11) El teorema del seno nos indica que sin(a)/a = sin(B)/b = sin(7y)/c. Llamando K al valor comin de esos tres cuocientes
y siendo M al drea del tridngulo ANABC, demuestre que M = %Kabc.

(111) Utilizando lo anterior, demuestre que
4M (cot(a) + cot(B) + cot(y)) = a® + b* + 2.
b) Encuentre todos los valores x € R tales que

1 —cos(2z) + 3cos(z) = 0. (2)

Solucion.
a)
(1) El teorema del coseno nos da las siguientes ecuaciones:
a? =b> 4 % —2bccos
b? = a® + ¢ — 2accos B,
c? =a® +b* — 2abcos .
De esto se sigue que
a2+ 02+ =024 —2bccosa + a® + ¢ — 2accos B+ a® + b* — 2abcosy
= a? + 0%+ 2 =24 + 2b% + 2¢* — 2bccos o — 2accos B — 2abcosy
<= 2bccosa + 2accos B+ 2abcosy = a® + b + ¢?
(1) El area del triangulo sera la mitad de la base por la altura. Tomaremos a como la base. Si h es la altura de esta base,
entonces h = csin(B) = besin(B)/b = beK. Se sigue que M = $ah = LabcK.
(111)

4M (cot(a) + cot(B) + cot(y)) = 4M <COS(Oz) n cos(f) N cos(7y ))>

sin(a)  sin(B) = sin(
B cos(a)  cos(B)  cos(y)
= 2Kabc <sin(a) + sin(5) + sm(’y))
= 2K (K 'bccos(a) + K 'accos(B) +
= 2bccos(a) + 2accos(f) 4 2ab cos(7y)
=a®+b%+ 2.

K~ abcos(7))
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2

1 — cos + sin? () + 3cos(z) = 0

(2) (z)
*(2) +

—

<= 1—cos?*(z) +1—cos?(z) + 3cos(x) =0
= 2cos*(x) —3cos(z) —2=0

<= 2cos?(x) — 4cos(z) + cos(x) —2 =0
<= 2cos(z)[cos(z) — 2] + [cos(z) —2] =0
<= (2cos(z) + 1)(cos(x) —2) =0

<= 2(cos(z) +1/2)(cos(z) —2) =0

< cos(z) = —1/2V cos(z) =2

< cos(z) =—-1/2

<= 1 = 2kn + arccos(—1/2)

= x—2k7ri2§

Problema 4. Muestre que

a) cos(arcsin(z)) = sin(arccos(z)) = V1 — 22
1
N

b) cos(arctan(z)) =
¢) sin(arctan(x)) =
d) tan(arcsin(zx)) =

e) tan(arccos(z)) =

Solucion.  a) Notemos que arcsin(z) € [—m/2,7/2] con lo que cos(arcsin(x)) > 0. Luego,

cos(arcsin(z)) = \/1 — sin?(arcsin(z))
= /1 — (sin(arcsin(z)))2
e

Remplazando cos por sin, sin por cos y arcsin por arc cos, se obtiene la otra igualdad.

b) Notemos que arctan(z) € (—n/2,7/2), es decir sec(arctan(z)) > 0 y se sigue que

1

cos(arctan(z)) = sec(arctan(z))

- V/1 + tan?(arctan(z))
1
B \/1+ (tan(arctan(z)))?
1
T Vita?

Donde se utilizo sec?(z) = tan®(z) + 1
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¢) Notemos que sgn(arctan(z)) = sgn(zx).

sin(arctan(z)) = sgn(arctan(z))/1 — cos?(arctan(z))

= sgn(arctan(z) \/1 — [cos(arctan(x))]?

=sgn(z)4/1
= sgn(z \/

 sgn(x) |x|
V14 2?
x
S Vita?
d)
tan(arcsin(z)) = M
cos(arcsin(z))
x

V1—a2

tan(arccos(z)) = m

V1—a22

T



