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AUXILIAR 3

Espacios Geométricos y Funciones

Problema 1 (Propuesto).

(a). Demuestre que la distancia entre dos puntos en el plano d es una métrica. Esto es,

(4) d(A,B) >0 para cada A, B.
(i) d(A,B) =0 siy solo si A= B.
(#i) d(A,B) =d(B,A) para cada A, B (simetria).
(iv) d(A,C) < d(A,B) +d(B,C) para cada trio de puntos (desigualdad triangular).

FEstas son las cuatro propiedades mds importantes de la distancia.
(b). Defina ||A| := d(A,(0,0)) para cada A. Demuestre que || ® || es una norma, esto es,

(i) |JA+ B| < |A|l + ||B|| para cada A, B (donde (z,y) + (a,b) = (x + a,y + b) ).
(i) |[MA] = |\|All para cada punto A y cada real A (donde A(x,y) = (Az, Ay)).
(#i) ||A]| =0 siy solo si A= (0,0).

Recuerde el propuesto del auxiliar 2. Se dijo que estas eran las tres propiedades mds importantes del valor absoluto
(remplazando || o || por | e|). Podemos entender, entonces, a || ® || como un tipo de valor absoluto para puntos en el plano.

(¢). Muestre que | X =Y || =d(X —Y,0) =d(X,Y) (donde (z,y) — (a,b) = (x —a,y —b)).

Problema 2. Sea a > b > 0. Considere la elipse de ecuacion x*/a® + y?/b®> = 1. La recta y = bx/a intersecta a la elipse en los
puntos P y R (P con coordenadas positivas). Determinar el drea del rectdngulo inscrito en la elipse, que tiene como diagonal el
trazo PR y cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados.

Solucion. Queremos encontrar las coordenadas de P := (p1,p2) y @ := (¢1, g2). Por enunciado, P y @ seran las soluciones de
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Denotaremos por x; la solucién positiva y x5 la soluciéon negativa. Introduciendo z; y x5 en la segunda ecuacion del sistema,
obtenemos y; = bx1/a 'y y2 = bxa/a. Con esto, las soluciones del sistema son

g {(a b) (—a —b)}
ol\veve Vet ve ST
Como sabemos que P, Q € Sy, ademas, P tiene coordenadas positivas, P = (a/v/2,b/+/2) y por ende Q = (—a/v/2, —b/\/2). El

area de un rectangulo esté definido como base por altura y, como los lados del rectangulo de diagonal P(Q tiene lados paralelos a
los ejes, los largos de los lados sera la distancia de cada una de las coordenadas de P y @, es decir

7~ ()% (3))
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Problema 3. Sea G un lugar geométrico y A un punto del plano. Decimos que P € G es una proyeccion de A sobre G si
VX € G, d(P,A) <d(X,A).

Si existe una proyeccion de A sobre G y esta es inica, la denotamos por pg(A).
(a) Muestre que para cualquier recta L : y = max + ¢ con m # 0, el punto A = (0,0) tiene alguna proyeccion sobre L
(b) Muestre que la proyeccion de A = (0,0) sobre cualquier recta L : y =max + ¢ con m # 0 es inica.
(¢) Muestre que la proyeccion desde cualquier punto a cualquier recta (de la forma y = mx + ¢ con m # 0) existe y es unica.
(d) Calcule la pendiente de la recta que une a un punto A y su proyeccion sobre una recta L (de la forma ya mencionada).
(€)

(Propuesto) Generalice estos resultados para las rectas que no son de la forma y = mz + ¢ con m # 0.

Solucion. (a) El problema consiste en mostrar que la funcion f: R — R definida mediante z — f(z) = d((x, ma + ¢), A) tiene
minimo y que éste es Gnico.

Demostraremos que el sistema de ecuaciones

1

Yy=mx+c
y=-m x

tiene solucion, que denotaremos por P,y que la solucion satisface VX € L, d(P, A) < d(X, A), con lo que obtendremos la
existencia.

Igualando los valores de y en el sistema de ecuaciones obtenemos

1 1

mr+c=-—-—m T << mr+m T=—cC
—c
< xzil
m—+m-
—mc
= r=—7.
14+ m?2

Introduciendo este valor en la primera ecuacién del sistema obtenemos las coordenadas de P:

—mc C
Pi=0u) = (e i)
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(d)

Mostraremos ahora VX € L, d(P,A) < d(X,A) € L. Sea X = (z,mz + ¢) un elemento cualquiera de L. Entonces

d((z,mz + c), A)* —d(P, A)? = 2* + (mx + ¢)* — p3 — (mp1 + ¢)?
= 2% + m?2? + 2mac+ & — p? — m?p? — 2mpic —
=22+ m22% + 2mac — p% - mzpf —2mpic
= (1+m?)z? + (2me)z + (—(1 +m?)p? — 2mep;)
— (14 m2)a® + 2me)a + (—((1 +m2)py + 2me)py)

= (1 +m?)2? + (2me)r + (— <(1 + mz)% + 2mc> 11%)

= (]_ + mz)(p2 + (ch)x + (— (—mc + 2mc) 1:_77:;2)

m2c?

2.2
-1 9 9 9 mc mec

2
_a 9 2 g, MC mc

= (14+m?) <x+mc>2

1+m?2
() pr)? 2 0

Es decir, d(P, A)? < d(X, A)2. Se concluye que
d(P,A) < d(X. 4)

(recordemos del auxiliar 2 que 0 < o < 8 = /a < /) con lo que se concluye la existencia de una proyeccion de (0,0)
para cualquier recta L.

La unicidad de la proyeccion se tiene de manera directa del desarrollo anterior: como d(X, A)? — d(P, A)? se anula solamente
para x = p; y para el resto es estrictamente positivo, si & # p;, entonces d(X, A) < d(P, A) con lo que cualquier otro punto
distinto de P no sera proyeccion. Con esto se concluye la existencia y unicidad de la proyeccion de A = (0,0) y la denotamos

por pr(4).

Sea A = (aj,a2) y L: y=ma + c con m # 0. Consideremos L' : y = m(xz + a1) + ¢ — az la cual se puede escribir como
L' : y=mx+ (—ma; + ¢ — az) con m # 0. Por la parte anterior, existe una proyeccion tunica pr(0) de 0 := (0,0) sobre
L' que para cada X € L' cumple d(pr/(0),0) < d(X,0) o, lo que es equivalente (Ver tltima pregunta de problema 1),
d(pr(0) + A, A) < d(X + A, A) pero, como X + A € L < X € L' (verifiquelo), se tiene que (usando X' = X + A)
VX' e L, d(pr(0) + A, A) < d(X’, A) con lo que A tiene proyeccion sobre L. Para la unicidad, basta toma una proyeccion
C' de A sobre L cualquiera y, usando el mismo método recién empleado, concluir que C' — A es proyeccion de (0,0) sobre L’
con lo que, por la parte anterior, pr:(0) = C' — A. Se sigue que C' = pr/(0) + A y se concluye la unicidad.

Lo calcularemos para el caso A = (0,0). Se vio en la parte A que la proyeccién era la solucion del sistema

Y =mx—+c
y=-mlz|

Basta notar que y = —m ™'z pasa por (0,0) y por pz,(0) (pues sabemos que es solucion del sistema). Es decir, la pendiente de
la recta que pasa por la proyecciéon y el punto que esta siendo proyectado serd —m ' donde m es la pendiente de L. Es decir, la
proyeccion es el punto que cae perpendicular de (0,0) a la recta L.

Para generalizar esto a un A arbitrario, se hace un proceso similar al de la parte c (verifiquelo). O

Problema 4. Sea f una funcion definida en los reales que es no-nula. Suponga que f(x+vy) = f(z)+ f(y) v f(zy) = f(z)f(y)
para cada par de reales x,y. Demuestre que f(x) = x. Para esto,



DIM-Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

(a) Demuestre que f(1

(b) Demuestre que f(x
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d) Demuestre que f(x) >

st x es ractonal.

(y) siz>y.

(1)=1.

(x) ==
Demuestre que f(z) >0 si x> 0.

(z) > f

(z) ==

Demuestre que f(x

Solucion. (a) Sea xy un real tal que f(zg) # 0. Entonces f(xg) = f(xo-1) = f(z0)f(1) y se sigue que f(1) = 1.

(b) Partiremos mostrando esto para el cero, luego para los naturales, luego para los enteros y finalmente para los racionales. Se

tiene que f(0) = f(2-0) = f(2)f(0) = f(L+1)f(0) = (f(1) + f(1))£(0) = 2f(0). Se sigue que f(0) =0. Sea n € N\ 0, luego

fm)=fA+1+---+1)=f)+f1)+---+ f(1) =14+ 1+ ---+ 1 =n (formalice, usando induccion, el uso de “n veces”).
eces n veces n veces

Sea m un entero. Si no es negativo, estamos listos, si es negativo, entonces f(m) = f(—1|m|) = f(=1)f(|m|) = f(—=1)|m| y

estamos listos pues f(—1)=—-1: 0= f(0) = f(1+ (1)) = f(1) + f(-1) =1+ f(-1).
Mostremos la propiedad ahora para un racional pg=* con p € Zy ¢ € N\ {0}. f(pg™!) = f(p)f(¢™') = pf(q~!) y estamos
listos pues 1 = f(1) = f(gg™") = f(q)f(¢7") = qf(¢"") conlo que f(¢~") =q 'y flpg™"') =pg~".

Sea x > 0. Luego f(z) = f(\/EQ) = f(v/z)? > 0. Ademas, f(x) # 0 pues, de ser asi, entonces f(a) = f(rax™!) =
f(x)f(a)f(xz~') = 0 para todo a, lo que contradice el hecho que f es no-nula.

Sea x < y, luego y —x > 0. Por la parte anterior, 0 < f(y—x) = f(y+ (—=)) = f(y)+ f(—z) = f(y)+ f(—1z) = f(y) — f(2)
con lo que f(z) < f(y).

(e) Asumamos que existe un € R tal que f(z) # x. Asumamos = < f(z) (el otro caso es analogo). Sean ¢ racional tal que

Problema 5. Sea f(z)

x < q< f(x). Luego x < ¢ = f(q) < f(z), es decir, x < gy f(q) < f(z), lo que contradice el resultado anterior. Note que
aqui se utilizo el hecho de que entre cada par de reales existe un racional o, equivalentemente, existe un racional en cada
intervalo abierto.

O

_ r+1
T 241

(a) Encuentre su dominio, ceros y signos.

(
(

c

)
)
)
)

b) Pruebe que f es inyectiva.

Demuestre que el recorrido de f es R\ {3}.

(d) Encuentre la inversa de f y explicite su dominio y recorrido.

Solucion. (a) El tnico momento en el que la expresion puede no hacer sentido es cuando 2z + 1 =0 (es decir, x = —1/2). Se

sigue que D(f) = R\ {—1/2}. La funcion se hace cero si y solo si z + 1 = 0, es decir, si = —1. Se concluye que {—1} es el
conjunto de los ceros de la funcion. Para los signos, consideramos la siguiente tabla:

| (z00,=1) {1} (=1,-1/2) (-1/2,00)

z+1 - 0 + +
2z +1 — — — +
T+ 1
2z+1 + 0 - +

Cuadro 1: Signo de los componentes que conforman f(x).
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(b) Sea f(z) = f(y). Luego

z+1  y+1
20+1  2y+1

= (+1)Q2y+1)=(y+1)(2x+1)

— 22y+zr+2y+1=2zy+y+2x+1
= r+2y=y—+2z
= y==x

con lo que f es inyectiva.

(¢) Sea y # 1/2. Queremos un z tal que f(z) = y. Es decir, hay que mostrar que f(z) = y tiene soluciéon como ecuaciéon en

x € D(f) cony #1/2:

flx) =y <=

donde se us6é que y # 1/2 para poder dividir por (1 — 2y). Con lo que f((y — 1)/(1 — 2y))

z+1
2r+1 7
z+1=2z2y+y
r—2zy=y—1
w(l-2y)=y—1

—
<~
S

—

y para cada y # 1/2 y
)

R\ {1/2} € R(f). Mostremos ahora que 1/2 no tiene preimagen: Por contradiccion, sea x € D(f) tal que f(x) = 1/2,

entonces

x+1

2w —1

L — z+1 L
z T —r— =
2 2

<:>1—1
)

lo que es una contradiccion. Es decir, R\ {1/2} = R(f).

(d) Para encontrar la funcion inversa, resolvemos la ecuacion sobre z € D(f) para cada y € R(f):

flz)=y

Como f~! es la funcion inversa de f, se tendra que D(f~!)

x+1
— w1 Y
= r+1=2zy+y
= r—-2zy=y—1
— z(l-2y)=y-—1
-1
<:>:17:y
1—-2y
~1 y—1
— =
=) 12y



