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P1. [Calcular Limite] Considere la circunferencia de centro O y radio r de la figura en la que se ha
inscrito el rectdngulo ABCD.

Se pide calcular:
lim 70{1403}
b0 O{ABCD}

, 1 .
P2. lim sin — = no existe &
z—0t €T

1

P3. lim cos(x)sen*(@)
z—0

P4. [Constante Euler-Mascheroni]BRIGIDO

Demuestre que X,, = >} T In(n) e Y, = X,, — — son convergentes y que tienen igual limite.
n
P5. Calcule los siguientes limites de funciones:

, sin(4x) — x
a) lim
2—0 1 — cos(z) + 2z

1
b) lim xT-=
z—1

P6. Sea f: ACR— Ry =z € Atal que lim f(z) = L > 0. Pruebe que:

T—T0

>0,Vre A,0<|z—29| <) = f(z) >0
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Limite de funciones

Resumen

» Notacién. Para un conjunto A C R y una sucesién (x,,),, denotaremos (z,), C A para decir que
T, € AVn € N.

= Punto de acumulacion. Sea A C R y z € R. Diremos que Z es un punto de acumulacién de A
si existe una sucesion infinita en A convergente a z, es decir, si existe una sucesion (z,),eny € A
tal que z, #xVn € Ny x, — 7.

Denotaremos por A’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A.

» Definicion de limite de funciones via sucesiones. Sean f: ACR - R, z€ A 'y L eR.
Entonces diremos que:

L=1m f(z) <= f(zn) =y, — L V sucesion infinita (z,), C A tal que z, — &
T—T

De este modo, diremos que el limite no existe si:
ez & A,
e Existe una sucesién (z,), C A tal que z,, — & pero la sucesién (f(z,)), no converge.

e Existe un par de sucesiones (z, ), (yn)n C A tal que x,, = T e y, — T, pero las sucesiones
(f(2n))n v (f(yn))n convergen a distintos limites, es decir:

lm f(zy) 7 Hm f(yn)
n—oo n—oo
» Definicion de limite ¢ — §. Sean f: ACR — R, z € A’y L € R. Entonces diremos que:

lim f(z) =L <= (Ve>0)(30>0)(Vee ([z—-0dz+5\{z})NA:|f(zx)—L|<e)

o e (Ve 0) 30> 0)(Va e ([ —06,7)UET+0)NA: |flz)— L] <e)
— Me>0)(F>0)(VxreAtalque 0 < |z —Z| <d:|f(x)— L] <e¢)

= Unicidad del limite. El limite de una funcion, si existe, es unico.

» Limites a través de subconjuntos. Sea f: A C R — R una funcion, y sea B C A. Definimos
flB (f restringido a B) tal que Dom(f|g) = By f|g(x) = f(z) Vx € B. Se define entonces, para
T € B' C A, el limite a través de B como:

lim f(z) = lim f|p(x)
T—T T—T
zeB

s Teorema. Sea f: A CR — R. Sean ademés B,C € R tal que A= BUC,yseaZz € BNC".

Entonces: | £ = il_r% f(z) existe <= L= il_r)IglE f(z) = il_r)lglz f(z) existen (y son iguales)

zeEB zeC

= Limites laterales. Son el caso particular mas usado de limites a través de subconjuntos. Sea
f:ACR —Ryz e A. Considerando entonces: A™ = AN (z,00), A~ = AN (—o0, T), entonces
se pueden definir los limites laterales como:
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Limite por la derecha: lim f(z)= lim f(z)

r—TT T—T

T€EAT

Limite por la izquierda: lim f(x) = lim f(x)
=T T—T
€A~

De esta manera, para L € R la definicién € — § queda:

h'rp+f(x) =L <<= (Me>0)(F>0)(Vxe (z,z+NA:|f(x)—L|<¢)

— (Ve>0)(F0>0)(VreAtalque0<ax—z<d:|f(x)—L|<¢e)
lim f(r)=L <= (Ve>0)(36>0)(Vze[z—-0,7)NA:|f(x)—L|<L¢)

— Me>0)(Fd>0)(VreAtalque0 >z —2> —0:|f(x)— L| <e¢)

» Limites hacia infinito. Sean f: ACR — R,y L € R.
e Si A es no acotado superiormente, entonces diremos que:
lim f(z) =L <= (Ye>0)(3m >0)(Vz € [m,o0)NA:|f(x)—L|<e)
Tr—>00
— (Ve>0)(Fm>0)(Vre Atalquexz >m:|f(x) —L| <¢)

e Si A es no acotado inferiormente, entonces diremos que:

xggloof(x):l} — (Ve>0)(TIm < 0)(Vx € (—oo,m|NA:|f(x)—L|<e¢)
— (Ve>0)3m<0)(VxeAtalquex <m:|f(x)—L|<¢)

e Observacién: Se tiene que lim f(z) = lim f(—z).
T—r—00 T—00

» Limites infinitos. Sean f: ACR — Ry z € A’. Diremos que:

il_)lr%f(.%):oo — (VM >0)(30>0)(Vz e ([t —o0,z+\{z})NA: f(z) > M)
glggrr;:f(x):—oo = (VM <0)(F>0)(Vxe([z—06,z+6\{z})NA: f(x) < M)
Observacién: Se tiene que lim f(z) = —oc0 <= lim(—f(z)) = oo.

T—T T—T

= Asintotas. Sea f: A C R — R una funcién.

e Asintotas horizontales: Para L € R, diremos que la recta y = L es asintota horizontal de
f si A es no acotado (superior y/o inferiormente) y:

L = lim f(z), o bien, L = lim f(x)
T—>00 T—r—00

Una funcién tiene a lo més dos asintotas horizontales.

e Asintotas verticales: Para T € A’, diremos que la recta x = T es asintota vertical de f si
alguno de los siguientes se tiene:

lim f(z) = oo, lim f(z) = oo,
=Tt T~

lim f(z)=—00, lim f(x)=—00
=Tt T~

e Asintotas oblicuas: Para m,n € R, diremos que la recta y = m - x + n es asintota
horizontal de f si A es no acotado (superior y/o inferiormente) y:

m:lim@ynzlim(f(:n)—m-x), o bien
m = lim Myn: lim (f(x) —m-x)
TH—0 T T——00
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Al igual que el caso horizontal, una funcion tiene a lo mas dos asintotas oblicuas. Es mas, el
caso m = 0 coincide con el caso de asintota horizontal.

» Limites igual a L™ o L™. Sean f: A C R — R, con A no acotado superiormente, y L € R.
Decimos que:

lim f(z)=L"
T—00

Ve > 0)(dm >0

Ve > 0)(dm >0

( (Ve e[m,oo)NA:0< f(x)— L<e¢e)
(

(Im f(z) = L)
(

(

(]

(Vre Atalquex >m: L < f(x) < L+e¢)
(Im > 0)(Vx € Atal que x >m: f(xz) > L)
(Vo € [m,00)NA:0> f(x)— L > —¢)

(Vre Atalquex >m: L > f(x) > L—e¢)
(Im < 0)(Vx € Atal que x > m: f(x) < L)

\_/\_/

>

lim f(z) =L~

T—00

Vs > 0)(Im >0

Ve > 0)(dm >0
lim f(z) = L)

~— —

rryree

>

= Algebra de limites. Sean f, g dos funciones y z € (Dom(f))' N (Dom(g)) tal que lim f(z) y

T—T
lim g(x) existen. Entonces se tiene que:
T—T

o litn(f(2) + g(x)) = lim f(x) + lim g().
o 1 £(z) - g(a) = lim £(x) - im g(a).
e lim - f(z)=A\- h_)an(x), VA eR.

T*—T
lim f(x)
’ f(.T) T—T 12
1 = 1 .
* 1B Tt S HB)

Es importante senalar que estas propiedades son también vélidas para lim , lim , lim, lim
$—>:c+ :C—)a:* z900 T —00

siempre y cuando se cumpla la existencia de todos los limites asociados.

= Limite de la composicién o Cambio de variable. Sea g : A C R — R una funcién, y sean
ze A, ueRtal que u = lim g(z) = u. Sea ademés f : BCR —- Ry L €R tal que u € B
T—T

cumple que L = lim f(x) = L. Entonces se tiene que:
Tr—u

lim (f o g)(z) = L

T—T

Este teorema sirve como cambio de variable: Se tiene que:
Ii =1
lim f(g(x)) = lim f(u)

para el cambio de variable u = g(z), con u = lim g(x). Este teorema sélo es vélido si todos los
Tr—T

limites asociados existen. Ademas, también es valido para lim , lim , lim, lim siemprey
=TT =TT T00 TH—00

cuando se cumpla la existencia y compatibilidad de todos los limites asociados.

= Sandwich en funciones. Sean f,g y h tres funciones y z € R tales que
lim f(z) = lim h(z) = L. Si 36 > 0 tal que:
Tr—T Tr—T

Vo € [z — 6,2+ 6] N Dom(g) : f(z) < g(x) < h(x)

entonces lim h(z) = L.
Tr—T

Este teorema también es valido para lim , lim , lim, lim siempre y cuando se cumplan las
r—Tt =T~ THO T——00

hipétesis adaptadas a las funciones asociadas.
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Tabla de definiciones de limite

lim f(x) — (Ve>0)(F0>0)(VreAtalque0< |z —Z| <d:|f(x)—L| <e¢)
Er;f(x):L = (eSS )(VicAtlqui<z<ito:|f@) =L <2

lim f(z) =L — Me>0)(F>0)(VereAtalquez—d<z<z:|f(x)—L|<e)

rh_;?l flz)=1L — (Ve>0)Fm>0)(VxreAtalquexz >m: |f(x) —L| <¢)

igsz( ) = — Me>0)(Im<0)(Vxe Atalquex <m: |f(x) — L| <¢)

lim f(z) = — (VM >0)(F>0)(Vxre Atalque 0 < |z —Z| <¢: f(x) > M)
jlzr;f(a:):oo — (WM>0)(I>0)(VreAtalquez<x<z+d: f(x) > M)

lim f(z) =0 — WM>0)(F>0)(VreAtalquez—d<z<z:f(xr)>M)

ml?rﬁ f(z) =00 <— (VM >0)(Im >0)(Vx € Atal que z > m: f(z) > M)

xl_;rol f(z) =00 — (VM >0)(Im < 0)(Vz € Atal que z <m: f(z) > M)

T;H;Ofo(x):—oo — (VM<0)(F>0)(VreAtalque 0 <|z—Z|<0: f(z) < M)
:lzr;f(x):—oo — WM<0)(F>0)(VreAtalquez <z <zT+: f(x) < M)

lim f(r)=—-0c0 <= (VM <0)(3d>0)(VxeAtalquez—0<x<7T: f(z)<M)

xl?rﬁ flz)=—00 <= (VM <0)(Fm>0)VzeAtalquexz>m: f(z) < M)

mﬁrori flz)=—00 <<= (VM <0)3m<0)(VxecAtalquex <m: f(x) < M)

m f@) = F = (Vs 0)@>0)(VacAtalqui<lz—3]<0 L<f@ )<L+5)
E@f@):ﬁ = (Vs 0B o0VicAtalqei<s<ito L<f@ <L+o)

lim f(z) = L* — Me>0)(F>0)(VzeAtalqueT—0<z<Z:L<f(r)<L+e)

mh_;fl flx)=L" — (Ve>0)(Fm>0)(VreAtalquex>m: L < f(z) < L+¢)
iﬁ;:;loof(x)—ﬁ’ — Me>0)(Fm<0)(VxeAtalquex <m:L < f(z) < L+e¢)

lim f(z) =L~ — Me>0)(F>0)(VeeAtalque0< |z —Z| <d:L—e<|f(z)—L| <L)
jgr;f(x):[/ — (Ve>0)(F0>0)(VzeAtalquez <z <z+d6:L—ec<|f(x)—L| <L)
lim f(z) =L~ — Me>0)(F>0)(VeeAtalquez—d<az<z:L—e<|f(zx)—L| <L)
xl?rfl flz)=L" — (Ve>0)3m>0)(VreAtalquex>m:L—e<|f(x)—L| <L)

E{.ﬁ flz) =L <<= (Me>0)3m<0)(VxecAtalquex <m:L—ec<|f(x)—L| <L)
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Tablas de limites conocidos

= Limites asociados a la continuidad: Sea Z en el dominio de la funcién a la que se le quiere
calcular el limite. Se tiene entonces que:

limec=c lima,2" + ... +a1x+ap = a, " + ... + 1T + ag
T—T T—T
, ~ a,x” + ...+ a1x + ag a, "+ ... a1 + ag
lime =2 lim = — -
lim sen(z) = sen(7) lim cos(z) = cos(Z)
T—T T—T
lim arcsen(z) = arcsen(Z) | lim arc cos(z) = arc cos(7)
T—T T—T
lfm arctan(z) = arctan(z) | lim vz = vz
=T _ T=T
lim e” = €* lim In(x) = In(Z)
T—T T—T

= Limites asociados a la diferenciabilidad: Los siguientes limites no triviales son conocidos:

I sen(x) — 1| 1m 1— C(Q)S(a:) 1
z—0 xq; : av—>0l T 1) 2
lim ¢ =1|lim H(L =1
z—0 €T z—0 €T

= Otros limites: A partir de los graficos y propiedades de las funciones, se puede probar facilmente

que:
lim x = o0 lim = —o0
T—r 00 T——00
lim e” = oo lim In(z) = oo
T— 00 T—>00
lim e* =0 lim In(z) = —oc0
T——00 r—0+
.1 ,
lim — =00 lim — = —o0
x—>0+11' z—0~" T
lim — =07 lim —=0"
T—00 T T—>—00 T
, T . T
lim arctan(z) = — lim arctan(z) = ——=
T—00 2 T—>—00 2
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