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P1l. Seane N, n>1.

a) (3,0 pts.) Calcule (en funcién de n y sin usar induccién)

i 2
Zkz(k;+2)'

k=1

Solucién: Se comienzan usando fracciones parciales sobre ﬁ para escribirlo como una suma de

dos términos. Asi, imponemos que

2 a b a(k+2)+bk (a+0b)k+2a

FEt2) ko Ri2 RMEk+2) | kk12)

Deducimos entonces que (a + b)k + 2a = 2. Como lo anterior debe ser vélido para todo k € N, k > 1
(porque n es arbitrario), se concluye que a +b = 0 y que 2a = 2, de donde se obtiene que a = 1y

b= —1. Por lo tanto,
2 1 1

k(k+2) k k+2

Finalmente, se tiene que

zn: 2 zn: LU (Fracci iales — 0.6 pts)
_ - raccion rci - 0.
) P By acciones parciales p
k=1 k=1
/1 1 1 1 1
:kZ:1<E_k+1+k+l_k’+2> (Restaysumadek—H70.6pts)
—i LI —|—i SES (Sumatoria de dos secuencias — 0.6 pts)
= \k k+1l) & \k+1 k42 o P
_pr_ + LR (Propiedad telescépica — 0.9 pts)
“\1I nx1 111 nt2 P P P
3 1 1

=== — (Reordenacién — 0.3 pts)

b) (3,0 pts.) Calcule (en funcién de n y sin usar induccién)

S

k=1

Indicacién: Recuerde que %(T:ll) = %(Zn) paratodomeN, m>1yje{1,2,...,m}.



Solucién: Usando la indicacién con m =n + 1 y 5 = k, obtenemos que
1 n 1 n+1
k\k—1) n+1\ &k )
Por lo tanto,
"1<n>k Z 1 (n+1)k
= 5" = Z 5 (Reemplazo — 0.3 pts)
= k\k—1 nt+1\ k
1 < 1
= : (n;: 5k (Factorizacién de constantes — 0.3 pts)
n+li
_ 1 (Rt sk (Do (nE 1)
n+1 Pt k 0 n—+1
(Sumar y restar ("{")50 + (211)5"“ ~ 0.9 pts)
1 1 1
=—— (6”+1 - <n—(|)— )50 - (ni 1) 5"+1) (Binomio de Newton — 0.9 pts)
n n
1 1
= (6”“ — il — <Zi 1)5”“) (("P5°=1-1=1- 0.3 pts)
1
=—= (671 — 1 5n+1), ((ZE)E’nﬂ =1.5"1 = 571 _ 0.3 pts)

P2. a) (2,0 pts) Sean A, B,C C FE conjuntos finitos. Pruebe que

[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—-|[ANC|—|BNC|+|ANBNC|.

Solucién: Primera forma (usando la féormula para el cardinal de la unidn de dos conjuntos no nece-
sariamente disjuntos):

Como A U B también es finito, se tiene que:

JAUBUC|=|AUB|+|C|—-|(AuB)NC| (Cardinal de la unién — 0.4 pts)
=|A|+|B|—|ANB|+|C| - |(AUuB)NC]| (Cardinal de la unién — 0.4 pts)
=|A]+|B|=[ANB|+|C| - |(AnC)u (BN C)|

(Distributividad de N sobre U — 0.4 pts)
=|A|+|B|—|[AnB|+|C|—(JANnC|+|BNC|—-|(AnC)Nn(BNQC)|)
(Cardinal de la unién — 0.4 pts)
=|A|+|B|—-|ANB|+|C|-(JANC|+|BNC|-|AnBNC)
(AnC)N(BNC)=AnBnNC - 0.4 pts)

=|A|+|B|+|C|—|AnB|—|ANnC|—|BNC|+|AnBnNC|. (Reordenacion)
Segunda forma (usando la formula para el cardinal de la union disjunta):
Sean
X=(ANB)\(AnBNC(O)
Y=(ANC)\(AnBNO)
Z=(BNC)\(ANBNCQO)
W=(AnBnNCQO).




Se tiene que:
» XY, Z, W, A\(XUYUW), B\ (XUZUW)y C\(YUZUW) son todos disjuntos de a pares
y finitos.
s XUW=ANB, YUW =ANCy ZNW = BN C, que también son finitos.
s XUYUWCA XUZUW CBeYUZUW CC, que también son finitos.
s AUBUC=(A\(XUYUW)HUB\(XUZUW)U(C\YUZUW)UXUYUZUW.

Asi,

|[AUBUC|
=|[A\(XUYUW)|+|[B\(XUZUW)|+|C\ (YUZUW)|+ |X]|+ Y]+ |Z]| + W]
(Cardinal de la unién disjunta — 0.5 pts)
= A - | XUYUW|+|B| - | XUZUW|+|C|- Y UZUW|+ |X|+ Y|+ |Z]|+ W]
(Cardinal de la diferencia — 0.5 pts)
= Al =X = Y[ = W]+ |B| = [X]| = [Z] = [W[+|C] = [Y| = |Z] = W] + [ X| + [Y] + | 2] + [W|

(Cardinal de la unién disjunta — 0.5 pts)
— 4] + |B|+ O] = (1X| + W) = (Y| + W) — (121 + [W]) + W] (Reordenacién)
=|A|+|B|+|C| = [XUW| - |YUW|—|ZUW]|+ |W| (Cardinal de la unién disjunta — 0.5 pts)
=|A|+|B|+|C|-|ANnB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|. (Reemplazo)

Tercera forma (argumentando informalmente, solo con puntaje parcial): Un argumento informal es el
siguiente. Los conjuntos A, B y C no son necesariamente disjuntos, escribir |A| 4+ |B| + |C| estamos
“sobrecontando” algunos elementos de A U B U C. Méas precisamente,

= todos aquellos elementos que pertenecen a exactamente uno de los conjuntos son contados una
sola vez;

= todos aquellos elementos que pertenecen a exactamente dos de los conjuntos son contados dos
veces; y

= todos aquellos elementos que pertenecen a los tres conjuntos son contados tres veces.

Por lo tanto, |A| + |B| + |C| en general no es igual |[A U B U C|. Para “arreglar” esta férmula, es
necesario restar la cantidad de elementos que se sobrecuentan. Una férmula méas cercana al valor
correcto es |[A| + |B| +|C| —|ANB| = |ANC| — |BNC|. En este caso:

= todos aquellos elementos que pertenecen a exactamente uno de los conjuntos son contados una
sola vez;

= todos aquellos elementos que pertenecen a exactamente dos de los conjuntos son contados una sola
vez, pues aparecen dos veces entre los conjuntos A, B y C, pero una vez entre los conjuntos AN B,
ANCyBNC;y

= todos aquellos elementos que pertenecen a los tres conjuntos no son contados ninguna vez, pues

aparecen tres veces entre los conjuntos A, B y C, y luego tres veces més en los conjuntos A N B,
ANnCyBnNnC.

Finalmente, la expresién |A| + |B| + |C| — |[ANB| - |ANC|— |BNC|+|AN BnNC| es correcta,
porque arregla el ultimo caso: los elementos que aparecen en los tres conjuntos ahora son contados
exactamente una vez. (1.4 pts por argumentar informalmente que la férmula es correcta)

b) Sea F el conjunto de funciones de {1,...,10} en {1,2}, es decir,
F={f|f:{1,...,10} — {1,2} es funcién}.

i) (2,0 pts.) Sea j* € {1,2} fijo. Se define el conjunto Fj« de todas las funciones f € F tales que f(j*) = j*,
es decir,

Fpo={feF[fU") =i}
Pruebe que |Fy| = |Fy| =512 y |Fy N Fy| = 256.




Solucién:

Primera forma: Podemos interpretar los elementos de F como 10-tuplas en el conjunto {1,2}1°.
Explicitamente, la funcién ¢: F — {1,2}'9 dada por ¢(f) = (f(1), f(2),..., f(10)) es biyectiva
(1.0 pts por interpretacién como tuplas).

Usando lo anterior, se tiene que F; corresponde a las 10-tuplas en {1, 2}1% cuya primera coordenada
es 1, por lo que hay 2 = 512 tales tuplas. Similarmente, F, corresponde a las 10-tuplas en {1,2}1°
cuya segunda coordenada es 2, por lo que también hay 2° = 512 tales tuplas (0.5 pts por
justificar el valor de las cardinalidades de F; y F5).

Ademss, F; N Fy corresponde a las 10-tuplas en {1,2}!% cuya primera coordenada es 1 y cuya
segunda coordenada es 2, por lo que hay 28 = 256 tales tuplas (0.5 pts por justificar el valor
de la cardinalidad de F; N F).

ASf, |F1‘ = |F2| = 512 Yy |F1 OF2| = 256.

Segunda forma: Podemos interpretar los elementos de F; como elementos del conjunto G =
{9 ] 9:{2,3,...,10} — {1,2} es funcién}. Explicitamente, la funcién ¢ que a f € Fj le aso-
cia g: {2,3,...,10} — {1,2} tal que g(i) = f(i) para todo ¢ € {2,3,...,10} es una biyeccién
entre F; y G (1.0 pts por interpretacién como conjunto de funciones sobre un dominio
restringido).

Por resultado conocido, |G| = |{1,2}|{2~10} = 29 = 512, luego |F}| = 512. Anélogamente (por
simetria) |F5| = 512 (0.5 pts por justificar el valor de las cardinalidades de F; y F3).
Un argumento similar permite identificar (establecer una biyeccién) entre Fy N Fy y el conjunto
H=1{h|h:{3,4,...,10} — {1,2} es funcién} y concluir que |F; N Fy| = |{1,2}|{3 10} = 28 =
256 (0.5 pts por justificar el valor de la cardinalidad de F; N F»).

ii) (2,0 pts) Muestre que hay 768 funciones f € F tales que f(1) =1 o f(2) = 2, es decir, pruebe que

{feF|f(1)=1V f(2) =2} =768

Solucién: Se tiene que
{feF|fl)=1V f(2)=2}=FUF,. (1.0 pts)

En efecto, si f € F cumple f(1) =1V f(2) = 2, entonces ya sea f(1) =1 (en cuyo caso, f € Fy),
o f(2) =2 (en cuyo caso, f € Fy)). Asi, f € F1 U F.

Reciprocamente, si f € F; U Fy, entonces ya sea f € F; (en cuyo caso, f(1) = 1) o f € F5 (en
cuyo caso, f(2) = 2), por lo que f pertenece a F y cumple f(1) =1V f(2) = 2.

Usando la féormula para el cardinal de la unién, tenemos que

HfeF|f1)=1V f(2) =2} = |Fi|+ |F2| — |F1 N Fy]. (Cardinal de la unién — 0.8 pts)
Por la parte anterior, se tiene que |Fy| = 512 y que |F; N Fy| = 256. Por lo tanto,

{feF|f1)=1V f(2) =2} =512+ 512 — 256 = 768. (0.2 pts)

Duracién: 1h 30°.



