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Auxiliar #4

Variable aleatoria discreta I

Resumen

e Variable Aleatoria Una funcién X : Q@ — R es una
Variable Aleatoria. Denotamos Rx = {x € R :
X =z > 0} como el rango de X: los valores que la
variable aleatoria puede tomar.

e Funciéon de masa de probabilidad Se define la
funcién de masa de probabilidad (PMF: Prob-
ability Mass Function) para cada variable aleatoria
X, como:

px(x) =P(X =x)Vz € Rx

e Funcién de distribucién acumulada Se define la
funcién de distribucién acumulada (CDF:
Cumulative Distribution Function) para cada vari-
able aleatoria X, como:

Fx(z) = P(X < z)

e Propiedades de CDF Para toda variable aleatoria
X, se tiene que:

1. Fx(x) es creciente en z.

2.
lim Fx(z)=1
r— 400
3.
lim Fx(z) =0
T——00

4. Para X variable aleatoria discreta, se tiene
que para todo z € Ry, existe un € > 0 sufi-
cientemente pequeno para el cual

px(x) = Fx(x) — Fx(z —¢)

e Esperanza de una VA Para cada variable aleatoria,
se define su valor esperado o esperanza, como:

EX]= > z-px()
rERXx
Observacion:

1. Puede ocurrir que E[X] = +o0.
2. A veces se denota E[X] := pux

Propiedades de la esperanza: Para cualquiera X,Y
variables aleatorias, y A € R no aleatorio, tenemos
que:
1. Es lineal: E[X + \Y] = E[X] + AE[Y]
2. Si X,Y son independientes, entonces
E[XY] = E[X]E[Y]

Esperanza de una funcion de una v.a. Se tiene que:

Elg(X)] = Y g(x)-px(z)

rERXx

Dato curioso: Esto es una propiedad y no una
definicién (para los curiosos, buscar Law of the Un-
conscious Statician [LOTUS].

Varianza de una VA Se define, para una variable
aleatoria, su varianza, como:

Var(X) = E [(X — E[X])?]

Propiedades de la varianza Para cualquiera X,Y
variables aleatorias, y a,b € R no aleatorios, ten-
emos que:

1. Var(X) = E[X?] - E[X]?
2. Var(aX + B) = a*Var(X)
3. Si XY son independientes, entonces

Var(X +Y) =Var(X) 4+ Var(Y)

donde E[X?] se calcula usando la esperanza de la
funcién g(t) = t2.

Desviacién estdndar Se define, para una variable
aleatoria, su desviacién estandar, como:

SD(X) = +/Var(X)

Coeficiente de variaciéon Para una variable aleato-
ria X, definimos su coeficiente de variacion,
como

_ SD(X)

- E[X]

CV(X)



Distribuciones conocidas:
e Bernoulli: Sea X € {0,1},P(X=1)=p,P(X=0)=1—-p,E[X]=p Var(X)=p(l —p)
e Binomial: Sea X ~ bin(n,p),P(X =k) = < Z ) pk(1 — p)" % E[X] = np, Var[X] = np(1 — p)

e Hipergeométrica: X ~ Hipergeométrica (N,K,n) con N,K,n € Z,,K,n < N, R, = {max{0,n+
K — N}, ...,min{K,N}}, con PMF

(5)()
P (k) =

()
K(N-K)N-n

K
conE[X] = N7y Var[X] = NN N1

Pregunta 1

Se lanza un dado equilibrado con n caras enumeradas de 1 a n, y se anota el resultado obtenido.
El procedimiento se repite hasta que se obtiene un resultado que ya se anoté en algiin lanzamiento
previo. Sea X la variable aleatoria que denota la cantidad total de lanzamientos.

a) {Cudl es el rango de X7

b) Calcula su funcién de probabilidad px si n = 2 (puede interpretar que es una moneda en vez
de un dado).

c¢) Calcule su funcién de probabilidad px para el caso genérico.

Pregunta 2

La empresa Jupiter produce termémetros infrarrojos. Cada termoémetro producido queda bien
calibrado con una probabilidad de p, en cuyo caso el termometro, al ser usado, siempre indicara
la temperatura correcta (o real) del objeto al cual se le mide su temperatura. En caso de que el
termometro quede mal calibrado, éste entregard un valor desviado por § grados Celsius respecto a
la temperatura real del objeto. Asuma que en ambos casos, donde la lectura de la temperatura se
desvia por sobre o bajo § grados Celsius, son equiprobables (en el caso de que el termémetro quede
mal calibrad(ﬂ). Llamaremos al pardametro ¢ el error.

La empresa Bedebueno testea los termémetros producidos por la empresa Jupiter. Especificamente,
mide la temperatura de un objeto que estd a una temperatura (real) de a grados Celsius con un
termoémetro producido por la empresa Jupiter. Llame X a la temperatura que entrega la lectura
con un termoémetro producido por la empresa Jupiter.

Asuma que a > 0,5 >0,y p € (0,1).

(a) Entregue la CDF de la VA X. Ademds, grafiquela.

(b) Bedebueno estd implementando una certificacién de calidad, la cual se entrega a la empresa que
produce los termometros, en el caso de que esta ultima cumpla con el criterio establecido. En
particular, dicho criterio consiste en que los termémetros producidos por la empresa, al medir
la temperatura de un objeto a temperatura real de a grados Celsius, deben tener una desviacién
estandar menor o igual a 0/2. Indique las condiciones de los pardmetros del problema (p, a,
y/o 9) de tal modo que Jupiter reciba la certificacién.



()

Suponga que la empresa Jupiter estd considerando arrendar una tecnologia que le permita
controlar el error de la lectura del termdémetro. El precio de arriendo de dicha tecnologia es de
$A/d por cada termémetro producido con un error de § (donde A > 0 es un parametro fijo y
conocido). Ademds, considere que ahora Jupiter debe pagar en reparacién un monto de $c- ¢
por cada termémetro malo que tenga una lectura de § grados Celsius por sobre o bajo la
temperatura real del objeto al cual se le mide su temperatura.

(i) Dado un parametro fijo de error igual a § > 0, obtenga el costo esperado de producir un
termémetro (incluya todos los costos asociados, es decir, de arriendo de tecnologia y de
reparacion).

Hint: Le podria ser de utilidad escribir el costo como una expresion que dependa de la VA
X.

(ii) Considerando que Jupiter puede escoger cualquier valor no negativo para el pardmetro de
error a contratar con la nueva tecnologia, indique el valor éptimo que deberia utilizar.

Pregunta 3

Un jugador de emboque se inscribe a un torneo durante las fiestas patrias. El jugador tiene 10
intentos, y la probabilidad de acertar es de 0.2 (cada intento es independiente).

a

2 o O

)
)
)
)
e)

f)

Calcule la PMF de X

;,Cudl es la probabilidad de no acertar en ninguin intento?

;,Cudl es la probabilidad de que acierte mas veces de las que falla?
Calcule la Esperanza y Varianza de X.

Propuesto: Suponga que el jugador tiene que pagar $3 para entrar al torneo y que gana $2
por cada acierto. Sea Y su ganancia, encuentre su Esperanza y Varianza.

Propuesto: Ahora suponga que no tiene que pagar para entrar al torneo y que su ganancia
es el nimero de aciertos al cuadrado. Si Z es su ganancia, encuentre la Esperanza de Z.



