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Dipolo

Un anillo circular de radio a, almacena una carga ) distribuida uniformemente. En el centro del
anillo se encuentra un dipolo puntual P’ alineado segin el eje de la espira.

a) Determine la fuerza que el dipolo ejerce sobre el anillo.

b) Demuestre que la fuerza que ejerce un campo eléctrico sobre un dipolo es F = (ﬁ . ﬁ) E. Calcule
la fuerza que el anillo produce sobre el dipolo, jse verifica la tercera Ley de Newton?

¢) Demuestre que la energia de un dipolo en un campo eléctrico viene dada por U = —p'- E.
Determine la energia que tiene el dipolo por encontrarse en el campo del anillo.

d) Demuestre que el torque que ejerce un campo eléctrico sobre un dipolo es 7 = p X E. Calcule
el torque que el anillo ejerce sobre el dipolo

Hint: Para algunos casos le serd util considerar el dipolo como dos particulas en el eje k de cargas ¢
y —q en la posicién d/2 y —d/2 respectivamente, donde d es pequeno. Algunas expresiones tendra
que expandirlas en serie de Taylor
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Respuesta

a) Como el anillo es una distribucién continua de carga (no una carga puntual), para calcular la
fuerza actuando sobre él es

P / dg By = / A \FYE(7) |

ya que es un anillo 1D. Entonces, debemos expresar el campo eléctrico generado por el dipolo
eléctrico, en su forma general es:

= 13- —p

Ei)

dmeg r'3 ’

pero en este caso tenemos que p = p]Af y solo nos interesa este campo en el lugar del anillo, descrito
por 7" = ap’ (en coordenadas cilindricas), por lo que el producto punto es

1 N
P

iop =0= E(f) = — .
per () dmeg 1’3

Ahora, describamos la densidad de carga A(r’). Como es un anillo 1D, su longitud (perimetro) es 2wa

= \r') = ¢

o2ra’

y la integral recorreria ¢’ € [0, 27| con p = a constante, asi que tendriamos

o 2m Q 1 ps
F = Bl e
/0 ad¢ 2ra ( 4mey a3 k) ’

como k es independiente del angulo, lo podemos sacar de la integral sin problemas y nos quedaria

prc

=|F=—
4dmega®

(1)

b) Esta pregunta es para un campo eléctrico externo general. Usemos que un dipolo se puede
expresar como dos cargas ¢ y —q en el eje del momento dipolar y en las posiciones i, = d/ 2k y

7_ = —d/2k respectivamente, donde d << 1. 70
Por lo que cada carga experimentaria una fuerza Fy = +¢FE(7y) y la fuerza total seria .
la suma de cada fuerza por separado ]A{‘ d/2k

F = qB(#y) - qB (),

y como d << 1 podemos hacerle un Taylor a los campos E (7’¢) alrededor del origen y
en la direccién de k (donde se encuentra el dipolo) considerando d pequeno, por lo que nos —q O
basta con quedarnos con una aproximacion a orden 1
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aZ z=0
. L . ddE ) )
:>qu<E(O) 4 oK )—q(E(O)—a )
2 0z 2 0z
z=0 z=0
E
Zz:O

=[0a) 7.
-[7%)7]., o

Esta expresién es ttil para la segunda parte del item, ya que solo necesitamos calcular el
campo eléctrico en el eje k producido por el anillo (no podemos evaluar z = 0 de inmediato,
ya que luego le calculamos la derivada al campo). Usemos lo que ocupamos en a)

F=zk

7 =ap’

Fei =2k —ap' = |F—7|=V2+a?
) = 52

dl' = adg’

¢ €0, 2n]

asi que el campo seria

oA 2 / . oAl
Fsh) = 1 / add’ (zk —ap’) Q
0

47 (22 +a2)32 2ma’

ocupamos que p = cos @1 + sin ¢’y

N 0, 0,
Bahy— L9 2 A (2 — acos@ i — asiud )
 dmeo 27 Jo (22 + a?)3/2 (2)
1 Qz A

= Ineo (22 +a232""

Asi que la fuerza sobre el dipolo seria

. JFE

-’ & z=0
- & [
 dmeg 0z | (22 +a2)3/2]

B Qpk [ (22 +a?)?/? — 322(22 + a2)1/21
2=0

47 (22 4 a?)3

Qp k

dmeg a3’
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con lo que obtenemos que la fuerza que ejerce el anillo sobre el dipolo es igual a la que ejerce el
dipolo sobre el anillo, pero con signo contrario.

.. Se cumple segunda Ley de Newton

C) Tenemos que la energia almacenada en una distribucion de cargas es
W = Z qu(Ti) s
i

asi que debemos expresar el potencial V' (r) en la posicién de cada carga.
Hacemos algo similar a lo del item b), pero ahora para el potencial eléctrico. Tenemos
que expandiendo en Taylor los potenciales para las cargas que componen el dipolo, se tiene

d oV

V(i) = V(0) £ 5 97

?

z=0

asi que la energia se calcularia como
Vaip = qV(ry) —qV(r-)
o d IV
=q (W 5 5,
ov

z=0

0z
——p-E(0). O

o d oV
>—Q(W—282

)

z=0

Ya calculamos el campo eléctrico generado por el anillo, ecuacion (2), por lo que evaludndolo en el
origen
- 1 Qz

E(z=0)=
(2 Amey (22 + a2)3/2

—

)

asi que la energia almacenada seria .

d) Tgual que en los items anteriores, separamos el dipolo en dos cargas. El torque sobre un sélido
rigido se calcula segin
F= 37 F(7),
i

como estamos trabajando con cargas puntuales F = qE
= F=7, x qE(Fy) — 7 x qE(F_).

Debemos expandir los campos en torno al origen y orden 0, ya que los campos ya estan multiplicados
por d y O(d?) es despreciable, entonces

E(7:) ~ E(0),
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asl que el torque en este caso general quedaria como

kx E(0)=px E®0). O

T=q

dr = o d
—kx E0 —
5 (0) + a3
Y en el problema en especifico en el que estamos trabajando, como el campo eléctrico generado por

el anillo en el origen es nulo, el torque también lo es, , o sea, nuestro dipolo, compuesto por
las dos cargas mencionadas, no rota con respecto al origen.
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Una carga @) se aplicada a un disco circular de material aislante de radio R,
de forma que la densidad de carga superficial es proporcional a la distancia radial desde el
centro. Demuestre que el campo eléctrico en el eje del disco a una distancia axial h desde el centro

es:

A ~3Qh | R+ vVR?2+ h? 1 ;
(%) ! h RYiEs

Hint: Puede serle 1til la identidad arcsinz = lnz 4+ v/1 + 22

4meq

<V

Respuesta

Como la densidad de carga superficial es proporcional a la distancia radial, seria de la

forma
A(r') = ap’,

con « una constante a determinar. Imponemos que la carga total sea igual a esta densidad integrada
en el area del disco! definido, en coordenadas cilindricas, por ¢’ € [0,27] v p € [0, R]

Q= /)\(r/)do'

2m R / ] / /

=/ / app dp de
0 0
R3

3Q
:27r04?:>04: Sy

Ahora toca calcular el campo eléctrico, usaremos:

do’ = p'dp’ d¢’

L Hacer esto es muy comin en los problemas
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asl que tendriamos

47T60/27T/R =
G e

47T60 27TR3
1 3Qhk

(ke = p'p')p' dp dg/

27TR3

h2 + p/2>3/2

12 dp/ dd)l

/ %+)n6”mbp

R3

4deg

N
o (h2+ p2)3/2

(h? + p2)3/2

do’,

podemos resolver esta integral con integracién por partes, usando

= = S _ -t
u=p—du=dp, dv_(h2+p2)3/2dp_>v_(h2+p2)1/2’
asi que
o 1 3Qhk - | L/R dy
E(hk) = S
(h#) 4reg R3 | (R%+ p?)V/2], + o (2 + p2)1/2
1 3Qhk ~R +1/R‘h{
Cdmey R3[| (h2 + R2)V/2 o (B2 4 22|

por la forma de la integral, usamos un cambio de variables a hiperbdlicas

p = hsinhu = dp = hcoshudu

po=0—>u=0 y pr=R— us=arcsinh(R/h)

reemplazando

- 1 3Qhk [

-

E(hk) =

dmey R3

(h2 +R2)1/2 +
1 3Qhk [

-R

- dmeg RS

L(h2 + R2)1/2 T
1 3Qhk [

-

- drey R?

_(hQ + R2)1/2
1 3Qhk [

-

- dmey R3
1 3Qhk

_(h2 + 32)1/2

-

- 4mey R3

(M+Rwﬂ+m(h+

uf

0 h2 + h2sinh®u
“f coshu du}

0 Vecosh®u

L

+ arcsinh(R/h)]

R2
)

hcoshudu ]

_'_

O
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