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Prologo

El Electromagnetismo es posiblemente una de las ramas mas bonitas de las fisica, la cual tiene
muchas aplicaciones cotidianas de las cuales no nos damos cuenta: prender la luz, llamar por
celular o usar el computador. El estudio de esta area en el ltimo siglo ha provocado un avance
considerable en la tecnologia y nos entrega un mayor bienestar diariamente.

El apunte aqui presente, nace como una recopilaciéon de problemas propuestos y resueltos durante
el tiempo que he sido Profesor Auxiliar en la Universidad de Chile y mi breve paso por la Univer-
sidad de los Andes. La mayoria de los problemas disponibles han sido extraidos de evaluaciones
(controles, ejercicios, tareas, etc) y de guias de problemas propuestos que elaboré para que mis
alumnos estudiaran. Aclaro que la mayoria de los problemas presentes no son de mi autoria sino
de los profesores de la Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas de la Universidad de Chile y
algunos otros inspirados en la bibliografia.

Mi principal objetivo con este apunte es entregar un buen material de estudio para las personas que
necesiten estudiar y/o que simplemente quieran aprender. Ademas, el hecho de reunir el material
que confeccioné durante varios semestres en un solo lugar hace que el trabajo sea mucho mas (til
y duradero para las personas que quieran utilizarlo.

Este compilado posee dos tipos de problemas: algunos con su solucién completa y otros que sola-
mente poseen su respuesta final. Como siempre es recomendado, es importante que al momento
de usar este apunte se den el tiempo de pensar el problema antes de mirar su solucién (si es que
la posee). Un rol activo en la resolucién de problemas les traerd muy buenos resultados durante
este curso.

He querido ser detallista en la seleccién de problemas, de modo que en la mayoria de los capitulos
he intentado plasmar un espectro representativo de los de problemas que suelen ser preguntados
en la FCFM (aunque hay profesores que su ingenio siempre puede mas).

Dado lo reciente de esta recopilacion, probablemente existan errores de los cuales han pasado
desapercibidos. Les pido por favor a los estudiantes que los encuentren que me los notifiquen, asi

ganaran buen karma y otros futuros estudiantes se los agradeceran.

iMucho Exito!
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Notas de la Edicion - Marzo 2017

= La presente versiéon cuenta con 18 capitulos, donde existen 222 problemas propuestos de
los cuales 111 tienen solucién.

= Cada capitulo posee un resumen de férmulas que le seran dtiles.
= Los problemas tienen una simbologia de acuerdo a su dificultad:

«® significa que un problema es sencillo y deberia ser resuelto en forma rapida.

«® significa que el problema intermedio y requiere un mayor andlisis o trabajo alge-
braico.

« ® significa que es un problema dificil, que requiere un andlisis prolongado.

= Todos los problemas del apunte cuentan con su respectiva respuesta al final de cada capitulo.
Se indica su solucién con el simbolo &),

= En el enunciado de cada problema se detalla si este tiene soluciéon mediante el simbolo S

» En caso que el problema no posea solucién, este contara con indicaciones @ que lo ayudaran
a resolverlo.

= Cualquier error o correccidn, por favor contactarse al correo rchi@ing.uchile.cl .
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Distribuciones Discretas de Cargas

I. Resumen Teoérico

Ley de Coulomb

uerza entre do r 1 9 ra una distancia r, es directamen roporcion
La fuerza entre dos cargas separadas una distancia s directa te al al
producto de las cargas e inversamente al cuadrado de la distancia que las separa.

= I qiq2
Fl = Rilicd 1.1
|F] prm— (1.1)

Si las cargas son de distinto signo la fuerza es atractiva, en caso contrario, la fuerza es repulsiva.
Vectorialmente, si las cargas q; y ¢ se encuentran en las posiciones 7 y 75, respectivamente, la
fuerza que siente la carga ¢ es

quqe To— T

F = 2 L 1.2
471'80 |7?2 — ’Fllg ( )

Definicion de Campo Eléctrico

El campo eléctrico E en un punto dado por el vector posicidon 75 provocado por una carga ¢; en
una posicién 7, puede ser determinado como

| =1,

@ T2 (1.3)

q2 47'('80 |’I"2 — T 3

E =

Principio de Superposicion

El campo eléctrico E existente en un punto del espacio es igual a la suma de todos los campos
eléctricos generados por todas las distribuciones de cargas existentes en ese espacio.

3
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CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

Campo Eléctrico por Cargas Puntuales

El campo eléctrico en una posicién 7 provocado por N cargas puntuales ¢, qo, . .., gy ubicadas
respectivamente en las posiciones 7,75, ..., 7y se encuentra dado por

> E ) (1.4)

47r€0 = |r=r?

Conservacion del Campo Eléctrico

El campo eléctrico debido a cargas estaticas es conservativo, es decir
VxE=0 (1.5)

O equivalentemente para cualquier camino cerrado I'

Por otro lado, esto implica que existe una funcién escalar V' tal que
E=-VV (1.7)

La funcién V se denomina Potencial Eléctrico.

Potencial y Trabajo Eléctrico

El trabajo eléctrico de mover una carga ¢ desde un posiciéon A a otra ubicaciéon B bajo la oposicién
de un campo eléctrico F esta dado por

B B
W:—/ﬁ-?:—q/ﬁ-7 (1.8)
A A

Fisicamente, el potencial eléctrico es el trabajo por unidad de carga que es necesario aplicar para
mover una carga desde una posicién inicial A (conocida como referencia) a otra final B. Usando
las Ecuaciones [1.7] y [1.8} se obtiene que

V(B)—V(A) = —/E- 1l (1.9)




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

Potencial Eléctrico por Cargas Puntuales

El potencial eléctrico debido a una carga puntual ¢ es

V(F) = 4W‘£0T (1.10)

donde r es la distancia de la carga al punto donde se quiere conocer el potencial.

Potencial Eléctrico por Cargas Puntuales

Por principio de potencial eléctrico, para N cargas puntuales estd dado por

j - ;
i (1.11)

477'60 i—1 |7?— 7:;’

V() =

Recomendaciones

= Nunca olvidar que el campo eléctrico es un campo vectorial (a todo punto en el espacio se
le asigna un vector) y el potencial un campo escalar (a todo punto en el espacio se le asigna
un ndmero real).

= Es muy importante tomar la intuicion que el campo eléctrico de una carga puntual es siempre
radial al punto donde se quiere conocer el campo.

» Para distribuciones finitas de carga, como las cargas puntuales, se suele tomar de referencia
el infinito, ie. V(A — 00) = 0. Esto siempre puede ser tomado asi excepto cuando exista
carga en el infinito (distribuciones infinitas de carga).




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

Il. Problemas Propuestos

Problema 1.1 &®

Considere una particula puntual con carga ¢ y masa
m la cual esta sujetada mediante un péndulo de largo
£. En el espacio donde se encuentra la carga existe un l

campo eléctrico conocido F que forma un angulo «
con respecto a la vertical (ver Figura).

a) Encuentre en angulo de equilibrio 6, el cual

tendra la carga. q,m :O&A
b) Si la carga es perturbada débilmente de su po- i

sicion equilibrio, j Cual sera su frecuencia de pe-
quenas oscilaciones?.

Problema 1.2 &®

Considere dos particulas puntuales de carga positiva
q1 Y G2 Y masas my y msy, respectivamente. Ambas
cargas se encuentran sobre una plataforma circular de
radio R sin roce y bajo el efecto de la gravedad. En
el equilibrio las particulas forman angulos 6, y 5 con
respecto a la vertical.

a) Determine la relacién de las entre las masas m;
y ma.

b) Demuestre que m; = my es condicion necesaria
y suficiente para que 6; = 65, independiente del
valor de las cargas q1 y ¢.

c) Ahora, suponga que ¢; = g2, M1 = Mg y por
ende 0, = 6, = 6. Si ambas cargas se dejan caer
desde un angulo 6 < 1y éstas pierden carga a
razén % = —qa [C/s]. {A qué velocidad ¥(0) se
acercan ambas particulas?.




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

—e
Problema 1.3 ® Q

En los vértices de un tridngulo equilatero de lado L se

han situado tres cargas negativas —e. Si en el centro L/ \ L

de gravedad del tridngulo se sitda una carga de mag- O ‘

nitud (), determine el valor que debe poseer esa carga / 0 '

para mantener el sistema en equilibrio. O O
—e L e

Problema 1.4 ®

Un electroscopio es un instrumento para determinar si
un objeto se encuentra cargado. Un modelo simplifi-
cado para explicar su funcionamiento son dos esferas
metalicas de igual masa m las cuales cuelgan por dos
hilos conductores de largo L. Estas esferas adquieren
igual carga g al momento en que se toca el objeto
cargado con la esfera metalica superior.

a) Determine el valor de la carga ¢ de las esferas si
experimentalmente se ha medido que 6 = 30°.

b) El sistema se hace girar con una velocidad an-
gular w observandose que el angulo de equilibrio
cambia a # = 60°. Determine el valor de w.

Z
Problema 1.5 ® é) ............... 0

En los vértices de un cubo de lado a se han puesto . .
ocho cargas puntuales de igual carga ¢ como se indica Q-5 o

en la Figura. Sea P el punto ubicado en el centro de la
cara del cubo que yace sobre el plano xy. Determine

a) El campo eléctrico en P.

b) Determine el trabajo necesario para traer desde
el infinito una carga () y dejarla en el punto P.




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

Problema 1.6 ®

Considere un poligono regular de lado a y 2n vértices,
donde consecutivamente se han puesto n cargas po-
sitivas ¢ y luego n cargas negativas —q. En la Figura
se muestra el caso n = 3. Determine

a) El campo eléctrico y el potencial eléctrico en el
centro de hexagono (n = 3).

b) El médulo del campo eléctrico en el centro del
poligono para el caso general de n vértices.

Problema 1.7 @®

Considere dos cargas positivas g puestas sobre en el eje
z. Si las cargas se ubican z = a 'y z = —a determine el
lugar geométrico de los puntos los cuales maximizan
el médulo del campo eléctrico sobre el plano zy.

Problema 1.8 ®

Suponga que en lugar de la Ley de Coulomb, uno
hubiera encontrado experimentalmente que la fuerza
entre dos cargas puntales fuera

Fooo D@ (1_\/04772_7?1’) 5 — )
12

_4:71'80 ’FQ_F1|3 N

donde « es una constante.

a) Escriba el campo eléctrico a una carga puntual.
Coloque el origen de coordenadas en la carga
puntual.

b) Elija una trayectoria cerrada alrededor de la car-

ga y calcule la integral gﬁﬁ ~dl. Compare el re-
sultado obtenido con la Ley de Coulomb.

c) Encuentre en valor de la integral g’;ﬁE - dS so-
bre una superficie esférica centrada en la carga.
Compare el resultado obtenido con la Ley de
Coulomb.

+q
L
T 4
7 ’ ’O_q
\\O' .
—q
Z
qOz=a
y




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

N o
Problema 1.9 @ Liquido Cargado

En un recipiente metalico existe un liquido cargado el
cual se encuentra a un potencial V{ constante. El re-
cipiente posee muy pequefio orificio por el cual caen
gotas esféricas de radio a hacia otro recipiente esférico
de radio R el cual posee una pequeia abertura. Este
segundo recipiente se encuentra inicialmente descar-
gado y muy alejado del otro recipiente.

a) Determine la carga que posee cada gota al mo- R
mento de caer del primer recipiente.

O O O O O

b) Determine el potencial al cual se encuentra el
recipiente esférico una vez que estad completa-
mente lleno.

Problema 1.10 &®

La cohesién en los cristales i6nicos se debe a las fuer-
zas eléctricas de atraccién entre los iones positivos y
negativos. Considere un modelo unidimensional de un
cristal de Cloruro de Sodio (NaCl) que consiste en una
linea recta infinita en que estan colocados los iones,
alternandose los iones positivos de Na y los iones ne-
gativos de Cl. La distancia entre iones vecinos es a.
Los iones positivos tienen carga +e y los iones negati-
vos —e. Calcule la energia que hay que entregarle a un
ion positivo de Na para sacarlo de su lugar y llevarlo .
a una distancia muy grande respecto a a.

owsI13ou8ewo04309|g ap S03ansay A soisendoid sewa|qoid




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

I1l. Soluciones

Solucion

Para enfrentar este problema es necesario fijar un sistema de referencia comodo, para luego
plantear las ecuaciones de movimiento.

[ S ]

xl@ ’
d

14

E,
C]amia

Figura 1.1: Descomposicion del campo eléctrico.

Segun la Figura es posible afirmar que E, = Ecosai y Ey = FE'sin agy. Notése que hay tres
fuerzas actuando sobre la carga: el peso, la fuerza eléctrica y la tensién de la cuerda. Ahora, se
procede a volver a descomponer las fuerzas anteriormente nombradas segln  y 6 en coordenadas
cilindricas.

ma = Zﬁ = qFE(cos at + sinag) + mgz — T

Como & = cos 7 —sin 60 y § = sin 07 + cos 00 la expresion anterior puede ser reescrita como

A

md = ((¢F cosa + mg) cos + gF sin asin 0)7 + (—(qE cos a + mg) sin @ + ¢F sin v cos 0)6

En el equilibrio debe cumplirse @ = 0, por lo cual el angulo de equilibrio puede ser determinado a
partir de anular la componente en 6 de la aceleracion, por lo tanto

qF sin «

—(qF cosa +mg)sinby + qE sinacosfy = 0 = tan by =
qE cosa + mg

Para encontrar las pequeias oscilaciones del péndulo hay que hallar una ecuacién diferencial de
la forma
0 + w?0 = cte

Para ello se usa nuevamente la componente en 6 de la aceleracién, de modo que
mlh = —Asinf + Bcost

donde se ha definido por simplicidad A = gF cosa+mgy B = qFE sin a. De la expresién anterior
es necesario linealizar las funciones no lineales fi(0) = sinf y fo(0) = cosf para llegar a la

A0

10
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CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

ecuacién deseada. Para encontrar la expresién es necesario usar una aproximaciéon de Taylor al
primer orden entorno a ¢, el cual estd dado por

~ df
f(0) = f(6) + 0 - - (0 — o)

Luego, se tiene que
sin § ~ sin 0y + cos 0y(0 — 6y)

cos ) = cos By — sin by (0 — 6p)
Entonces, la ecuaciéon de movimiento de la carga se transforma en

mlh = — A(sin 6 + cos 0o(0 — 6y)) + B(cos by — sin By(6 — 6y))

Operando algebraicamente la expresién anterior se obtiene que

it <Acos@0+Bsin60> b K
ml

donde K es un valor constante. Trabajando nuevamente con la expresion

A+ B
+ tan90>9:K

ml

é+cos90 <

Finalmente reemplazando los valores conocidos de A, B, tan6, y dado cosfy = ﬁ se
1+tan=< g

concluye que

\/(qE cosa +mg)? + (¢E sin a)?

ml

w2:

Solucion

En este problema se aprecia una simetria con respecto a la carga (), ya que todas las cargas
negativas sienten la misma fuerza de atraccién/repulsién. Por ejemplo, haciendo el DCL a la
carga superior se obtiene lo siguiente

Las fuerzas F} y F, son repulsivas (generadas por las otras cargas negativas), mientras que la
fuerza F3 generada por la carga () positiva es atractiva. Usando el sistema de referencia de la
Figura y la Ley de Coulomb, es posible descomponer las fuerzas de la siguiente forma

- e? T T - e? s s — e
Fy = (—Acos—l—As' ), F: :<Acos—|—As' ), Fy=———27
P dmeor2 T3 YR 27 dmeo L2 \" 3 TYPR 57 T ineo2?

donde d es la distancia desde cualquier vértice al centro del tridngulo. Usando el Teorema del
Coseno, es posible despejar d como
2

2 L
L2:d2+d2—2d2cos§:>d2:§

11




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

Figura 1.2: DCL Sobre la Carga Superior

por lo tanto la fuerza total vale

2
FT:< e i 3e() >Q

si -
27T€0L2 3 471'80[/2
Dado que se desea el sistema en equilibrio se impone ﬁT = 0, obteniéndose que

e o7 3eQ e\/g_ e

2reol? 3 AmegL? @

3 V3

Solucion

a) Colocando la carga ¢; en el origen se obtiene 7'} = 0. Luego llamando ¢; = ¢ y recordando

que F = o F, se puede obtener que
P qzq.(l—\/m%éﬁ_ q ,(1—\/M)F
N 477'60 |’Fg’3 2 - 477—50 |F2|3 ’

Como la direccién de la fuerza y el campo es radial podemos decir que 75 = r7. Finalmente

Fo_4 (1—\/5%

4reg r2

b) Basta tomar una trayectoria cerrada I', por ejemplo, una circunferencia de radio R alrededor
de la carga. En ese caso se tiene que la curva queda parametrizada como:

27

ygﬁ-df:/|ﬁ|f-Rd9§:0
Tr

0
Para el caso de la ley de Coulomb se tiene que el campo es siempre conservativo, es decir
VxE=0, por lo cual 5155 dl=0 para cualquier camino cerrado I'. Se concluye que la
ley de Coulomb y la ley erl;contrada experimentalmente entregan el mismo resultado.

A0

12



CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

c) Para este caso hay que calcular una integral de flujo. Por simplicidad se elige una esfera de
radio R centrada en el origen. Luego el flujo sobre su superficie es

2 7
L 1—+/
# E-d§ = // a (A= VaR) b o bdoder = L(1 — VaR)
Q 47T€0
0 O

R? o
Para el caso de la ley de Coulomb, se sabe que esa integral es conocida ya que coincide con

la Ley de Gauss, es decir
ﬁ F-a§=1
€0

Para la nueva ley se tiene que difiere en un factor (1 — vaR) , ademas el flujo no es
constante como en la Ley de Gauss y depende de la superficie esférica que se tome.

Solucion

a) Dado que las gotas tienen forma esférica caen con un potencial inicial V{ con respecto al
infinito. Suponiendo que caen con una carga (), es conocido que el campo eléctrico que
produce la gota para puntos fuera de ella es:

E-—9 &
4dreqgr?
Lo anterior implica potencial de la esfera es
[ Q Q
(a) /47rsor2 " 4dega 0 ¢ Teotod

a

b) Sea Qr la carga del recipiente esférico una vez que se llena. Suponiendo que la carga se
distribuye de forma uniforme en el recipiente, la densidad de carga del agua total que se
acumule en el recipiente esférico debe ser igual a la de cada gota, es decir

Carga de una gota  Carga total en el recipiente

Volumen de una gota  Volumen del recipiente esférico

De lo anterior se deduce que

Qr Q i i
I R

3
37TCL

Luego, usando el resultado de la primera parte, el potencial estd dado por

Qr R?
= = —W
dregR a2 0

V(R

13




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

—3a —|2a —a 0 a 2a 3a
Figura 1.3: Cadena de NaCl

Solucion

Para resolver este problema es atil definirse un sistema de referencia conveniente.

La energia necesaria para mover el ion positivo y llevarlo a un punto muy lejano con respecto a
la distancia a es el equivalente al trabajo necesario para mover la carga desde el origen hacia el
infinito (ver Figura [1.3). Dado lo anterior, el valor buscado es

o0

W= —/eE Ll = —e/(—VV) cdl = e(V(o0) = V(0)) = —eV(0)

0

El problema se reduce a encontrar el potencial en el origen, para ello se usa la superposicién de los
potenciales de cada carga puntual e y —e de la cadena infinita. Como las cargas estan ubicadas
en forma simétrica al eje y, el potencial en el origen es dos veces el potencial que genera un solo
lado de la cadena, por lo tanto

9 00 e(_l)i 00 i
V(0) =
(0) 4meg ; ai 27'(80&;
[ee) 1 n—1
Finalmente, recordando que In(1 + x Z ————1" se tiene que
n=1
o0 )it 02
ev(0) 27r50a12:1 2mepa n(

14




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

s Determine las fuerzas que se aplican a ambas cargas, para ello trace la linea imaginaria que
une ambas cargas y determine su longitud mediante el teorema del coseno. Note que se
forma un triangulo isdsceles debido a que la distancias a las cargas es R desde el centro
de la circunferencia. La dificultad de este problema se radica en poder relacionar en forma
correcta los angulos.

= Una vez determinada la relacion entre las masas, analice que sucede cuando m; = my y
cuando 61 = 65. jInfluye el valor de las cargas?.

» Para la dltima parte, determine el valor de ¢(#) y luego note que dg — %%. Pueden ser

dt
atiles las aproximaciones sinf) ~ 0 y tanf ~ 6 para 0 < 1.

Indicacion
= Analice las fuerzas aplicadas sobre la carga considerando # = 30°. Dado que el sistema se

encuentra en equilibrio estatico la fuerzas aplicadas deben sumar cero.

= Cuando el sistema comienza a rotar la aceleracién ya no es nula como en la parte anterior.
Modifique las ecuaciones de movimiento imponiendo lo anterior y considerando que el nuevo
angulo es 6 = 60°. Se recomienda trabajar en coordenadas cilindricas.

Indicacién

= Para encontrar el campo eléctrico en se recomienda determinar primero el campo que provo-
can las cuatro cargas en el plano zy en P. Luego, determine el campo eléctrico que genera
una de las cuatro cargas en z = a. Finalmente, por simetria, el resultado debe apuntar sélo
en la direccion de Z con lo cual puede concluir el resultado.

= Basta con determinar el potencial en P. Recuerde que el trabajo estd dado por W = QV(P).

Indicacion

= Superponga los campos eléctricos en el centro de hexagono y sume los vectores.

15




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

= Generalizando el resultado anterior, intente encontrar alguna relacion entre los 2n cam-
pos eléctricos superpuestos en el origen y luego sume. La sumatoria puede ser reducida
algebraicamente.

Indicacion

» El lugar geométrico debe ser una circunferencia. Suponga un radio r para esa circunferencia
y luego derive e iguale a cero para encontrar el maximo.

16




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

V. Respuestas
Problema Respuestas
11 a) tan 90 = qchEo:i;—i(-lmg
) (¢E cos a+mg)?+(qFE sin a)?
b) w?= v g’
P h2 a) mimma — 10me0l% gy (8a200) (1 — cos(6; + 62))
- c) [v(0)| = ﬁ
TEQMG
P 13 Q=%
Pl 14 a) q—fy/—wsomg
— 3
@ 15 a) Etotal = _TragaQ (%) 2z
b) W = 2L2(\/3+ 1)
® e a) E(0) = ;4(2V/32 — 2), V(0) =0
- b) E= q(lmi(:; > oheo (sin %ﬂfc + cos %ﬂﬂ)
@ 1.7 22 +y? = % es una circunferencia de radio r = %

17




CAPITULO 1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

Problema Respuestas
_ (1—\/ar) A
a) E= 471(']50 ’ r2 r
b) Si T es una circunferencia de radio R sobre el plano xy entonces 951“ E-dl=0 para
@ 1.8 ambos campos eléctricos (experimental y coulombiano).
c) Para una esfera de R centrada en la carga, ff,, E-dS = L(1—+vaR). Para el caso
de un campo tradicional por Coulomb: ﬁg E-dS = %.
@ a) Q =4mregVpa
1.9 2
b) V=5V
@ 10 U=<h@
- T 2mega

18



Distribuciones Continuas de Cargas

I. Resumen Teoérico

Campo Eléctrico por Continuos de Carga

Para distribuciones continuas de carga, el campo eléctrico puede ser determinado como

. 1 Y
E= " dg(7) (2.1)

irey | [F—7'
Q

donde 7 es la posicién dénde se desea conocer el campo eléctrico, 7’ es la parametrizacion del
continuo de carga y dq(7”) es el elemento diferencial de linea/superficie/volumen, donde

dq(7") = X(7")dl = o(F")dS = p(F")dV (2.2)
Usando la expresion anterior, el campo eléctrico puede ser determinado como
- 1 r—r'
E(r) = A7) dl 2.3
== | 23)
Linea

L Fo

B0 = e // | 7o (7)ds (2.4)
P

4mo /// = ﬁ,|3p F)dV (2.5)

Potencial Eléctrico por Continuos de Carga

Para distribuciones continuas de carga, el potencial eléctrico puede ser determinado como

vim= L [ (2.6)

471'80 |’F—’f‘"|
Q
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

Analogamente al caso del campo eléctrico, el potencial puede ser determinado como

/ (r dl
47‘(‘60 |77 —

Linea
V(r) =
47r50 77— 7
Superficie
47‘(‘60 /// |T — 7’
Volumen

(2.8)

(2.9)

La expresion anterior considera el infinito como referencia, por lo que no debe usarse cuando exista

carga en el infinito.

Recomendaciones

= A pesar que siempre es posible determinar el campo eléctrico mediante la Ecuacién [2.1], no
siempre sera facil hacerlo. De hecho, debido a la complejidad de algunas parametrizaciones,
las integrales pueden tomar una dificultad muy alta haciéndolas imposibles de resolver.
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

Il. Problemas Propuestos

P I’Oblema 2 . 1 @ Casquete Semiesférico

Un disco de radio a completa un casquete semiesféri-
co de radio a. Ambas superficies tienen densidad de
carga uniforme o . Calcule el campo eléctrico en un
punto 7 sobre el eje Z.

Hint:

d r — z cos(z) B (z —rcosz)sinx

dz [ 22\/r2 — 2rzcosz + 22 (r2sin z + (2 — r cos x)2) 2 Do

Problema 2.2 ® A

Considere una barra infinita de densidad de carga li-

neal \. Sobre esta barra se cuelga un péndulo ideal 0
de largo [ y una masa puntual m y carga ¢, bajo la

influencia del campo gravitatorio como se ilustra en la

figura. Encuentre el angulo de equilibrio del péndulo m,q
y determine cual es angulo limite cuando el valor de

q crece infinitamente.

<—
ol

Problema 2.3 @®

Q
Un anillo de radio R, tiene una carga () positiva, la
cual esta distribuida de manera uniforme sobre el ani-
llo, como se ilustra en la figura. Considere una carga Ro
puntual de carga negativa ¢ (¢ < 0) y masa m, la cual
es depositada en reposo sobre el eje central del anillo ko
cerca del centro representado por el punto A, ademas 7 A TN

la carga esta soldada a un resorte ideal de constante
elastica kg y largo natural cero con extremo fijo en el
punto A. Calcule la frecuencia de oscilacién particu-
la puntual. Indicacién: Considere que la particula se
mueve sobre el eje central del anillo.
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

Problema 2.4 ®

Una densidad de carga lineal \ esta repartida de forma
homogénea a lo largo de un semicircunferencia BD
centrada en C'y de radio R. Una carga puntual ¢
estd ubicada en punto A como se indica en la Figura.
(CA = R).
a) Calcule el potencial eléctrico en el punto C,
V(C).

b) Por argumentos de simetria, determine la direc-
cion del campo eléctrico E(C'). Calcule E(C).

c) Determine la relacién entre A\ y ¢ tal que A
E(C) =0

Problema 2.5 @®

Se tienen dos anillos coaxiales del mismo radio a, con-

tenidos en planos paralelos y separados entre si una A X ,
distancia L. Uno de los anillos tiene densidad de carga
uniforme +\ y el otro —\.
a) Calcule el campo eléctrico en el eje comin de
los anillos, o sea en el eje O’O en la figura. —A «

b) Calcule la diferencia de potencial entre los cen- :
tros O" y O de los anillos.

Problema 2.6 @

Un alambre semi-infinito cargado yace sobre el semi-
eje positivo x. El alambre posee una densidad lineal
homogénea \g.

b

'
>
|

a) Determine el valor del campo eléctrico en el
punto A de la figura el cual estd ubicado so- a
bre el eje y a una distancia a del origen.

|
e —————

b) Determine el valor del campo eléctrico en el e---------! :
punto B de la figura el cual estd ubicado so- B
bre el eje x a una distancia a del origen.

Q
Q
=

22




CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

Problema 2.7 ® |

\
Considere un alambre muy delgado como el de la figu- ‘\R
ra, éste esta compuesto por dos rectas infinitas y una 135° P
arco de circulo de 135°. El alambre tiene una densi- /
dad lineal de carga A\ constante. Encuentre el campo /

producido en el punto P.

Problema 2.8 ® @

Dos barras delgadas e iguales de longitud L y carga
total () distribuida uniformemente, estan situadas so-
bre el eje x, separadas una distancia d como se indica
en la figura.

a) Calcule el campo eléctrico producido por la car-
ga de la izquierda para un punto situado sobre
el eje x, es decir E(x).

b) Calcule la fuerza que ejerce la carga de la iz-
quierda sobre la carga de la derecha. ' ' ' '

c) Pruebe que si d > L la fuerza entre las barras
equivale a la de dos cargas puntuales de carga
(). Puede ser (til la aproximacién In(1 + z) =~
T — %2 si |z < 1.

Problema 2.9 ®

Considere un plano infinito el cual tiene un forado
circular de radio a. Sobre el plano existe una densidad
superficial de carga dada por o(r) = 0% donde 7 es
la distancia desde el centro del agujero. A distancia
b sobre el eje del forado existe una barra de largo a,
masa M y carga desconocida, la cual reposa inmévil
en esa posicién a pesar de la gravedad. Suponiendo
que la densidad de carga es uniforme, determine la
carga que posee la barra.
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

Problema 2.10 ® @

La contaminacién por compuestos quimicos de un lago
de forma circular ha dejado su densidad superficial de
carga que, expresada en coordenadas polares se puede
escribir como

3
or)y=——5
(r2 4+ aQ)%
donde “a” y o son constantes conocidas. Aqui el ori-
gen de coordenadas es el centro del lago. Se pide:

a) Determine el campo eléctrico que afectara la vi-
da en el lago. Suponga que los peces sélo viven
en las cercanias del centro del lago (eje z) y a
profundidades mucho menores que la extensién
del lago, por lo cual éste puede considerarse in-
finito.

b) Suponga que debido a esta contaminacién, un
pez adquiere una carga (). Determine el trabajo
electrostatico que debe efectuar el pez para lle-
gar al centro del lago si se encontraba nadando

[1ph]

a una distancia “a” profundidad sobre el eje 2
de la Figura.

Hint:

d —(a® + 2r? + 2?) B r

dr (o2 = 2@+ A7) | (a2 +12) (22 +12))

Problema 2.1 ®

Considere un cono de altura h y radio basal h. La su-
perficie (manto) del cono esta cargada uniformemente
con una densidad 0. Calcule el potencial en el centro
de la base del cono.

24
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

Problema 2.12 ®

Calcular el campo electrostatico que genera un cas-
quete esférico de centro O y radio R que porta una
densidad superficial de carga o = o cosf (en coor-
denadas esféricas) en su mismo centro.

Problema 2.13 ®

Calcule el campo eléctrico creado por un cono macizo
de altura h y semi angulo «, uniformemente carga-
do con una densidad volumétrica de carga py en su
vértice.

Problema 2.14 &

En una primera aproximacién, una montana puede ser
modelada como un cono de altura h y semi angulo «
de masa total M distribuida uniformemente. Geofisi-
cos han determinado que la gravedad en su cima tiene
un valor g = —g; 2 la cual estd a una distancia h so-
bre el nivel suelo. Los mismos cientificos saben que si
la montaia no existiese el campo gravitacional terres-
tre en el mismo punto seria gy = —go2 . Determine
AG = g1 —go. (Hint: Puede ser (til el Problema 2.13)

25
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

Problema 2.15 @®

Considere un cilindro macizo de radio R y largo L
como se muestra en la Figura. El cilindro posee una
densidad de carga volumétrica py. Determine

a) El médulo del campo eléctrico en un punto P
ubicado una distancia h sobre su base superior
y sobre el eje del cilindro.

b) El médulo del campo eléctrico en un punto P,
ubicado una distancia h > R del eje cilindro,
justo a la mitad de la altura del cilindro.

Problema 2.16 @®

Un bloque infinito posee una densidad de carga uni-
forme p que ha sido localizado entre x = —a y x = a.
Este bloque es infinito en la direccién y y z (salien-
do de péagina). Dos planos infinitos son localizados en
x = —byx = b, los cuales poseen una densidad de
carga o1 y 0, respectivamente. Al medir el campo
eléctrico se observa que:

0 r < —b
+Eyz —-b<z<-—a
—Eoz a<z<b

0 x>b

E =

a) Calcule la densidad de carga p del bloque infi-
nito.

b) Calcule las densidades de carga superficiales o4
y 09 de los planos a la izquierda y derecha del
bloque respectivamente.

26
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

I1l. Soluciones

Solucion

Todos los problemas donde se pida determinar el campo eléctrico se pueden abordar mediante la
definicién. Sin embargo, no en todos los problemas siempre sera facil usar esta técnica (ya que
se pueden llegar a integrales bastante complejas). En general en todos los problemas donde se
pida determinar el campo eléctrico en un punto o en un eje (y no en todo el espacio) se pueden
abordar por definicién.

Dado que este problema cumple con esa caracteristica, se debe tener claro como parametri-
zar la superficie para poder usar la definicion. Sin embargo, no es claro que haya una férmula
matematica con que se pueda representar de una sola vez a la unién casquete-disco. La para-
metrizacién anterior se ve solucionada usando el principio de superposicién; primero se calcula
el campo eléctrico generado por el disco y luego el del casquete semiesférico, para luego sumar
ambos resultados y obtener el campo final en el punto.

= Campo generado por el disco.

Usando definicidn:

Se debe tener claro que:

7 : Es el vector que sefiala dénde se quiere conocer el campo eléctrico (puede ser un
punto en especifico, un eje, un superficie, etc.).

e 7' : Es el vector que sefala donde esta lo que genera el campo eléctrico. Este vector
es variable y no representa un punto por si solo en distribuciones continuas de
carga ya que parametriza una linea/superficie/volumen.

e dq : Es el diferencial de carga, y puede valer dg = \dl = 0dS = pdV, eventualmente
las densidades de carga A\, o y p no necesariamente son constantes y podrian depender
del vector 7 (ie. depende de alguna variable de integracion).

e () : Es el espacio de integracién de la linea/area/volumen de lo que estad generando el
campo eléctrico. Establece los limites de todas las integrales.

Luego, aplicado lo anterior al disco de radio a se tiene que (en coordenadas cilindricas):

L a,

F==2
2

7 =rp
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dg = odS
Donde los limites de integracién seran r € [0,a] , 6 € [0,27] (jqué es la parametrizacién
del disco!).
Z
a Trozo infinitesimal de disco
2 —»7?/
g 7 7

X

Figura 2.1: Campo Eléctrico generado por un disco.

Calculando la integral:

27 a oA R
g 52 —Tr
= 2 srdrdd
47T60 as _ pp
0 0 2
2T a
o 42 —re
=7 // a2 5 rdrdf
me0 ) ) (82 + )3
2T a

_ 0 // 52— r(:os 0z +§ineg>rdrd6
((5)% +72)2

En este caso se separard por cada componente del vector F/, de modo que

2 a
, —rcosf
‘Ex‘:40 // T rdrdd
meo ) ) ()24 )
27 a

2
- /cos@dﬁ-/rgdr
imey [ (g

Dado que la integral del coseno en un periodo es nula, se tiene que el campo eléctrico no
tiene componente seglin x. Analogamente, sucede lo mismo al momento de calcular ’Ey‘
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por lo que tampoco existe una coordenada segin y. Luego

2r a
E= 40 // - 252 5 srdrdd
neo ) | ()2 + )3
R 2 a
:é’“'z/de / L dr
meo ) ) ()R
oaz i r
= . dr
iz / ()2 +r2)%
) d 1 r
Nétese que — | — = 3 por lo tanto
ar | ] T (g
E _ Zaz - 1 : r=a
=0 (5) T r=0

= Campo generado por el semicasquete

Al igual que el caso anterior debe procederse a calcular los vectores 7, 7’ y dq, en este caso
se tiene que (en coordenadas esféricas):

dq = odS = oa®sin d0dy

Donde los limites de integracion seran ¢ € [0,27] , 6 € [0, T].

Q
2 5 oA R
82 —r
:4" //23a2sin0d9d<p
e as A
00 o |37 —ar
2m
22 — a(sin 6 cos ¢ + sin @ sin g + cos 62
— / 2 ( 14 L )3a2 sin 0dfdp
dmeo 22 — a(sin 0 cos T + sin 6 sin 7 + cos 62
0 2 ¥ 2

Z — a(sin @ cos pZ + sin @ sin gy + cos H2)

5 a” sin 0dOdy
(a?sin®0 + (£ — acos6)?)?
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En este caso vuelve a ocurrir lo mismo que pasé cuando se calculd el campo que genera un
disco, ya que se anulan las componentes en = e y debido a que aparecen un cos p y sin ¢
integrados en un periodo.

En general, uno también puede argumentar por simetria que algunas componentes del cam-
po eléctrico son nulas, no siempre es necesario el calculo (siempre se llegard a funciones
sinuosoidales integradas en un periodo).

Por lo tanto el valor del campo generado por el semicasquete es:

. 4 0
E= / / 4cos ~a’sin OdAdy
47T€0 (a? sin 9 + (§ —acosh)?)?

oa’? / / 2 —qacosf)sind
_ _db
Ameo (a? sin 9 + (§ —acosh)?)?

ca’? 5 a— %COSQ
f— . /7"' .
dmeg (2)2/(8)? —2-%-a-cosb +a?

Dado los resultados anteriores, se procede a sumarlos para encontrar el campo final en el punto
- o 1 20 [ 2 o 7
Eipy=—I|1——F4|24+—|—4=—-1|2=——4-—-3]|2

ot = 9e ( \/5) €0 (\/5 ) 2e9 (\/5 >

Soluciéon

Para encontrar el angulo de equilibrio, se debe considerar que la suma de fuerzas que actdan
sobre la masa m deben anularse, por consiguiente se hace un DCL para deducir las ecuaciones de
movimiento. Con lo anterior las ecuaciones de movimiento son:

mi=F,—Tsinf =0

mg

my=Tcos —mg=0=1T =
cosf

Como F, = qﬁ, se calculara el campo E a una distancia d = [sin § producido por la barra infinita
de densidad de carga lineal \. Considerando que




CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

Figura 2.2: DCL para masa m.

Donde ¥ = di = [ sin A% correspondiente a la posicion donde se quiere calcular el campo, 7" = 22
correspondiente a quien genera el campo, y dg = Adz dénde z € (—o0, +00). Ademas se considera
que por la simetria del problema, el campo sera el mismo independiente de la posicién en Z de la
masa, por lo que E sélo tiene componente en z. Con lo anterior la ecuacién anterior queda:

P 1 / [ sin 0% N

47750_ ((Isinf)? + 22)%
_ Alsin 9:% ]o dz
dmeo © ) ((Isind)? + 22)3

Se hace el cambio de variable z = (Isin 6) tan ¢, lo cual implica que dz = (I sin 0) sec® ¢pd, y los
limites de integracién cambian de z € (—o0, +00) = ¢ € (=5, +7). Luego:

jus
2

P Al sin 9@ / (Isin 6) sec? pdp
dmeo ) ((Isin6)? + (Isin6)? tan® Dk
~ Asinf | i (Isin 0) sec? pda

= s 3
4dmeg / (Isinf)3(1 + tan® ¢)2

VE]

jus
2

A R / sec? pdo

B dmeo(lsin Q)x sec3 ¢
—3
\ 3
= —— 7 d
4meo(lsin Q)SC/COSQ5 ¢
—3
A AL
 4meg(Isin Q)x Sln¢|_%
A

- 27meg(l sin G)x

31




CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGAS

- A
Como ya se conoce el campo, luego F, = g————————. Dicho valor en las ecuaciones de
2meg(lsin 6)
movimiento y despejando 7T, se llega a:
A mg sin? 0 g\
t=F,—Tsinf = — inf =0— = =qK
e S q27r€0(lsin 0) cosd o cosf  2meglmyg 1
Se usa la identidad trigonométrica sin? = 1 — cos? 0:
1 — cos?0 —qK £ /(¢K)* +4

= qK = cos’0 + qK cos) —1 =0 = cosf =

cos 2

Como se espera que 6 € (0,7/2) (el péndulo no daré la vuelta completa), cos > 0, luego se
escoge la solucién positiva. Finalmente si ¢ — oo, se cumple que /(¢K)? 4+ 4 =~ ¢qK, entonces

—qK +gK

=0
2

cosf =

s

El resultado anterior implica que 6 = 7, esto es esperable ya que al ser una carga positiva se
alejara lo mas posible de quién genere el campo y eso de logra a la mayor distancia, es decir, con
el angulo encontrado.

Solucion

La fuerza sobre la carga q es Fj, = F, + F, donde F, corresponde a la fuerza que el anillo ejerce
sobre ¢, y F}, la fuerza que ejerce el resorte.

La fuerza que ejerce el campo eléctrico que genera el anillo sobre la carga ¢ estd dada por

Donde 77 = 22, 7' = Ry (en coordenadas cilindricas) y dg = ARodf con 6§ € (0,27). Ademas,
dado que la carga total en e anillo es () y se distribuye homogéneamente, A\ se puede calcular

como:
Q_ @

L  27Ry

con lo anterior:

21 2T
— 1 7
= / — B\ podo = / igmode— / Ri)\Ron
4, / (22 + R%) 471'80 / + R%)2 / (22 + Rz)
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Noétese que por la simetria del anillo la segunda integral se anulard. También se puede justificar
notando que 7 = sin % + cos#y, y como la integral de sinf y cosf se anulan en un intervalo
entre (0,27), el segundo sumando se anula. Luego:

21

= ARyzZ2 / 40 — ARyzZ2
280

Ea= 2 2\3 2 2\ 2
477'50(2 +R0>2 5 (Z +R0)2

Finalmente, sustituyendo A, se concluye el valor de FZ:

= > Q Ryzz

qQzz
F,=qgF, =
rEa q27l Ry 250(z2 + R(Q))g

e F_;e = 3
47‘(’80(22 + R%)5

Noétese que como g < 0 esta fuerza apunta en en la direccidon —2.

Por otro lado, la fuerza elastica para una distancia z (notar que el resorte se mueve sélo en el
eje), es la que genera el resorte de constante ko, la cual estd dada por

Fr = —k'()Zf

Dado los calculos anteriores, la fuerza total sobre ¢ es:

.F_’:] = < qQ 3 ko) 22
dmeo(22 + R2)3

Por otra parte, la fuerza en el eje Z esta dada por:

—

F,=mzz

Si se desea encontrar la frecuencia para pequefias oscilaciones, se considera que para z < 1 se
tiene que 2% ~ 0. Finalmente

méz( 9Q —k0>z:>2—|-1< 9Q k0>z:0

. -y
dregR3 m \ 4meo R}

y como la ecuacién de la frecuencia en pequefias oscilaciones cumple  + w?z = 0

1 qQ
S e L
“ \J m ( 4reg R - 0)

Solucion

a) Es necesario calcular el potencial generado por la semicircunferencia y el creado por la carga
puntual. Para el caso de la semicircunferencia se puede calcular usando la expresion

1 dq
\V4 =
<T_“) 47T€0/’F-F"
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en este caso ¥ =0y 7’ = R con § € [0, 7] y dg = Adl = ARdf. Luego

A [ R N
Cdmeg ) |- RP| O 4eg
0

V;J,lamb're (0)

Adicionalmente es sabido que el potencial que genera una carga puntual esta dado por

q
Vearga(0) = dmeo R

Por lo tanto el potencial pedido es la superposicion de los resultados anteriores

q A

VO =tert i

b) Por simetria las componentes en horizontales se anulan en el punto C, por ende en ese
punto sélo existe la superposicion de de componentes verticales. El campo generado por el

alambre vale | L,
B = o [

T ey ) 7P

nuevamente se tiene que ¥ =0y 7/ = R con 6 € [0, 7] y dg = Adl = ARd#, por lo que

a A [ (0— RP)RdY AT _ Y
Eaamreo = = — 071 041 df = — 7
tambre (0) / | — R 47r50R/[COS ¥+ sin 0] 2neoR’
0

471'60
0

al igual que la parte anterior el campo eléctrico generado por la carga esta dado por

= q N
Ecarga(o) = my

Finalmente, el campo total es

BO = (-t 5map) 9

47T€0R2 27T€0R

c) Imponiendo E(C) = 0, se tiene que

a  _
47T€0R2 N 27T€0R

= q = 2R\

Solucion

a) Inicialmente determinaremos el potencial que genera un anillo por si sélo y luego se usara
el hecho que £ = —VV para determinar el campo eléctrico. De este modo el potencial de
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un soélo anillo de radio a y densidad homogénea A\ y con su centro en el origen provoca un
potencial dado por:

Vi) = 1/ dg

471'80 ’F—f’/|

y dg = Xadf con 6 € [0, 27]. Por ende

"= af

27
1
V() = Aadl

Aa
N 4’/T€0

2 7 2 2
0
/ VzZ2+a 2e0V 22+ a

Extrapolando este resultado al problema se tiene que los anillos estan a distancia L, de
modo que suponiendo que el origen esta en el punto de medio de su separacion, el potencial
en el eje es

Aa

Viz) = Aa : B Aa :
260\/(2—5) +a? 280\/(2—1-%) +a?
1 1

20 \/(z—’;)2+a2 . \/(z+§)2+a2

Dado que

0z
Por lo que finalmente

260 \a +/L?2+ a2
L Aa 1
VO)=Vi{iz=—]=—|——— -
0 =v(:=-3) == (= 1)
Por lo que la diferencia vale:
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Solucion

a) Recordando, que el campo eléctrico producido por una distribucién de carga dq(7’) vale:

L P
B = o [ el

ey ) |7 =773

Luego se tiene que: 7= ay; 7' = x&; dg = A\dx, por lo tanto:

o0

E _
(af 47T€0 / a2—|—x2% 0/ a2—|—x2§

0

OJ

Realizando el cambio de variable:
x = atan = dx = asec® Hdb

Resulta:

~ A A/Q a’sec’0df /2 a® tan @ sec® 6df
F(ag) = g eV _ 4

a3 sec3 0

a3 sec3 6
0

jus

. A\ 2 2
E(ag) = @/cos@d@—i/sin@d@
0

4dmega
0

Obteniendo, finalmente que:
- A
E(ag) = ) — 3
(a7) 47Teoa(y z)

b) Nuevamente usando la definicién se tiene que ¥ = —aZ; 7' =z&; dg= \dz

o0

E(—af) = A a?/_a_zvdx

dreg | —a—x3

Manejando algebraicamente la expresion se obtiene que

[e.e]

RS Ry S W N -
E(—a T-— = — z
47r€0 (x 4+ a)? 47r50 T+ alg dmega
0

Solucion

Separando el problema en dos partes:
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i) Campo producido por las rectas semi-infinitas: Sean (#’;7’) el sistema de referencia para
la recta superior en la figura, y (2”;4"”) para la recta inferior, orientados de manera que
coincidan con el sistema de referencia de la parte a) entonces:

— )\ —
E, = 40 Ey=
! 47T€UR( v 4 ) 2 47T€0R

Ahora descomponiendo en los ejes & e 3 (& horizontal hacia la derecha, § vertical hacia
arriba):

(—,’,i"// + g//)

A (LN +si T .
2° = cos —Z + sin -9
8 8

J = cos 313% sin 3
Yy = 3 3 Yy
N T, LT
" = cos =2 — sin —¢
8 8
)" = cos 31:2" + sin 3
Yy = 3 3 Yy
Como cos %’T = sin g, y superponiendo los campos, entonces:
[ T 3 A T T A 3T
Ei+FEy, = f(—cos—l—cos): @(—cos—l—sin):— i(ﬂcos)
P2 oneoR 8 8 2meo R 8 8 2meoR 8

Otra forma mucho mas rapida de resolver esta parte es la siguiente:

V2
47T€0R
Entonces, debido a la simetria con respecto al eje x, las componentes en  de los campos
producidos por las dos rectas se anulan, y se obtiene que:

= = - 3T AT 3T
Ei+ FEy,=—-2|F|cos — = ——— cos —
’ ‘ 8 \/§7T€0R 8

|Ey| = |Ey| =

i) Campo producido por el sector circular: Calculando por definicién, de manera similar a la

parte anterior:
~ 1 r—r’

E3(r) dq(r’)

~dme, ) TP

Con: 7=0; 7" = Rr ; dg = ARdf. Entonces:

Descomponiendo 7 en los ejes cartesianos, y por la paridad e imparidad del coseno y seno,
la integral en ¢ se anula (también se puede comprobar esto Gltimo debido a la simetria con
respecto a ) resulta:
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Luego:

3(0) 2meoR 8 2megR 8 dmegR UM St

- AL . 37 AT T AT ( 5m 117r>
8 8

Finalmente, sumando todos los campos, se obtiene que el campo eléctrico total en el punto P

vale:
L, A (1 . 3r cosZ \i T T
B — Sain2f 8w L (—2')
T~ TeoR <2sm 8 2 > TmeoF (%5 T V2SN g

Solucion

a) Primero debe usarse el campo eléctrico por definicién para hallar una expresion

B(7) = 1 /(F—F’)dq

N 471'80 ’77—77/|3
/

En la férmula anterior 7 = z2, 7 = 2’2 y dg = Ada’ con 2’ € [0, L] donde A = <.

Analizando por intervalos

e > 1L
AT / !
E(z) = x/ R
ey | (z—2')3
0
AR 1 |k
CAmey x— o
A < 1 1>A
= —— )z
dreg \e — L =z
o r <0

Analogo a lo anterior:

- A 1 1
E=— I
47r50(x—L x)x

e < <L

En este caso el campo eléctrico es infinito ya se cae en un punto de carga infinita.
Esto puede verse en la integral, ya que si z = 2’ diverge.
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b) En este caso un diferencial de fuerza est4 dado por dF' = E(x)dq = E(x)Adx , por lo tanto
23 2L4d . .
— z
F = ——)d
4reg / (x — L :v) v
L+d
R In L+d —ln 2L +d
 Areg d L+d
A2 (L+d)*\ .
= In T
47T€0 d<2L + d)

c) Para la dltima parte debe notarse lo siguiente
. (L +d)? W L?+2Ld+ d® Y L? ~ln 1+Lj _r
d2L+d)) OLd+d> ) oLd+d? )~ 2" &

De lo anterior se termina deduciendo que

1L (AL?. 1 Q%)
T = —

Fr
47T€() d? 47T€0 d?

Que coincide con la fuerza que sienten dos cargas puntuales de carga (Q = A\L.

Solucion

a) En este caso, se usara el resultado conocido del campo eléctrico que genera un disco de
radio R y densidad de carga o, el cual corresponde a

[ z

Foo (i = ),
250( \/22+R2>

Ahora, usando este resultado se considerard z = 0 en el punto P, creciendo hacia arriba. A
partir de esto, el cilindro estd compuesto por la superposicién infinitesimal de discos (uno
encima del otro). El aporte de campo eléctrico dE que provoca uno de estos discos de

ancho infinitesimal es
— . d
dE = P2 (1 ___Z ) P

280 vV 22 + R2

Por lo que el campo total en el punto esta dado por

—h

By =22 [ (1 i) o= 2 [ T e ) ¢

260 N 280
—(L+h)
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T Ao

L h
I )

|~

Figura 2.3: Situacién analoga al cilindro.

b) Para resolver este problema, se usard una técnica de analogias. Este problema es un poco
dificil planteando las integrales correspondientes, pero se puede usar otro resultado conocido
como el que genera una barra de densidad lineal \y de largo L sobre un punto ubicado un
eje perpendicular a ella justo en su mitad.

En este caso, tomando el eje z coincidente con eje de la barra y el origen su punto medio,

se obtiene 7= hf, 7' = 22 con z € [-%, %] y dg = Modz. Entonces

L
o 1 hi — zZ AoL

E(P) = s odz = P
( 2) 471'80 / (h2+22)% 0e= 27T€0h\/4h2+L2T

Ahora, volviendo al problema, si V' es el volumen de un cilindro es posible afirmar que

L dg dgdv AV d, o,
0T T v g T g ) = por

El valor obtenido es equivalente a la carga por unidad de largo que tiene el cilindro del problema.

Finalmente el campo es
poR*L

E(Ry) = p
(P2) 2eoh VAR + L2
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Determine el campo eléctrico en todo el eje donde se encuentra la barra. Para ello 7 = r#
en coordenadas cilindricas donde r € [a, o).

= Un diferencial de fuerza sobre la barra puede ser determinado como dF = E(z)dg =
E(z)Adz. Integre el diferencial anterior en toda la barra y determine la fuerza que ejerce el
plano sobre ella.

= Determinada la fuerza eléctrica esta debe ser igual al peso. Despeje de ahi el valor de A\ y
luego Q).

Indicacion

» Usando la definicién integre la densidad de carga sobre el plano, en este caso 7/ = 77 con
r € [0,00]. Noté que o tiene una dependencia radial por lo cual quedara una integral mas
complicada de resolver.

Indicacion

= Este problema puede ser planteado tanto en coordenadas esféricas como cilindricas.

(22—h)2+h?

» De usar coordenadas cilindricas, puede ser (til la siguiente igualdad (h—z)2+22% = 5

y el cambio de variables 2z — h = htan 6.

Indicacién

= Use la definicién de campo eléctrico para el campo eléctrico en el centro de la esfera. En
este caso dq = o cos 0dS = oo R? cos 0 sin dfdy en coordenadas esféricas.

Indicacion

= Este problema puede ser planteado tanto en coordenadas esféricas como cilindricas.
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» De usar coordenadas cilindricas, recuerde que para un punto 7/ = r7 + zZ y que r(z) =
z tan «.

Indicacion

= Note la analogia entre la Ley de Coulomb y la Ley de Gravitacién Universal.

mims
r2

ol = —12 Rl =c
Tal como existe el campo eléctrico creado por un continuo de carga, también es posible
determinar el campo gravitacional de un continuo de masa en forma muy parecida.

= Con ayuda del resultado obtenido en el Problema 2.13 concluya el problema.

Indicacion

= El problema debe ser abordado por definicién de los campos provocados por los planos
infinitos de densidad o1 y o3 y el bloque de densidad p.

= Por integracién directa determine el campo eléctrico que genera un plano infinito.

= El campo eléctrico que genera el bloque para puntos fuera de él puede ser determinado
mediante la integracién del resultado del plano infinito. Recuerde que el bloque es una
superposicion de planos uno al lado del otro.

» Determine los campos eléctricos en todas las zonas en el intervalo || > a en funcién de
o1, 02 y p. Concluya el problema igualando con los campos eléctricos entregados en el
enunciado.
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V. Respuestas

Problema Respuestas

@ 2.1 Etotal = QJTO (% - 3) z
—aK K)2+4
(P) ) o8 g = q +\/2Wconl(:m,9(q—>00)=§
! 9Q
@ 2.3 w_\/m<k+47reoR3)
. \ 3 g AN
_ A E(C) = -
@ 2.4 a) V(©) 47TE()R+4EO b) © (47TEOR2 2WEOR)y
c) q=2R\
a) H:& Zﬁ% - Z+% z
B bs 20 (-9+a)" (+5)"+e)
Aa (1 1
b) V(0)-V(0) =2 (= - ——
) V(0)-V(0) = <a m)
. A o A
Bl e @) )=o) b) E(B)=
o AT
@ 2.7 E = SmeoRR (cosg—\/gsmg)
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Problema Respuestas
. 47?50 (ziL _%)5[\: z>1L
a) B) =1 -2 (- 1)s =<0
<z<
P s OO Osw=t
= 2 L+d)? \ A
b) F = 47/\reo In <d((2L+)d)> z
L+d)? \ 2\ g2 oY 2
c) In (m) ~ In (1 + 5—2) ~ L entonces F' ~ S
_ 2e0Mg
@ 2.9 ¢ aoaln( at+v/a2402 )
VTt arn?
. 2(q — 3Qopa
P By = 99 (a—2) b) W= 0
P P10 ) E(2) Selat o) ) o
ch
P P11 V=114 v2)
260
- o
FE0)=—-——2
Pl P12 (0)=-32
~ h
(P) 2.13 E = p—(l —cosa)Z
260
6GM cos? a
P jg— ——F8————— %
P P14 AT = =5 eosa)’
a) |B(P)| = 2 [L— (VI + B2 — T+ W2+ R2)]
@ s
b) |E(P)| = —2EL
[E(P)| = 2e0h /A2 1 L2
a) p=—
P .16
b) g1 = 09 = EoEo
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Ley de Gauss

I. Resumen Teoérico

Ley de Gauss (Forma Integral)

La ley de Gauss en su forma integral enuncia que

//E -4 = Tere (3.1)
€0

Q

Para cualquier superficie cerrada €). En otras palabras, para cualquier superficie cerrada el flujo
de campo eléctrico a través de ella sera igual a la carga encerrado divida por la permitividad del
vacio.

Ley de Gauss (Forma Diferencial)

Por otro lado, también existe la Ley de Gauss en su forma diferencial la cual enuncia que

V- E="L (3.2)
€0

Continuidad del £ y V

» El campo eléctrico no es necesariamente continuo. Las discontinuidades del campo son
provocadas generalmente por cargas puntuales o superficies cargadas.

= El potencial eléctrico es siempre continuo, ya que es la integral del campo eléctrico (la
integral es siempre una funcién continua).
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CAPITULO 3. LEY DE GAUSS

Recomendaciones

= La ley de Gauss es sumamente poderosa, usualmente se usa sélo para determinar campo
eléctrico pero sus extensiones son mucho mayores. Los problemas en los cuales se determina
campo eléctrico mediante ley de Gauss son mas bien acotados, y responden a las simetrias
esféricas, cilindricas y planas.

= Notese que deben existir las simetrias necesarias para aplicar ley de Gauss directamente en
la determinacién de campo eléctrico. Casos tipicos:

e Carga puntual q.

e Alambre infinito de densidad A constante.

e Cilindro macizo de densidad constante o p(r) (r distancia desde el eje del cilindro).
e Casquete cilindrico de densidad o constante.

e Esfera maciza de densidad constante o p(r) (r distancia del centro de la esfera).

e Casquete esférico de densidad o constante.

e Plano infinito de densidad o constante.

e Bloque infinito en el plano zy y de espesor conocido en z con densidad de carga p(z).
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Il. Problemas Propuestos

Problema 3.1 ®

Una distribucién de carga esférica p se extiende desde
r=0ar=R, con

Calcular:

a) La carga total Q.
b) El campo eléctrico en todo el espacio.

c) El potencial eléctrico en todo el espacio.

Problema 3.2 ®

Considere un cable coaxial infinito y rectilineo, el cual
estd compuesto por un cilindro central y diferentes
casquetes cilindricos, de radios Ry, Ry, R3y Ry res-
pectivamente, como se ilustra en la figura. Cada ma-
terial tiene respectivamente una densidad de carga vo-
lumétrica p1, pe, ps ¥ pa (Ver Figura). En el caso que
el cilindro y segundo casquete cilindrico (de radio R3)
tienen densidad de carga cero (p; = p3 = 0). Encuen-
tre el campo eléctrico en todo el espacio.

Problema 3.3 @®

Se tiene una placa infinita no conductora de espesor
despreciable la cual posee una densidad superficial de
carga —o, y continua a ella, un bloque infinito de
espesor D con una densidad de carga uniforme +p.
Todas las cargas estan fijas. Calcule la direccién y la
magnitud del campo eléctrico:

a) a una distancia h encima de la placa cargada
negativamente.

b) dentro del bloque a una distancia d debajo de
la placa cargada negativamente (d < D).

c) a una distancia H bajo fondo del bloque.
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CAPITULO 3. LEY DE GAUSS

Problema 3.4 ®

Considere la siguiente distribuciéon de volumétrica de
carga en coordenadas esféricas

) —np O0<r<a
p(’l“)—{ p aSer

Donde p es una constante y n es un entero no negati-
vo. Encuentre el campo eléctrico en todo el espacio.

Problema 3.5 @®

Considere el sistema de la figura compuesta por dos
placas paralelas cargadas con densidad 40y —o. Las o

placas son cuadradas de lado d y separacion 2h don- ‘ )
de d > 2h. En el plano intermedio de las placas se

o—
disparan protones y electrones de carga —e y e, res- Vak +0
. . [ ]
pectivamente con velocidad v, paralela a los planos.
Ignorado efectos de borde y considerando la atraccién d

gravitacional, determine la relaciéon que debe haber
entre la carga/masa de los protones y electrones para
que éstos logren escapar.

Problema 3.6 ®

Considere una carga ¢ en el origen de un sistema de
coordenadas cartesianas. En el mismo sistema de re-
ferencia existe un rectangulo paralelo al plano zz de
ancho 2a y altura 2z, ubicado en y = a (ver Figura).

a) Usando la ley de Gauss en forma adecuada, de-
termine el flujo sobre el rectangulo si zy = a.

b) ;Cuantas veces aumenta el flujo de la parte an-
terior en el caso zg — 00?

48



Problema 3.7 ®

Considere una esfera maciza de densidad de carga pg y
radio R la cual posee una perforacion esférica de radio
a < % a una distancia de d entre sus centros. Demues-
tre que el campo eléctrico es constante en cualquier
punto dentro de la cavidad y determine su valor.

Problema 3.8 ®

Considere dos cilindros infinitos de radios Ry los cuales
poseen sus ejes paralelos al eje z (entran y salen de la
hoja de papel). Las densidades de carga volumétricas
de los cilindros son p y —p y sus ejes centrales pasan
por los puntos (x0,0) y (—x¢,0), respectivamente.
Considerando que xg < Rj.

a) Determine el campo eléctrico en la zona de in-
terseccién.

b) Si o < Ry, ambos cilindros quedan infinitesi-
malmente cerca, creando un tnico cilindro equi-
valente de radio Ry con una densidad de super-
ficial de carga o(f). Encuentre el valor de esa
densidad.

Problema 3.9 ® @

Dentro de una esfera de radio a centrada en el origen
hay un campo eléctrico

E(r <a) = E, <T>2f

a
Para r > a hay vacio. Se pide determinar
a) La distribucién de carga p(r) para r < a.

b) El campo E y el potencial eléctrico para r > a

c) El potencial eléctrico V' (r < a).

49

CAPITULO 3. LEY DE GAUSS

Cilindro Equivalente (xo < Ro)




Rodrigo Chi - Marzo 2017

CAPITULO 3. LEY DE GAUSS

Problema 3.10 @

Un cilindro infinito de radio R tiene su eje coincidente
con el eje z. El cilindro posee una densidad volumétri-
ca p(r) = = donde a es una constante positiva y 7 es
la distancia desde el eje del cilindro.

a) Calcule la carga contenida en un cilindro cen-
trado en el eje z, de radio r y altura h para los
casosr < Ryr > R.

b) Determinar el campo eléctrico E(r) en todo el
espacio.

c) Calcular el potencial eléctrico V() en todo el
espacio. Tome como referencia V' (r = 0) = 0.

d) Grafique |E(r)] y V(r) en funcién de r.

Problema 3.11 @

Considere un cable infinito cargado con una densidad
lineal de carga Ay rodeada por un casquete cilindrico
infinito de radio R de densidad superficial homogénea
09. Si la densidad lineal coincide con el eje del cilindro,
determine:

a) El campo eléctrico en todo el espacio, jes con-
tinuo el campo eléctrico?.

b) El potencial eléctrico en todo el espacio, jes
continuo el potencial eléctrico?. (Use como re-
ferencia V(r = R) = 0)

c) Si el alambre se desplazara una distancia 0 del
eje del cilindro, jcomo determinaria el nuevo
valor del campo eléctrico?.

Problema 3.12 @®

Use el teorema de Gauss para encontrar el campo
eléctrico debido a una distribucién de carga

p = poe "

con pg y k constantes positivas. Muestre que el campo
es de la forma E = E(2)2, con E(—z) = —E(z)
para z > 0 y encuentre el campo eléctrico en todo el
espacio.
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Problema 3.13 &® @

Se tiene una fuente cargada que consiste en una recta
infinita cargada, con densidad uniforme A y un plano
infinito cargado con densidad de carga uniforme o. La
recta forma un angulo agudo 2« con el plano. Consi-
dere un punto P estad a una altura h sobre el plano.
Determine

a) El campo eléctrico total en un punto P sobre
la recta que bisecta al angulo entre la recta y el
plano.

b) El trabajo necesario para mover una carga pun-
tual g desde el punto P hasta el punto @ el cual
estd ubicado a una distancia % sobre el plano.

Problema 3.14 ®

Un electrén de carga —e < 0 y masa m e inicialmente
en reposo, se encuentra en el centro de un cilindro ma-
cizo infinito de radio a y densidad de carga uniforme
Po > 0.

a) Determine el campo y potencial eléctrico que
genera solamente el cilindro macizo en todo el
espacio. Utilice como referencia V' (r = 0) = 0.

b) Encuentre el valor U, correspondiente a la
energia del electrén cuando se encuentra justo
en el borde del cilindro r = a.

c) Calcule el tiempo que le toma al electrén llegar
al borde si comienza con la energia U, calculada
en (b).
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I1l. Soluciones

Solucién |3.1 L’]

a) La carga total en el dtomo estd dada por

Q= /// p(r)dV
_ / / p (1 _ ;—22> 2 sin Odrdody

En general Q # Sma®- p(r) (hacer esto es un error muy comin en el curso). Esto es verdad
solamente cuando p(r) = cte.

b) El campo eléctrico estd dado por Ley de Gauss, para ello se deben considerar dos posibles
casos (dentro y fuera de la esfera). En ambos casos se asume por simetria esférica que

E = E(r)f.

Figura 3.1: Superficie Gaussiana €2y para r > R Figura 3.2: Superficie Gaussiana {2, parar < R

e r > R: En este caso se toma como superficie Gaussiana {2y, la cual representa un
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casquete esférico de radio r > R.

//E_?dg: Genc
€0

1951
1 2r m R
4rr*E — //po (1 — > r? sin Odrdfde
e
°0 % b
o 2/)033
E
(r) 15e012

e r < R: En este caso se toma como superficie Gaussiana {25, la cual representa un
casquete esférico de radio r < R.

//E’dgz Genc
€0

Q2
1 2r o1
4rr*E = //po (1 — ) r* sin Odrdfdy
°0 % 0
2 re
Arr K —
mreE(r) = ( 3 5R2>

3
= Po (T T .
Ery=—1|-—-——
( ) o (3 5R2>
Notar que dado que r es arbitrario, el lado de izquierdo de la ecuacién de ley de Gauss
valdra siempre 4772 en problemas de simetria esférica.

c) Mientras que el potencial (considerando V(r — o0) = 0)

e r>R

e r< R

R
/Er>Rdr—/E(r<R)dr

R
fomB ] 2
Po Po (T r
- dr— [ 2 (- )a
/15807‘2 g /50 (3 5R2> :
o) R
1

_ 2po R? _Po (1 2
1580 €0
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Solucion

) Usando la Ley de Gauss en el caso zy = a, la carga puede ser encerrada por un cubo de
lado 2a. Dado que la carga queda en el centro del cubo, entonces por las seis caras sale el

mismo valor del flujo. Luego

Qenc — (I)cara _ Qenc
o 650

(I)total =

) Se tiene que considerar que el campo eléctrico esta dado por

E =

q -1
dreo |7 — 7|2

Los puntos de la cinta infinita estan dados por 7
z € (— ). Ademas 7' = 0. Luego el campo eléctrico esta dado por
q xT+ay+zz

dre (22 + a2 + 22)2

—

B =

Para calcular el flujo se recuerda que

% 4 aj + 2% dénde = € (—a,a) y

En este caso dS debe tener la direccién de la normal, es decir ds = dzdxg. Con lo anterior

:// q <x§:+agj+zé>_(dzdxg>: q // adzdx
dreg \ (22 4 a2 + 22)2 dmeo ) ) (a2 + a2 +22):

—a —0o0
Notemos que denominador se puede escribir de la siguiente forma

3
(3:2—|—a2+22)% _ (x2+a2)% 1+Z72 ’
B 2?2 + a?

Con lo anterior
a o0
dz

I\J\CAJ

4”50_ x2+a2 (1+2)" Iy

a —oo
Se usa el cambio de variable tan§ = —%—+, dz =
(22+a?)2

0e(-33)
w/2
(22 4 a2)2 sec? 0df

qa r 1
¢ = 3 5 3
dreg ) (22 + a2)2 (1+ tan®0)?2

—a —7/2

X
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/ / dz qa / 1 /
: 3 dr = 3
S AN G LI R (R
r“+a

)%

(z24a2)2 sec? 6, y como z € (—00, 00),

dzx



Pero (1 + tan?6) = sec? 6 y cosf = sec™* 6

a

_qa (22 + a?)

[SI[SC SIS

/

—a

dmeg ) (22 + a?)

a

/

]
j

—a

1
22 + a?

_ e
N 47T€0

dzx
2+ a?

2qa

47T50

dx

22 + a?

_ 9
n 271'80

Nuevamente, usando el cambio de variable u

ue(—1,1)
1
o — qa/ adu
2meg J (au)? + a?
1
_q / du
C 2meg ) w241
-1
1
= arctan u =
TE 1 TE
_q (7r —7r)
C 2mep \4 4
Finalmente q
b=
460

por lo que el flujo aumenta 0,5 veces.

Solucion

sin 6

CAPITULO 3. LEY DE GAUSS

jus

/ cos Ododx

2

2

dx

jus

2, dr = adu, y como v € (—a,a),

(arctan(1) — arctan(—1))

a) Primero se debe calcular el campo eléctrico producido por un cilindro infinito cargado (radio
R, densidad p constante) centrado en el origen. Usando Ley de Gauss:

Dada la geometria del problema: E = E(r)# en coordenadas cilindricas, luego:

Para r < R:
27 h

frec]]
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Por otro lado

2h .
Q= ///pdV = pnr’h = 27rhE = ,07:" = FE(r <R) = %f
0 0

El caso r > R es irrelevante para esta pregunta, luego no es necesario calcularlo ya que la
zona donde se pide calcular el campo es tal que » < R siempre.

- Yt +p

I i
()
=y

Figura 3.3: Vectores posicion en el area de interseccion

Ahora volviendo al problema original, sean E; y F5 los campos producidos por los cilindros
cargados con —p y +p respectivamente, usando el resultado anteriormente encontrado:

= o7 pr1

EFi=—-——rn=—-——

! 260 ! 260
- r T
E, = Q@ _ P2
280 280

Donde los vectores 7 y 75 se miden desde el centro del cilindro correspondiente a cada uno
de ellos (Figura [3.3). Finalmente, usando que:

Se obtiene:
Z? ::1?1—+‘EZ - 48*(f3 —-fﬁ) ::__£¥§9£
260 €0
Si 29 < R entonces en el borde del “Cilindro equivalente” posee un espesor Ar =1y — 5.
Donde los segmentos de 71, 73 y 22¢ forman un tridngulo, cuyo angulo opuesto al lado 75
es 0. Asi, usando el teorema del coseno (y, por simplicidad, definiendo d = 2z) :

ry = \/r% + d? — 2rid cos 6

Luego como x% — 0 entonces se realiza una aproximacién de Taylor en torno a d = 0, de

lo que resulta:
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1
To AT+ (2d — 2rycosb)|,_, (d—0) =r; —dcosb

2,/r? + d? — 2ridcos

Por lo tanto:
Ar =r; —ry ~ dcosf

Por otra parte, en un pequeiio volumen dV en el borde del “Cilindro equivalente” existe
una carga A(Q), que cumple:

AQ = pdV = pAAAr = pAAdcos

Finalmente, de la relacién anterior es posible definir una densidad de carga superficial en el
borde del “Cilindro equivalente” cuando zy < R:

o= pAr = o = pdcost = 2zypcosf

Nota: observar que dicha densidad o es consistente en sus signo con la distribucién de las
cargas en el “Cilindro equivalente” pues es proporcional a cos®.

Solucion

a) La carga contenida serd para r < R:

B 27 T
Qenc(r < R) = ///p(r)dv = ///2 -rdrdfdz = 2rhr?
0 0 0
mientras tanto, en el caso r > R
h 2r R 3
Qune(r > R) = /// p(r)dV = / / / g-rdrdédz: ZﬂhaR
0 0 0

b) Usando la ley de Gauss para r < R:

//E-dS:Q — B(r)-2mrh = 2 B(r) = ¢
€0 3aeg 3aeg

De igual forma, para r > R:

//E~dS:QenC:>E(r)~27rrh: mhlt = FE(r) = i 7
€0 3ago 3agor

c) El potencial V(r), usando como referencia V(r = 0) = 0, estara dado por
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Para un radio » < R el potencial esta dado por

TQ 7,3
Vir) = — dr — —
(T> /3&60 " 9&80

de forma parecida, el potencial para un radio r > R es
Fo [ R R 1
r r
e e O
(r) /3&60 " /3asor " 3aeg . R + 3
0 R

d) Los graficos estan dados por

\/

R r

Figura 3.4: Campo Eléctrico Figura 3.5: Potencial Eléctrico

Solucion

a) Dado que el sistema esta compuesto por una recta infinita y un plano infinito, se determina
cual es el campo eléctrico que genera cada uno de ellos y luego se procedera a la rotacién
del resultado. Como resultados generales para un plano infinito y una recta se tiene que:

— — A —
//E-d _Qene L oup) = T4 L By = 2k
€0 o 280
T enc AL - A “
//E~dS:Q = 2mrLE(r) = — = E(r) = 7
€0 €0 2mreg

En este problema se debe tomar como referencia la siguiente Figura

Se toma un punto P arbitrario a una distancia y desde la bisectriz hasta el plano. Sobre
ese punto actilan dos campos eléctricos (El y Eg provocados por el plano y por la recta,
respectivamente), de modo que la superposicién de ambos campos es el campo total en el
punto. Usando el sistema de referencia de la Figura 3.6, el campo total vale:

Ep = |E1|§ — |Es| cos(20)9 + | Ey| sin(2a)
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Figura 3.6: Campos Eléctricos en un punto sobre la bisectriz

Donde
A

2mYyeg

_, o _
By =5—, [E2| =
250
Noétese que dado la recta donde se quiere conocer el campo es bisectriz, la distancia del plano
al punto debe ser igual a la de la recta cargada a la bisectriz (congruencia de triangulos).

Finalmente el campo total cuando y = h vale

~ Asin (2a0) o Acos(2a)
Er(h)=——=% — =7
T( ) 27Th€0 T (260 27Th60

El trabajo necesario para mover la carga estad dado por la siguiente expresion
B
W=—q [ Erly)-d
A

Enestacaso A=hy B = % ademas dado que no es ni un camino horizontal ni vertical, se

dy __

tiene que dl = dz + dyg, donde en la recta bisectriz se cumple que 5 = tan a (pendiente

de la bisectriz). Reemplazando

h
2

in (2 2
W:—q/ Asin ( &):%Jr o Acos(2a) ny dy &+ dyf
2mYeg 2e0 2mYeg tan o
h

h h
2

- / Asin (2a) dy +/2 o Acos(20) p

2myeg tana 2e0 2mYeq

h h
Asin (2a) oh  Acos (2a)

=q|——In(2 — ———1In(2

4 [2#50 tan o n(2) + (450 2meg n(2)
qoh n g\ In(2) (sin 2
tan o

— 2
4eg 2meg o8 a)
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Solucién

a) Por ley de Gauss, se tiene que el campo eléctrico para r > a es

2

2
T enc L - A
//E-dS:q — B(r)-2mrL = 702 B P
€0 o 27"80

Mientras que para r < a

2
T enc L — R
//Ed :q :}E(r).Qﬂ-rL:pOﬂ-r :>E:@T
€o €0 2e0

Por’ pPor
Vir)=V(r)—=V(0) =— d ——
1) =V V() = [ Far= 5L
0
y parar > a
V( ) V( ) V(O) ﬂoT’d /pOQ p0a2 p0a21 <7n)
r)=V(r)— — =—— = ni-—
20 2reg 4eg 29 a
Dado que la energia inicial es nula ya que el electrén esta en reposo y el potencial es nulo

en r = 0, la energia en r = a sera igual al trabajo realizado para mover el electrén a r = a.
Luego

Uy =W = /POT _epoa
2 €0

Usando la segunda ley de Newton, se tiene que para r < a

epoT (&
Po i L0

=0
2¢e0 2€0mr

F=md=—eF = mi = —

La ecuacién diferencial anterior corresponde a un movimiento arménico simple de frecuencia
angular
€Po
2e0m

w =

Al ser un movimiento oscilatorio e iniciar con la energia determinada en (b), el electrén
podra llegar como maximo al borde r = a y luego se dirigird al punto diametralmente
opuesto. En conclusién, el tiempo que se demorard en llegar a » = a serd un cuarto del

periodo de oscilacion, es decir
. T 1 27r T [2e0m
T4 4w 2 €po
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacién

= Aplique la ley de Gauss sobre el cable coaxial. Este problema posee simetria cilindrica.

» Debe ponerse en cinco posibles casos donde existe campo eléctrico.

Indicacion

= En este problema debe usar el principio de superposiciéon. Determine en primera instancia
determine cuanto vale el campo eléctrico que provoca el plano infinito y el bloque infinito
mediante Ley de Gauss.

= Note que los campo eléctrico que provoca un plano infinito es constante (independiente de
la altura). Lo mismo ocurre para los puntos fuera del bloque de ancho D.

Indicacion

= Aplique ley de Gauss a la esfera, debe ponerse en tres posibles casos.

= Recuerde que la ley de Gauss sélo ve la carga encerrada, por lo que puede ignorar la carga
que esta afuera de la superficie Gaussiana que este tomando.

Indicacion

» Determine el campo eléctrico dentro de las placas paralelas mediante superposicién.

s Determine la ecuacién de movimiento para el caso del electrén y el protén. Las fuerzas
aplicadas sobre las cargas son el peso y la fuerza eléctrica.

Indicacion

» El problema debe ser abordado mediante el principio de superposicion. EI campo dentro de
la cavidad puede ser determinado como la resta de otros dos.
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= Es necesario conocer cuanto es el campo eléctrico dentro de una esfera de densidad constante
po- Puede ser muy 0til recordar que 7 = rf.

= Deje expresado el campo eléctrico dentro de la cavidad en funcién de dos sistemas de
referencia (uno con respecto al centro de la esfera y otro con respecto al centro de la

cavidad). Finalmente, use el vector d para relacionarlos y concluir el problema.

Indicacion

= Note que tanto el alambre como la superficie cilindrica tienen simetria cilindra. Luego es
posible aplicar ley de Gauss en forma directa a la configuracion.

= Al mover el alambre una distancia ¢§ el problema pierde la simetria del punto anterior. § Como
debe calcularse el campo eléctrico en este caso?.

Indicacion

» Dado que la geometria del problema es infinita en x e y, sélo puede tener dependencia de
una sola variable.

= Note que la densidad de carga es simétrica con respecto al plano xy, lo cual afecta direc-
tamente al campo.

» La superficie gaussiana que puede tomar para determinar el campo eléctrico puede ser un
paralelepipedo o un cilindro de altura 2z (desde —z hasta z).
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V. Respuestas
Problema Respuestas
8mpo R®
) Q=
by ()= | Tl OR300 r< R
P Ba 200 r>R
2po R? (r?—R?) (TR?>—3r?)
c) V(r)= { Toey, — U 15e I 1 r<k
2p0 R® R
15eqr r>
0 0<r<R;
2 2
Lale g Ri<r<R,
o 2 R2) .
P 3.2 Bry={ 25 Ry<r<h
2 Rtoalr —/)p - Ry <r < Ry
P2(R§—R%2);;ﬁr)4(RZ—R§)f r> Ry
o g 2 D
a) FE = _EZ + Ez
5 o s D—2d) 4
P B3 b) E=4rzq B
o g 2 D »
C) E = +EZ — EZ'
—ge 7 0<r<a
P 34 E= %(r—(n—i—l)‘;—;)f a<r<b
365T2 (b3 (n+ 1)a3) F r>b
Protén: £2(g — 2”5;) << 8(g+ 2”5;)
VZ/ X L
e 2ho?
Electon: & < S2(Z= —g)
_ Q
P g )T
b) Aumenta 1,5 veces.
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Problema Respuestas

3.7

@ |
=

1

g,

1<)
N
S

Il

|

S
2F
>

b) o(6) = 2xppcosb

a) p(r) = *eozer

(P) 3.9 b) E(r>a)= Boa® 5 V(r>a)= EOTJ

r2

c) V(rga):%(éla—g—z)

27hr?
T r <R
a) Qr) = { 27%%1%3 r>R
T2 s < R
- For
P Ba b) E(r)=4 % =
310 ) E) {Sfr r>R
7‘3 < R
- r
c) V(r) :{ 9ago . -
“Fas; (0 (F) +35] r>R
. s r<R
a) E(r)= 2:2“ n fTC:) i SR El campo eléctrico es discontinuo en r = R.
A ¥i <R
D) 311 b) V(r) = { Z?Q/\;J(FTJ%U) In () : ; I El potencial eléctrico es siempre conti-
nuo.

c) En este caso no puede volverse a usar la ley de Gauss para ambas distribuciones
de forma simultdnea ya que pierde la simetria cilindrica. En este caso debe
determinarse el campo eléctrico por separado y luego superponer.

@ ||

3.12 E(z) = £ (1 — e~%)z

kso

a) Br(h) = 23mC0 4 (2 — emCo) g

260

®

3.13

b) W= % + ) (8229 cos20)

2meQ tan «

S Lty <aq _ por? r<a
a) E(T) = { 12)5?12 . > V(T) = { p40€£2 poll2 | r -
2reg rr a T 4eg T 260 n (E) r>a

@ 314 b) U():W:efﬁd?":epwu
0
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Conductores

I. Resumen Teoérico

Conductores

Un conductor es un material que cumple las siguientes propiedades:

= El campo eléctrico es nulo en todos los puntos dentro del conductor. Consecuencia de esto,
el conductor es una equipotencial (todos sus puntos tienen el mismo potencial).

= La carga en un conductor sélo se acumula en su/s superficie/s (ie. no existen densidades
de carga volumétricas en un conductores).

g
€0

» El campo eléctrico es siempre perpendicular a la superficie de un conductor y vale £ = Zn.

Donde o es la densidad de carga sobre el conductor y 7 la normal del conductor.

Condensadores

Un condensador es un dispositivo el cual tiene la capacidad de almacenar carga. Puede estar
compuesto por uno o dos conductores de forma arbitraria.

Matematicamente la capacidad de un condensador se define como

_Q
“=1av]

(4.1)

Algunas capacitancias conocidas:

» Condensador de Placas Paralelas:

=" (4.2)
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Donde A es el area de las placas y d la distancia de separacion.

s Condensador Cilindrico:
o 27T€0L

~ In(y)
Donde L es el largo del condensador, a radio interior y b radio exterior del condensador.

C (4.3)

s Condensador Esférico:
dmegab

b—a
Donde a radio interior y b radio exterior del condensador.

C:

(4.4)

Los condensadores pueden ser asociados en serie o paralelo dependiendo de como se conecten.
En caso de la capacidad equivalente cuando estan conectados en serie es

1 1\!
- .
Ceq <01+02> (4.5)

Mientras que cuando estan asociados en paralelo, la capacidad equivalente es

Ceqg = C1 + Oy (4.6)

Energia Electrostatica

La energia electrostatica de un sistema es el equivalente a la suma de todos los trabajos que
fueron necesarios para formar ese sistema de cargas, ya sea discreto o continuo.

Para un sistema de N cargas puntuales, la energia del sistema estd dado por
1 N
U= 5 Z sz(ﬁ) (4'7)
i=1

Donde V' (7;) es el potencial evaluado en cada posicién 7; de una de las N carga. Para un sistema
continuo de carga, la energia puede ser andlogamente determinada como

U= [ dav ) (48)

Otra forma equivalente para distribuciones continuas de carga es

U:%O // |E|2dV (4.9)

Todo el
Espacio

Para el caso de un condensador, la energia puede ser obtenida a partir de

1 1, 1
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Recomendaciones

= Dentro de los materiales que se estudian en un curso tradicional de electromagnetismo, los
conductores tienen la gracia de poseer sélo “carga libre” (sin ligaduras a otra carga ). Al
ser un conductor una equipotencial, la carga puede moverse libremente entre las superficies
del conductor.

= La capacidad de un condensador sélo depende de la geometria de éste. La capacidad es una
constante del sistema (ie. si la diferencia de potencial entre los dos conductores aumenta al
doble, la carga sobre los conductores también lo hard).

» Las Ecuaciones [4.8] 4.9y son equivalentes, todas deberian llevar al mismo resultado.
Cual usar dependera del problema y de los datos que se entreguen.
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Problemas Propuestos

Problema 4.1 ®

a)

Calcule la fuerza eléctrica que actla sobre las
placas de un condensador de placas planas, car-
gado con carga ().

Considere que la carga () sobre las placas del
condensador se mantiene y que su capacidad
es C. Calcule el trabajo que se realiza al llevar
las placas a la mitad de la distancia original,
manteniendo la carga constante. Puede suponer
que las placas poseen una area A muy grande.

Este nuevo condensador se conecta en paralelo
con otro condensador inicialmente descargado
e igual al condensador de la parte (a). Calcule
la diferencia de potencial entre las placas del
condensador equivalente.

Problema 4.2 ®

Un alambre infinito tiene una distribucién lineal de
carga A > 0. El alambre se encuentra ubicado en el
centro de una superficie cilindrica conductora infinita
muy delgada de radio R conectada a tierra como se
muestra en la Figura.

a)

Encuentre la densidad de carga superficial indu-
cida o en la superficie interior conductora.

b) Encuentre el campo eléctrico en todo el espacio.

c) Encuentre el potencial eléctrico en todo el es-

pacio.
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Problema 4.3 ®

Se desea disenar un condensador esférico a partir de
un casquete conductor esférico de radio exterior a, que
sea capaz de almacenar la mayor cantidad de energia
posible, sujeto a la restriccién que el campo eléctri-
co en la superficie de la esfera conductora interior,
concéntrica con el casquete y de radio b < a, no pue-
da exceder un valor dado Ej. Calcule, en funcién de
Ey, a y constantes, el valor que debe tener el radio b
y la magnitud de la energia que puede almacenar el
conductor.

Problema 4.4 ®

Se tienen dos esferas conductoras de radio R; y R se-
paradas entre si una distancia suficientemente grande
que asegura que cualquier carga sobre ellas se distribu- )
ye uniformemente, sin que la presencia de una esfera ,,f’o%/,f"’
afecte a la otra. Se desea distribuir una carga () entre
las dos esfera de manera que la energia potencial elec-
trostatica del sistema de las dos esferas sea minima.
Claramente, en una esfera habrd () —q y en la otra q.
i Cuanto vale ¢, cudl es energia total y cual es el po-
tencial de cada esfera cuando se alcanza la condicién
de energia minima?.

Problema 4.5 ®

Un ién es acelerado desde el reposo hasta una dife-
rencia de potencial 1}y para luego entrar en una region
entre dos electrodos cilindricos muy largos A y B,
de radios a y b respectivamente (a < b). El ién re-

I -

corre una media circunferencia de radio 7y haciendo V:(])R—

una trayectoria circular. Despreciando efectos de bor- |, _ Vo

de y asumiendo que los cilindros son muy largos en .
comparacion al espacio que los separa, encuentre la .
diferencia de potencial Vg 4. Fuente de Iones
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Problema 4.6 ®

Una esfera maciza conductora de radio R tiene un
cavidad esférica de radio a dentro de ella (a < R).
Dentro de la cavidad existe una carga puntual ¢ la
cual se ubica en un punto dentro de ella (no necesa-
riamente el centro).

a) Determine la carga total inducida en la super-
ficie de la cavidad esférica de radio a. Indique
cualitativamente como es la densidad superficial
de carga sobre ella.

b) Determine la carga total inducida en la superfi-
cie exterior de la esfera de radio R. Indique cua-
litativamente como es la densidad superficial de
carga sobre ella.

c) Indique cambian las respuestas anteriores si: (i)
se acerca una carga ¢’ a distancia 2R del centro
de la esfera de radio R (ii) se conecta la esfera
de radio R a una fuente de tension V4.

Problema 4.7 ®

Uno de los primeros modelos de atomo, como un ente
compuesto de partes cargadas, lo propuso el descubri-
dor del electrén Joseph John Thomson en 1904. Este
modelo, también conocido como el modelo del pastel
de fresas, concibe al atomo como una esfera de carga
positiva, en la cual estan incrustados los electrones.
En el espiritu del modelo del pastel de fresas, mode-
lemos un dtomo de hidrégeno (en equilibrio estatico)
como una esfera de radio R; de carga negativa —e
uniformemente distribuida en su volumen (el electrén
fresa), rodeada de una esfera mas grande (concéntrica
ala primera), de radio Ry > R, con carga positiva +¢
uniformemente distribuida en el volumen comprendi-
do entre Ry y Ry. Determine la energia de formacién
de este atomo (i.e. el trabajo necesario para formarlo
trayendo las cargas desde el infinito).
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Problema 4.8 ®

Considere una esfera maciza conductora de radio a se
encuentra a un potencial 1} en toda su superficie con
respecto al infinito. La esfera esta recubierta por un
casquete esférico conductor de radio interno b y radio

externo c. ‘
a) Determine el campo eléctrico y el potencial
eléctrico en todo el espacio. Ademas encuentre
las densidades de carga inducidas en los con-
ductores.

b) Si el casquete esférico se conecta a tierra,
icdmo cambian sus respuestas anteriores?.

Problema 4.9 ®

Considere dos esferas conductoras de radios a y b.
Las esferas estan lo suficientemente lejos una de otra
como para despreciar su interaccién, (i.e. el equilibrio
electrostatico de una esfera no se ve afectado por el
campo que genera la carga contenida en la otra).

a) Suponga que las esferas tienen cargas Q)1 y (2,
respectivamente. Las esferas se ponen en con-
tacto mediante un cable lo suficientemente lar-
go, el cual posee un interruptor. Se conectan
las dos esferas y se espera hasta que el sistema
alcance el equilibrio electrostatico, para luego
desconectar el interruptor. Determine la carga
que posee cada esfera luego que se desconec-
ta el interruptor. ; Qué esfera queda con mayor
carga?.

Q
Interruptor

b) Considere ahora que las esferas estan descarga-
das y desconectadas. Suponga ahora que la dis-
tancia que separa las esferas es d > a, b desde
sus centros. Considerando que dos conductores
cualesquiera pueden formar un capacitor, deter-
mine la capacitancia de esta configuracién.

71




Rodrigo Chi - Marzo 2017

CAPITULO 4. CONDUCTORES

Problema 4.10 @

Considere una esfera maciza conductora de radio R
con una burbuja esférica excéntrica de radio c. El cen-
tro de la burbuja esta a una distancia b del centro de
la esfera metalica. La esfera tiene una carga (). Deter-
mine el potencial en el interior de la burbuja. ; Cémo
se modifica el resultado si la burbuja no es esférica?

Problema 4.11 ®

Considere dos condensadores cilindricos como se indi-
can en la figura. Los condensadores tienen radios R y
Ry y el otro R3 y Ry (ver figura), determine la capa-
citancia equivalente entre los puntos Ay B. Suponga
que Rl, RQ, Rg, R4 < L.

Problema 4.12 @®

Un sistema consiste de dos cascarones conductores
cilindricos concéntricos de longitud L > d (a, b, ¢,
d definidos en la figura). El cascarén interior contiene
una carga total +Q) y el exterior una carga total —(@).
Determine:

a) La densidad carga en cada una de las cuatro
superficies conductoras.

b) El potencial en todo el espacio.

c) La diferencia de potencial de los conductores
cilindricos.
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Problema 4.13 @

Una carga +() se encuentra inserta en un alambre
conductor de largo L y radio Ry muy pequeiio. Un
cascaron cilindrico conductor neutro de radios interno
R, y externo R, y largo L es ubicado simétricamente
alrededor del alambre (ver figura). Tener en cuenta
que: Ry < R, Ry < L. Calcule:

a) La densidad lineal de carga A del alambre.

b) La densidad superficial de carga en la capa in-
terna y externa del cascarén; y la densidad vo-
lumétrica de carga dentro del conductor.

c) El campo eléctrico en todo el espacio.

Ahora deposite una carga —() en el cascardn cilindri-
co, calcule:

d) Las nuevas densidades de carga superficiales en
las capas interna y externa del cascarén, y tam-
bién la densidad volumétrica dentro de éste.

e) El nuevo campo eléctrico en todo el espacio.

f) La diferencia de potencial entre el cilindro y el
alambre AV = ‘/cilindro - ‘/alambre-

g) La capacidad (o capacitancia) del sistema y la
energia almacenada en el sistema.

h) La capacidad C" si ahora el alambre tiene carga
+2@) y el cascardn tiene carga -2(Q).

Problema 4.14 @

Una esfera maciza de radio a y carga () uniformemen-
te distribuida es blindada por una capa conductora de
espesor uniforme a. La carga neta de la capa es nula.
Calcule y grafique el potencial V(r) en todo el es-
pacio. Considere V'(r) nulo infinitamente lejos de la
esfera.
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Problema 4.15 &® @

Un bloque macizo infinito en sus coordenadas x e vy,
posee su espesor entre z = a 'y z = —a. En el espacio
existe una densidad de carga dada por

0 |z| > a

pl2) = Po {exp (—Z;a>+exp<zga)] 2] <a :

con pg y 0 constantes positivas conocidas.

a) El campo eléctrico en todo el espacio. z=a

b) Si 0 < a, determine nuevamente el campo —
eléctrico en el espacio jqué tipo de comporta-
miento presenta el material?. Justifique su res-
puesta. Dibuje las lineas de campo en la proximi-
dad del material considerando la aproximacién.

c) Usando el campo eléctrico calculado en b) de-
termine el potencial electrostatico en todo el

espacio. Use como referencia V(z = —a) = .
Dibuje claramente las superficies equipotencia-
les.

Problema 4.16 ®

Sean dos cilindros infinitos concéntricos conductores,
uno de ellos macizo de radio Ry, y el otro un cascarén
de radios R4 y R; conectado a tierra, como muestra
la figura. Se coloca una densidad volumétrica de carga
po entre los cilindros de ancho (R3 — Ry).

a) Determine el campo eléctrico en todo el espa-
cio y las densidades de cargas inducidas en las
superficies conductoras.

b) Calcule la diferencia de potencial entre los con- —
ductores.
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I1l. Soluciones

Solucion

, 2
a) La energia de un condensador es U = %% dado que un condensador es de placas paralelas
su capacitancia estd dada por C' = % donde A es el area de las placas y z la distancia
que las separa, por lo que la fuerza es
. 1 Q? 1Qo

F_):—i :—77/\:——7/\
822 2€0AZ 2802

b) Si se desea disminuir a la mitad la distancia entre las placas del condensador C' = %, se
tiene que la nueva capacitancia vale

. A€0

z

2

' =2C

Por lo que el trabajo puede ser calculado por la diferencia de energias que experimenta el
condensador L2 10? 0
W:Uina _Uinicia ~ S5a~N _ a A~ T A~
fina 'T 220 20 4C

c) En este caso los condensadores son conectados en paralelo, por lo que la capacitancia del
condensador equivalente es
Ceg = C+2C =3C

donde la diferencia de potencial queda determinada por

Q

AV = —
3C

Solucion

a) Para iniciar el problema hay calcular el campo eléctrico usando la ley de Gauss. Para r < R
se tiene que:

f

Lo L .
//E-dS:q:>E(r)27rrL:)\:>E:

€0 €0 2megr

De este resultado ya puede deducirse la densidad de carga, dado que en el borde de un
— g o

conductor se tiene que E = ;ﬁ = g—(—f). El resultado anterior tiene que ser igual a
0 0
E(R = A 7, por lo que
27T€0R
A
T 2nR
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b) Luego para r > R : Dado que la capa externa del conductor estd conectada a tierra, éste
posee potencial cero en toda su superficie lo que provoca que solamente exista la carga
negativa anteriormente calculada. Por lo tanto, volviendo a usar ley de Gauss:

o AL+ (—=22) - 27 RL .
/EdS:q: +(Cmg) 2RL g
€o o

Notar que la conexién a tierra provoca fisicamente una descarga de la capa exterior del
conductor.

c) Para el célculo de potenciales hay que notar que para r > R se tiene que
E=-VV =0= V(r) = cte.

Luego como el potencial es continuo y V(R) = 0 (conexién a tierra) se deduce que

Solucion

Suponiendo una carga @ en la superficie conductora de radio b, entonces el campo eléctrico a
una distancia r del origen sera de la forma:

Ery=-—% —y-© (1—1>

dregr? dteg \b «a

Donde V' es la diferencia de potencial entre la superficie de radio interior y exterior. De esta
manera, se obtiene la capacidad del sistema:
Q  4dmeoab

O:V a—>b

Por otro lado, tomando el caso limite 7 = b en el cual el campo eléctrico alcanza su maximo valor
posible E(r = b) = Ey, se tiene:

b E
Ey = RN Q = 4nb’o = dnb’eoEy = E(r) = 20
€0 "

Luego se usan estos valores obtenidos para calcular la energia del sistema:

@ 2megb’Ef(a —b)

V=36~ .
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Ahora para encontrar su maximo (o minimo):
av 2megFa
db

Luego calculando la segunda derivada:

d*U  2meoEf
a?  a

(3ab2—4b3):O:>b:3Z

2 E? (18a? — 2742
(6ab—12b2):>U”<b:3a>: TEo o<8a 7a><0

4 a 4

Por lo tanto, U (b = %) es maximo, con:

_3a\ _ 2TmeoEja’
v <b B > © 128

Solucion

Se supondra que la esfera conductora de radio R; tiene una carga () —q y que la esfera conductora
de radio R, tiene una carga q. Los campos eléctricos que generan ambas esferas son

Q—q ., = q

El (7“1 > Rl) = er EQ(TQ > RQ) = 47‘(’501"2
1 2

Ta

Donde 7, y 7, son vectores unitarios en coordenadas esféricas con origen en las esferas R, y Rs,
respectivamente. Dado que las dos esferas estan muy alejadas entre si, se considera que el campo
eléctrico de una no afecta sobre la otra, por lo que la energia de la esfera de radio R, es

Ul = % //v/v ‘E1|2d7'

Todo el Espacio

2T w00 Q 2
o — 9 .
= 2/// (471’807”%) 7% sin Odrdfdep
0 0 Ry

(Q—¢q)? [dn
87T€0 T%
Ry

_(@—9)p
N 87T€0R1

2

Andlogamente, se tiene que U; = . Luego, la energia total es

877'6() 2
@-9® ¢
87T€0R1 87T€0R2

Dado que se desea encontrar un minimo o un maximo

dUr 1 Q—q QR
dg  dmeo L R R T = R+ R

Ur=U+U; =

f
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Lo que es efectivamente minimo ya que

PUr 1 [1 1

R B
R1+RJ>

dg®?  4meg
Por lo que la energia minima total estd dada por

@—-a)  _a* _ Q*
87T80R1 87T€0R2 87T80(R1 + RQ)

Umin -

Por lo tanto, los potenciales a minima energia son

[e.9]

Q-7 ¢
= | E ~driiy = -
Vi(R:) / 1(r1)fy - dryfy AmegR,  4meo(Ry + Ro)
Ry
A o q* Q
Vo(Ry) = | E ~dryty = -
>(R2) / 9(19) o + drafs dreo Ry dmeg(Ry + Ro)
Ry

Solucién

Dada la configuracion de la figura, se llamard V4 y Vg a los potenciales de la placa interior y
exterior respectivamente. Dado que inicialmente el ién de masa m y carga ¢ se encuentra en
reposo y es acelerado mediante una diferencia de potencial, se tiene que por conservacion de la
energia

1 1
[]inicial + Kinicial = Ufinal + Kfinal — imviznicial + qwnicial = §mvf2ina| + QWinal

De este modo si Viniciat = 0, Viniciat = Vo, Viinar = 0, se obtiene que la velocidad con la cual el
ion entra a las placas cilindricas es
2qVo
m

v =

Por otra parte, si se supone una densidad de carga o, (a priori desconocida) en el electrodo interior
y se obvian efectos de borde, el campo eléctrico que existe dentro de los electrodos semicilindricos
es el mismo en el que existiria en un capacitor cilindrico completo, por lo tanto por ley de Gauss
para r € |[a, b] se tiene que

o, - 2mal - ol

//E~d§:q:>E(r)~27rrL:

€0 o EoT
Volviendo a analizar el movimiento del ién, si se desea que cumpla un movimiento circunferencia
de radio ¢, su aceleracién en coordenadas cilindricas debe estar dada por
02

0= —ryf*t =ad=——+
To
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Por Newton ) y
nl o a 2Voe
Reemplazando
. 2V,
Elr)=——¢
() ==

Finalmente

r

b
2V b
Vg — Vi = /Odr — 2V, In <a>

Solucion

a) Se supondré conocida la densidad de carga o, de la esfera de radio a. Dada la simetria
esférica y que el conductor de radios b y ¢ esta descargado se tiene por ley de Gauss que

//E-d§:E(7«)-4m2:

0

040% n
eor?
gaa? p
eor?

En resumen

E(r) =

2
dra‘o,

€0 goT?

O<r<a
a<r<b
b<r<ec
T>C

En los intervalos [0,a) U [b, ¢) el campo eléctrico es 0 debido a que en ese espacio hay un

conductor.

Luego dado que el potencial sobre en la esfera es V}, se tiene que

a

c b a
-7 a 2 a 2 a 2 1 1 1
%:—/E-dl:—/‘”f-drf—/().drf—/““f-drf:” (—+ )
gor? gor? gg \¢c b a

o [e.e] Cc

De la dltima expresion

b

eoVo

Oq —

a2 (l_
Cc

=

Dado que esta carga induce las otras cargas de induccién en el otro conductor, se cumple

que
Aralo, = —Anb3 oy,

Ao, = —4ncPo,
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Por lo tanto
CL2 80‘/0
Oy = —750q = —
2(1_ 1,1
b b (c b + a)
b2 80%
Oc = —720-(; =
2(1 _ 1,1
¢ ¢ (c b + a)

Usado lo calculado en la parte anterior se tiene que el campo eléctrico es

e Sirel0,a)Ulb,c)

i}
I
o

e Sir e (a,b]U (e, 00).

00* Vo R
£

B = Qf: 1 1) ..2
Eor LR L
N G AL

o=

El potencial estara dado por intervalos

e Sire(c,00).

[ J
[%2)
=
m
—~
=
e

.
a A A A A a V
V(r)——/aar-drr—/()r-drr—aa = 0

gor? £0C (
C

e Sir e (a,b].

Sire|0,a].

2
Ta0

+ (
€o
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e La conexidn a tierra provoca por definicién potencial nulo en cada punto del conductor,
luego para que esta condicién se cumpla es necesario que cargas negativas suban de la
tierra y anulen la carga que existe en la capa de radio ¢ del conductor. En consecuencia
se tendra o, = 0, con lo cual se cumple que el potencial es nulo en el conductor, ya que
op anula el campo eléctrico es producido por o, (las cuales se mantienen constantes).
De esta forma, el potencial es nulo para cualquier radio r > c.

e El campo eléctrico en ese caso vale

o Sire (0,a)UIb,o00).

E=0
o Sir € [a,b).
= Vo N
E= (l _1 + l) r2
e El potencial en este caso vale
o Sir e [b,o00).
V(r)=0
o Sir € [a,b).
Vo 1 1
o= -
G-F+3)\r 0
o Sirel0,a).

Solucion

La esfera conductora tiene una carga +() que se puede distribuir tanto en su superficie exterior
como dentro de la cavidad interior. Dado que no existe ninguna carga dentro de la burbuja,
la carga que se acumula en el borde de la misma es nula. Luego, la carga +() se distribuye
homogéneamente en la superficie exterior de radio R.

De lo anterior, también se deduce que el campo eléctrico es nulo en cualquier punto dentro de la
esfera (r < R), incluyendo los puntos dentro de la burbuja.

Entonces, el campo eléctrico para » > R puede ser determinado por Ley de Gauss

J[Eds = — B 2
€0 4drreqr?
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Lo anterior implica que el potencial en V(R) es

Q Q

T =
4egr? degR

V(R) = -

o0

Como el campo eléctrico es nulo en todos los puntos » < R, el potencial es constante en todos
los puntos (incluyendo la cavidad) y tiene un valor de V' (R) (valor del borde). Nétese el hecho
que no es necesario una forma esférica para que este andlisis siga siendo valido.

Solucion
a)

Dada la simetria cilindrica del problema, es posible usar la Ley de Gauss. Para encontrar las
densidades de cargas inducidas en las superficies conductoras o, y o} se aplica Gauss para

un r € [a, b] ot
//E_ﬁ.dj’SZQenc:O’a' ma
o o

Por una parte dentro de un conductor siempre E =0, por lo que [[ E-dS =0. Luego se
debe cumplir que

Oq - 2malL
L = 0=0,=0

€0
Como el conductor interior estd cargado con +(, las densidades de sobre sus superficies

deben cumplir que

Oy 2wal + oy - 27 Q = oy b

Analogamente, al aplicar Gauss para r € [c, d] se tiene que

Lo -9l
[ Bt Qromek

€0 €0 2mel

Finalmente como el conductor esta cargado —() se tiene que

e 2mcL+04-27dlL = —-Q = 0,=10

Para determinar el potencial, previamente hay que determinar el campo eléctrico. En base
a lo anterior para r < b se tiene ¢.,. = 0, luego

—

E=0

Para r € (b, c) se tiene gene = @, por lo que

//E_’)-dtgzqench(r)-Qer:Q:>E: @ .

P
€0 €0 2mweorL

Luego para r > ¢ nuevamente ¢.,. = 0 (notar que toda la carga —() se acumula en la
superficie en r = ¢), entonces
E=0
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Entonces tomando el potencial V (r — o0) = 0, se obtiene que

T

vm:—/ﬁﬂ

Para un r > ¢ se tiene que

Para r € [b, ¢] se tiene que

C 7 7

V(T)Z—/E(T>6)-cﬁ—/ﬁ(b<r<0)-7:— _Q Q 1n<c>

2meqrL "= 2meg L r

[e¢] C (&
Finalmente para r < b

c b T b

2megLr - 2meg L

V(r):—/E(r>c)-cﬁ—/ﬁ(b<r<c)~d7—/ﬁ(’r<b)-cflz—/ © dr ¢

o c

c) La diferencia de potencial esta dada por

Solucion

Para iniciar este problema se debe primero intuir como sera el potencial en todo el espacio, para
ello se debe notar lo siguiente:

= La funcién potencial V' (r) es continua en todo el espacio.

= Un conductor es una equipotencial, por lo que en cualquier punto dentro de él la funcién
¢ tendra el mismo valor. Por lo tanto para r € [a,2a] la funcién V(r) valdrd un valor V
constante.

= La Ley de Gauss es ciega, sélo le importa la cantidad de carga encerrada dentro
de la superficie gaussiana que se este tomando (respetando la simetria del problema)
por lo que para r > 2a el campo eléctrico serd el mismo si existiese o no el conductor.
Evidentemente pasara lo mismo parar < a .

Dadas las consideraciones anteriores y la simetria esférica, procedemos a calcular el campo eléctrico
en todo el espacio (para luego calcular el potencial).
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Figura 4.1: Campo Eléctrico para r > 2a Figura 4.2: Campo Eléctrico para r < a

» Para r > 2a.

ﬂf@@z?iﬂ@%ﬁzgzﬂ%ﬁ Q@
0
Q

» Paraa <7r < 2a.

s Parar <a.

3
// Qencerrada — E(T) At — r — E(T) — Qr 7

) goa’

Luego el potencial estara dado por

s Para r > 2a.

degr? dmegr
0 0

wm:/ﬁmﬁ:— ©_ - Y

[e.9]

= Para a < r < 2a. Dado que el potencial es continuo, tendra el mismo valor que tiene en la
frontera para el caso anterior, es decir:

Vir)=V(2
(r) (20 8mega
s Parar <a.
r 2a Q a r Q Q Q( 2 2)
r a® —r
— [ F = — d E(r)d dr | =

/ (r)dr /47r607‘2 r-l—/ (r) 7ﬂ—i_/47T€0a?’ g 8775005—1_ 8meoa®

0 e’} 2a a

=0
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Finalmente el grafico estard dado por
¢(r)
Q

4mepa

8repa

; ;
a 2a r

Figura 4.3: Gréfico de la funcién V (r)

Solucion

a) Usando la geometria del problema, se puede deducir que el campo eléctrico es de la forma
E = E(2)2. En particular cabe notar que como p(z) = p(—z) el campo eléctrico en
un punto z, sobre el eje z apuntard en el sentido inverso en punto —z; de modo que
|E(—2)| = |E(20)] = E(—2) = —E(20)% (ie. existe una simetria del campo eléctrico
con respecto al plano xy). Para encontrar el valor del campo eléctrico es necesario usar la
ley de Gauss tomando un cilindro centrado en origen con tapas de area A. Luego
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e Para |z] <a

E(20)2
A
i"‘—:-_—_-:\:\_} ————————————— - —:‘i,,, S S - Z2=20
________ -
. T
A
—E(z20)2

Figura 4.4: Superficie Gaussiana para |z| < a

Usando ley de Gauss para calcular el campo eléctrico en punto 2y € [—a, a]

// E-d {encerrada
€0
Tapas
1
— p(z)dV
€0

Cilindro
20

2A'E(Zo):i/P0 {exp (—Z;a)—i-exp (Zga)]dz

—z0

Bz) = 22 / exp

280

po [ z—i—a)
— P exp (-
280 L

pod [ ( )
=—|—exp|—
Eo L

o
i exp 3 exp 5

Ahora se puede concluir que E(z) = E(z)2 para 2z € [0,a] y E(z) = —E(z)2
para 2y € [—a, 0], pero dado que E(—z) = —F(29) , se resume que

) == [own (- 25-5) — e (255)]
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e Para |z] > a

E(z0)2
A \\
< y
e oo z2=20
i 7=a
| ; i=-a
S 7= -2
-
—E(20)2

Figura 4.5: Superficie Gaussiana para |z| > a

Anélogo al célculo anterior, se tiene que para un punto z, fuera del bloque macizo se

tiene
// E’ . d_S _ {encerrada
€0

Tapas

a

E(z) = 220/p0 {exp (_z}—a) + exp (Z g a)] dz

a a

:2[);0 /exp(—z—ga>dz+/exp(zga)dz
po | z+a> a (z—a) a
=— |- — )
2 | 5exp( 5 _a—i— exp 5 B
e (5)
=—|l—exp|——F
Eo L 5
Por lo que se concluye que
@ [1 — exp (—Mﬂ Z Zy>a
- €0 )
i {1 — exp (_a)] Z zp< —a
€0 0
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b) La aproximacién dice que d < a por lo que se asumird que % — o0. Para |z| > a, se tiene
que:
) 2 )
E(z) = Pof {1 — exp <_a>} ~ P00
o ) o
Por lo tanto
)
pl,% Zo>a
_, o
E(z) = 5
—pié 20 < —a
€0

Para el caso |z| < a se puede hacer de mas de una forma, una es analizando la expresion

£t =29 [ (21) v ()]
o () -3) (3]

Se tiene que exp <—Z> — 0, por lo que E(zy) — 0. Sin embargo hay que tener cuidado

_ p 20
ya que cuando zy — a~ (en las cercanias del borde), el valor de exp <5> se vuelve muy

grande y anula el efecto anterior dejando E(zy — a) constante (jla aproximacién provoca
que la funcién E(zy) crezca muy rapido en las cercanias de a™!).

El andlisis también en valido para zy — —a por simetria.

Otra forma mucho mas claro para verlo es usar una aproximacién segun Taylor al primer
orden, es decir

) = 5 [ (<25 o (250
<22 [on(5) gonl-5) rem () +om ()
~ o exp 5 + ; exp 5 + exp 5 + 5 exp 5

2po2o ( a)
~ exp | ——
o )

Si examina la expresion, se sabe que el valor zy estd acotado por “a” por lo tanto la expre-

./ o a
sién no puede crecer infinitamente y no puede contrastar el hecho que exp <—5> — 0.

Se concluye que E =0 para z € (—a,a).
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Como ya se vio, los casos interesantes ocurren en los valores zp = a 0 29 = —a, en el
cual aparece una discontinuidad entre los valores de campo eléctrico. Dado los resultados
anteriores, podemos que concluir que el material se comporta como un bloque conductor,
dentro de él se tiene E = 0 y fuera de él se tiene un valor constante (debido a la carga en
sus caras). El término pgd — o corresponde a la densidad de carga superficial en las caras
del conductor. Las lineas de carga se representan en la Figura |4.6]

2
Z=a
wP@ e .
‘ y
I=—a

Figura 4.6: Lineas de Campo perpendiculares al bloque (en azul).

Las lineas de campo poseen esta forma debido a que siguen la direccién del campo eléctrico
(paralelo al eje z). Dentro del conductor no hay lineas debido a que no hay campo eléctrico.

c) Usando de referencia V(z = —a) =V se tiene que la expresién genérica para el potencial
eléctrico es

V(z) = V(—a) = —/E(z)dz = V(z) = —/E(z)dz +W

Analizando por intervalos:

o —a<z<a

N——
—a 0
e 2z >aqa
a z Z S S
V(z):—/E(Z)dZ—/E(Z)dZ—l-Vo:VO_ pLdZZVO—pL(Z— )
_a\ - , J J €o €0
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e 2 < —a
V(z) = —/E(z)dz+%:%—/—pdz:%+m(z—ira)
€o o
—a —a
Notar que el valor del potencial es simétrico con respecto al plano xy en el caso que
|z| > a, ya que se cumple que V(—z5) = V(z0). Lo anterior es intuitivo, ya que el
trabajo de mover una carga desde el origen hasta z; sera el mismo que del origen a
—2p, todo debido a la simetria.

Z4

Figura 4.7: Equipotenciales paralelas al plano zy (en rojo).

Las equipotenciales son las mostradas en la Figura[4.7] estas superficies son planos paralelos
al zy, ya que el potencial depende sélo del valor de la altura z.

Solucion 4.16

a) Se consideran los distintos casos segin la distancia  desde el centro de la esfera interior.

e E(0<r <R
Dado que el cilindro interior es un conductor,

—

E=0

° E(Rl <r< Rg)
Considerando la simetria del problema, se puede hacer uso de la Ley de Gauss:
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Noétese que no hay carga encerrada en el interior de un radio r < Ry, antes de la
densidad de carga. Luego se tiene:

//E-d@—ozwi—o

S

La densidad de carga sobre un conductor puede ser obtenida de

E(R) = “(T:ﬁl)f — o(r=R)=0

° Z?(Z%2‘< r <:}%3)
Haciendo uso de la Ley de Gauss con un procedimiento analogo al anterior, se tendra

que:
17P15'(i§ ::Cgmm
€0

s
2w h 1 r 2w h
//Erd@dz = 8///p0rdrd9dz
0 0 ks 0 0
2 _ p2
omrhE = 27 (r = R3)h
€0
o] Gt
2T€0

o (R3<r <Ry
Haciendo un calculo similar al anterior, pero considerando que como r > Rj3, la carga
encerrada se considerard siempre hasta R3. Luego:

[ £ - 2
€0

S
h

27 R3 27

//Erdﬁdz = l /
€0
0 0 Ry 0

2
i _ ol — Ry
2T€0

h
/ pordrdfdz
0

A

o _ o(r=R4)( =& o ___poU%—RQ
Por otro lado, E(R,) = T( 7)) = o(r = Ry) = BRI
° Z?(Z%4‘< r <:}%5)
Por tratarse del espacio interior entre conductores,

—

E=0
° Z?(Z%5‘< T)

Como en Rj se tiene un casquete conectado a tierra, para r > Rs5 el campo se anulara.
Por lo cual o(r = R5) = 0.
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b) La diferencia de potencial esta dada por la integral de camino del campo entre Ry y Ry:

Ry
AV = —/E-d?
Ry
Ro R3 Ry
= —/E(Rl <r< Rg)dT—/E(RQ <r< Rg)d?"—/E(Rg <r< R4)d’f’
R1 Ry R3
A 2 2 B 2 2
:_/00(7’ _R2>dr—/p0(R3_R2)dr
2req 2reg
R2 R3
Bs R3R2 R4R2 R2
=2 (R/rdr—i-/er—i-/ i Zdr)
2¢e0 r r
2 Ro R3
po (RE—R3 ., <R3> > <R4)
= —— In(—= R — R;)In | —
280( 2 +R2n RQ _'_( 3 2)n R3
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Recuerde que el campo eléctrico dentro de un material conductor siempre es nulo. Luego,
la carga inducida en el borde de la cavidad debe anular a lo que tiene adentro. La densidad
de carga sobre un conductor se distibuye siempre intentando acercase lo mas posible a la
carga que la induce.

» Para la superficie exterior de la esfera, la carga inducida en ese lugar no ve lo que tiene
adentro (efecto conocido como jaula de Faraday).

Indicacion @

= Puede determinar el campo eléctrico en todo el espacio y luego la energia electrostatica
mediante alguna de las férmulas de energia electrostatica.

Indicacién

» Imponga que Q)] y Q5 son las cargas finales de las esferas. El hecho que las dos esferas queden
conectadas por un cable provoca que estén al mismo potencial (ie. f El dl = f Echl) El
a b

problema puede concluirse imponiendo que la carga se conserva, es decir Q1+Q2 = Q| +Q5.

= Para determina la capacidad, asuma cargas ) y —(Q) en las esferas. Con ese dato, determine
la diferencial de potencial entre ellas y concluya el problema.

Indicacion

= Asuma una carga +() sobre el conductor de radio R; y —() sobre el radio R3 por lo
cual puede determinar los campos eléctricos dentro de los condensadores. A partir de los
anterior, determine diferencia de potencial entre 1 y R3. Recuerde que el cable que conecta
los conductores de radio Ry y R4 provoca que ambos estén a igual potencial.
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Indicacién

= El cable Ry es lo suficientemente delgado para que pueda considerarlo como un cable infinito.

= El problema apunta en poder determinar el campo eléctrico. Recuerde que en los conductores
s6lo se acumula carga en su superficie.
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V. Respuestas
Problema Respuestas
— 2 2
Pl 1 e F=-:- 12 ) W=-% o AV=Z
) o=~y
A_pp r <R
E — 2me TTT T>
@ o 0 { 0F r>R
A r
In (— r<R
— 2me R —
@ 4.3 h— 3a U— 277750E§a3
. = = entonces U = ~— 52—
_ _QR — 2 — — Q
P a4 4= 7irhy Unin = Semptinrmy Vi) = Ve(Re) = oo rmy
P s Vg —Va =2V (%)
a) @int = —q, la densidad de carga interior es mayor en los puntos mas cercanos a la
carga.
? b) ¢est = —q, la densidad exterior es homogénea.

4.6 c) (i) ¢int = —q y la densidad de carga no cambia, por otro lado g..+ = ¢ pero la
densidad de carga deja de ser homogénea (ii) ¢;nt = —¢q y la densidad de carga
no cambia, por otro lado ¢t = 4wRV| y la densidad de carga es homogénea.
La conexion a la fuente carga a la esfera.

_ e 1 1 1 1 R3—R}
P a7 U =52 { sk + e [BS (3 — ) - B3RS - B + 2550
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Problema Respuestas
0 O0<r<a Vo 0<r<a
Vo(i—141)
1 1V01 'f' a<7'<b 1C1b1T a§r<b
@) Boy= g U v =g S
r<c T 1 =T C
Vo T ; c (E_‘g/:_%)c
(-pra)e 7 Tty T2
_ eV _ eo Vi _ eo VA
@ s Oq a2(%0_%0+% T b2(%3%0+é)yac_cz %310_,_%)
0 0<r<a (;,‘%OJFA)(%_%) O<r<a
. Vo roa<r<b Vo (11
b) B(r)={ G3+te)r "= viy={ TG asr<b
0 b<r<e 0 b<r<ec
0 r>c 0 r>c
Oq = az(lso_‘%o_i_%)' Op = bz(figo_'_%) yo.=0
P a) Qm' = 4 (Q1+Q2), Q™ = 225 (Q1+Q2), como b > a entonces Q5" > Qfin
4.9
b) O= =
@ 4.10 El potencial al interior de la burbujaes V = %, independiente si es 0 no esférica.
o 2meg L
D) 4.11 C = W fafFa )
a) 0,=0, Ub:%,acz%,ad:()
271'?0[/ ln (%) r < b
Pl a2 b) V() =4 22 m(5) b<r<e
0 r>c
c) V(e) = V(b) = mopIn(§)
a) A= %
_ _—Q . __Q
b) 01 = 5 w7702 = 5t
€) E(r<Ro)=E(Ri <r<Ry)=0;E(Ry <7< Ry)=5-9—p=E(r>Ry)
d) o} = %;0'2 =0
@ a3 B '
e) E(r > R2) =0, en el resto de las zonas el campo permanece igual.
- R
f) V=52 In(§)
__ 2meolL _ Q2 Ry
g) C= ln(%i(l)) U= Ireol ln(ﬁo)
h)y ¢’'=C
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Problema Respuestas
78720(1 + 7472)(13 (a>—7r%) 0<r<a
(P) 4.14 V(r)= 8720& a<r<2a
47\20r r 2 2a
pod {1— xp(—m)]é 20> a
. €0 0
a) E(z) =
2
_ P {1 — exp <_a)] Z z<-—a
30 1)
&62 20> a
_, €0
®| s  b) E(x=) = s
7&2 20 < —a
€0
Vo —a<z<a
) V(x)={ o 2(:—a) z>a
$
Vo+25(24+a) z<-a
0 r < Ry
po(rz—Rg) ~
S Ry <r<R
a) Br) =4 | Ef P
2 e T Ry <1< Ry
P |a.16 0 r> Ry
o(r=Ry) =0, o(r=Ry) = _;70(122371;4122)' o(r=Rs)=0
R3—R3
b) V(Ry) — V(Ry) = —£2 (B2 4 m3in (&) + (83 - B (&)
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Ecuacion de Laplace y Poisson

I. Resumen Teoérico

Ecuacion de Poisson y Laplace

La ecuacién de Poisson puede ser obtenida juntando las ecuaciones [L.7]y de modo que

vy =L (5.1)

€o

En el caso particular de espacios donde p = 0 se tiene la Ecuacién de Laplace

V2V =0 (5.2)

Teoremas de Unicidad del Potencial

Primer Teorema de la Unicidad del Potencial: “La solucién de la Ecuacién Laplace en un volumen
V estd tnicamente determinada si el potencial es conocido sobre la(s) superficie(s) que rodea(n)
el volumen”

Segundo Teorema de la Unicidad del Potencial: “El campo eléctrico esta tinicamente determinado
si da la carga total en cada conductor y el valor de la distribucién de carga en las regiones entre
los conductores”

Método de las Imagenes

El método de las imagenes es una forma de resolver la ecuacion de Laplace y encontrar el potencial
en todo un espacio. El método se basa en el Primer Teorema de Unicidad del Potencial, el
cual presenta que existe un (nico potencial V' (z,y, z) que cumpla la ecuacién de Laplace y las
condiciones de borde dadas. El método busca una situacion “equivalente” en el cual se cumpla la
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CAPITULO 5. ECUACION DE LAPLACE Y POISSON

ecuacion de Laplace y a su vez las condiciones de borde del problema original. Consecuencia del
teorema de unicidad, la solucién V' (z,y, z) del potencial sera la misma. Casos tipicos:

= Carga puntual sobre un plano conductor conectado a tierra.

= Carga puntual entre dos planos infinitos conectados a tierra que forman un angulo 7/n
radianes con n € N.

= Carga puntual en frente de una esfera conductora conectada a tierra, a un potencial fijo 1}
o cargada con carga ().

i Tenga cuidado! No necesariamente debe ser una carga lo que se ponga en frente de las geometrias
anteriormente descritas, por ejemplo, un cable infinito frente un plano conductor infinito conectado
a tierra también puede ser resuelto por el método de las imagenes.

Método de Separaciéon de Variables

El método de separacién de variables se usa cuando el potencial posee una depende dos o mas
variables. En particular, para el caso de dos variables en coordenadas cartesianas se puede asumir
que la solucién de la Ecuacidn de Laplace es de la forma

Vi, y) = X(2)Y(y) (5.3)

Es decir, es posible afirmar que el potencial V' (z,y) que resuelve la solucién de Laplace es el
producto de una funcién dependiente sélo de x y otra sélo de y. Al reemplazar la Ecuacién (5.3
en se puede llegar a que
1 d*°X 1 d?Y 9 (5.4)
X dx? Y dy?
donde a € R. A partir de lo anterior, la soluciones de X (x) e Y (y) estan dadas por
X(x) = Acosax + Bsinax (5.5)
Y (y) = C cosh ay + D sinh ay (5.6)

Donde los valores A, B, C', D y « pueden ser obtenidos a partir de las condiciones de borde del
problema respectivo.

Recomendaciones

= La Ecuaciones de Poisson y Laplace son sumamente poderosas y reduce el problema fisico
de la electrostatica a una ecuacién diferencial.

= El método de las imagenes suele ser algo incompresible en primera instancia y requiere
tiempo para poder comprenderse a cabalidad. El método es poco intuitivo, por lo cual es
necesario que el estudio incluya todos los casos mas basicos. La moraleja del método es:
todo lo que ocurra en una situacién, también pasara en la otra equivalente.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 5.1 ®

Una lamina no conductora coincide con el plano zy.
Las Unicas cargas en el sistema estan sobre la ldmina.
Se sabe que en el semiespacio z > 0 el potencial es
V(x,z) = Vye " coskz, donde V; y k son constan-
tes.

a) Verifique que este potencial satisface la ecua-
cion de Laplace en el semiespacio z > 0.

b) Encuentre la ecuacién para las lineas de campo
eléctrico

c) Encuentre la distribucién de carga sobre la lami-
na.

Problema 5.2 @®

La parte medular de una memoria RAM vy otros dispo-
sitivos semiconductores es la “juntura np"”, que puede
modelarse con la distribucién de carga bosquejada en
la figura, en que la linea punteada representa el plano
x = 0:

+pg si —a<xz <0
plx)=49—py si0<z<a
0 en el resto del espacio

a) Determine la diferencia de potencial entre el
seno de la zona n y el de la zona p (es decir,
entre un punto z; < —a y otro xs > a).

b) Si @ = 300 nm y py = 1200 C/m?, calcule
numéricamente el valor de la diferencia de po-
tencial (considere eg &~ 9 - 1072 F/m).
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Problema 5.3 @®

Considere dos placas paralelas infinitas conectadas a
tierra separadas una distancia 2a, la mitad del volu-
men entre las placas se ha llenado con una densidad
de carga p(z) = 2% mientras que la otra mitad se ha
dejado vacia. Usando la ecuacién de Poisson y Lapla-
ce, determine el potencial en todos los puntos dentro
de las placas.

Problema 5.4 ®

Considere una esfera maciza de radio a con carga
desconocida, la cual se encuentra totalmente inmer-
sa en un fluido que posee una densidad volumétri-
ca de carga con simetria radial dada por p(r) =
—gok?V(r) (r > a) donde k es una constante, g,
la permitividad del vacio y V() el potencial eléctrico.
Experimentalmente se ha determinado que el poten-
cial en el borde de la esfera es V; con respecto al
infinito (V' (c0) = 0) y la distribucién volumétrica de
carga dentro de la esfera es uniforme. Determine la
densidad de carga p(r) y el potencial eléctrico ®(r)
en todo el espacio. Hint: Definir W = 7V (r) puede
ser Uutil.

Problema 5.5 @®

Considere dos placas conductoras cuadradas de lado
a, las cuales forman un pequeno angulo «. Las placas
estan a una distancia d del vértice como se ilustra la
figura y se encuentran una diferencia de potencial V.
Determine la capacidad del sistema.
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Problema 5.6 ®

Considere dos condensadores formado por dos cas-
quetes esféricos conductores concéntricos de radios
Ry,R5,p1,p2 respectivamente. Cada conductor en su
polo sur tiene una pequeiia perforacién para conectar
el casquete inferior (ver figura). Si apropiadamente se
conecta cables a los casquetes exteriores y a los inte-
riores, como se ilustra en la figura, encuentre usando
la ecuacién de Laplace la capacitancia del condensa-
dor entre los puntos Ay C.

Problema 5.7 ®

Considere un plano conductor z = 0, conectado a
tierra y frente al cual se ha colocado una carga ¢ en
el puntox =0, y=0, z=h.

a) Calcule la densidad de carga sobre el plano. Ex-
prese su resultado en funcién de la distancia del
origen a un punto cualquier sobre el plano.

b) Calcule la carga encerrada en un disco de radio
d dibujado sobre el plano conductor con cen-
tro en el origen. jPara qué valor de d la carga
encerrada pro el disco es —17.

c) Calcule el trabajo que es necesario realizar para
llevar una carga g desde v = 0, y =0, z = h
hasta v = 0, y = 0, z = 2h, en presencia del
plano conectado a tierra.

Problema 5.8 @®

Considere un casquete esférico cargado de radio Ry
con una densidad de carga superficial o. Si el centro
del casquete esférico se sittia a una distancia horizon-
tal a y vertical b con respecto a un plano conductor
infinito doblado en 90°. Encuentre la densidad de car-
ga 0, y o, sobre los ejes y bosqueje su forma aproxi-
mada.
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Problema 5.9 &®

Considere una carga puntual ¢, la cual es colocada
en la bisectriz de dos conductores ideales planos que
forman un angulo de 45° grados (ver figura). Si la
carga tiene una una distancia d a los conductores,
encuentre la forma del potencial electrostatico entre
los conductores.

Problema 5.10 ®

Una carga puntual g se ha puesto a una distancia d del
centro de una esfera maciza metalica. Si la esfera se
encuentra conectada a tierra, determine la densidad
de carga sobre la esfera y la carga total inducida en
ella.

Problema 5.11 &® @

Una carga puntual ¢ se ha puesto a una distancia d
del centro de una esfera maciza metalica. Si la esfera
posee una carga neta (), determine la fuerza que siente
la carga q.

Problema 5.12 ®

Considere una esfera metélica de radio R que se en-
cuentra conectada a una fuente a potencial V}. Frente
a ella se coloca un péndulo de largo ¢ atado a una mu-
ralla a distancia d del centro de la esfera. El péndulo
lleva en su extremo una carga puntual ¢ de masa m
que forma un angulo ¢ con respecto a la horizontal.
Despreciando todos los efectos de la gravedad.

a) Determine el médulo de la fuerza electrostatica
que siente la carga.

b) Considere ahora que la fuente se apaga (Vp =
0). Determine la frecuencia de pequefias oscila-
ciones del péndulo si es perturbado débilmente
con respecto a la horizontal.
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Problema 5.13 &®

En un tdnel minero existe un cable que atraviesa toda
su longitud, a una distancia d del techo del tinel. El
tinel puede ser modelado como un cilindro infinito de
radio R, de modo que el cable se mantiene siempre
paralelo al eje imaginario del tlnel. En cierto instante,
el cable adquiere una densidad de carga lineal +\ en
toda su extension.

a) Encontrar una expresién para el potencial
V(r,0) dentro del tunel, en términos de r y 6
(coordenadas polares).

b) Determinar la densidad de carga o(f) en la pa-
red del tdnel.

c) ;Cuadl es la carga total por unidad de longitud
inducida en la pared del tlnel?

d) Cual es la fuerza por unidad de largo que siente
el cable?

Problema 5.14 @

Considere una guia de onda, la cual es una tuberia
metalica de seccién rectangular de ancho a y alto b.
Las placa inferior y laterales estan conectadas a tierra,
es decir, a potencial cero. La placa metalica superior
tiene una tensién periddica de periodo 2“7” (donde n
es un nimero entero), V(z,y = b) = Vjcos(*™x),
Vo da cuenta de la intensidad de la tensidn. Encuentre
la tensién al interior, V(z,y).
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V=W
—IE

Problema 5.15 ®

Se tiene una guia rectangular infinita de lados a y

b, compuesta por cuatro laminas planas conductoras. I

Dos de ellas se conectan a tierra, mientras que en las
restantes existe un potencial contante de valor V;, tal
como se indica en las Figuras.

a) ;Cudles son las condiciones de borde del proble-
ma?

b) Calcule una expresién general para el potencial
entre las placas usando el método de separacion
de variables. Muestre todos los casos posibles e
indique el caso que cumplen las CB. Realice el
calculo considerando que cada lado actta por
si solo y finalmente superponga las soluciones
encontradas. i

V="

Problema 5.16 @® @

Usando el método de separacion de variables, calcular
el potencial V(x,y) en el interior de un recinto plano
como el indicado en la Figura, con las siguientes con-

Yy A

diciones de borde:
V(0,y) =0; V(z,0) = 0;

L

or

r=a
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I1l. Soluciones

Solucion

a) Se debe verificar que el potencial V(z, z) = Voe ** cos kx, cumple la ecuacién de Laplace.
En efecto,

0?V (z, 2) N 0?V (z, 2)
Ox? 02?2
0

0
_ _ —kz1. o . —kz
= 835( Voe "k sinkx) + 62( Voke™ cos kx)

= (=Voe ™ k% cos kx) + (Vok*e ™ cos k)
=0

ViV =

b) En primera instancia, el campo eléctrico para z > 0 es
E=-VV = Voe ¥ ksinkx - & + Voke ™ coskx - 2

Luego las lineas de campo estan dadas por la solucién de la siguiente EDO

dz E, coskx In(| sin kz|)
— =

dix:Eix:sinkw Az) = k e

con C € R.

c) Dado que el plano es no conductor, la lineas de campo deben ser simétricas con respecto
a él tanto para z > 0, como para z < 0. De este modo, el campo eléctrico generado por
la densidad superficial de carga sobre el plano debe ser simétrico con respecto al plano zy.
Luego, usando la condicién de borde sobre la componente normal del campo eléctrico, es
decir

o

Enl - En2 =
€0

donde F,,, = —F», = Vyk cos kx, se tiene que

o = 2e0Vok cos kx

Soluciéon

Consideremos inicialmente el caso r > a, por Poisson debe cumplirse que

V2V = _r)

€0
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adicionalmente como p(r) = —gok?V (r) y hay simetria esférica, entonces la ecuacién anterior se
transforma en

10 ov

= (5| =kV

r2or or

Usando el cambio de variables a V(r) = r~'W (r), la ecuacién se transforma en

7}2; (ﬁ (—r2W(T) + rlaV;@D = kW = 88 <—W(r) + ravg:m) = kW (r)

Volviendo a derivar nuevamente

oW (r) OW(r) O?W (r)
 or + or T or?

0?W (r)
or?

= kW (r) = — W (r) =0

La Gltima ecuacién diferencial tiene por solucién W(r) = Ae*” + Be *", donde A y B son
constantes por determinar. Devolviéndose con con el cambio de variables

1
Vr)= ;(Aekr + Be_kr)

Por condiciones de borde V(r — o0) = 0, es decir, debe cumplirse que A = 0 (el potencial no
puede diverger en el infinito). Por otro lado V (a) = Vj, luego B = Vyaek®, por lo que el potencial
y la densidad de carga para r > a vale

Vi
Y08 k(a—r)

Para r < a existe una densidad de carga uniforme (o constante) la cual se denotard como p, (por
determinar). El campo eléctrico dentro de una esfera de radio a, debe valer

— ¢ enc 4 § o
//E-dS:Q — B(r) Am? = 0 f =P
o 360 380

Dado que no existen densidades de carga superficiales en r = a, el campo eléctrico debe ser
continuo en ese punto. De modo que se cumple que

350%(/6@ + 1)
= T

r

pa 0 (Voaek(a—r))
380 or

= /o

r=a
Finalmente, el potencial para r < a estara dado por

r

Vo(ka + 1)r Vo(ka+1) (r*  a?
V(r)—Voz—/dT:— (2—2>
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Solucion @I

Solucién 1:

Para encontrar la solucién debe usarse la ecuaciéon de Laplace. Se supone a priori que los efectos
de borde del condensador son nulos porque el dngulo « es pequefio (entre mas separadas estén las
placas del condensador el campo eléctrico fuera del condensador deja de volverse despreciable).

Sea ¢ la funcién potencial entre las placas, en el espacio dentro del condensador se cumple la
ecuacién de Laplace VZp = 0, donde p(f = 0) = 0y p(f = a) = V. Por geometria del
problema, el potencial dentro de las placas debe ir aumentando desde § = 0 hasta ¢ = « con una
dependencia dnica del dngulo (en coordenadas cilindricas). Luego

1 9%p
Vip=—-—1=0=¢(0)=A0+ B
Y= (0) +
donde A y B son constantes por determinar. Usando las condiciones de borde, se obtiene que
A=Yy B=0, porlo que
v

0) = —0
pl0) =~
Por consiguiente, el campo eléctrico es
o V
EFE=-Vp=——72>F
ar

conocido el campo eléctrico dentro de las placas, puede despejarse el valor de la densidad de carga
sobre la placa inferior como

—

U:€0E

>
o

—
>
o
SN—
N

Il

|
>
>

Il

|

borde oar ar

La carga total de una placa del condensador es

Q= //adS //_ffovdmd gozvln<dza>

Finalmente, la capacitancia es

Solucién 2:

El condensador de placas no paralelas puede descomponerse en pequeiios condensadores de placas
paralelas en paralelo (Figura [5.1)) . Cada uno de estos pequefios condensadores tiene un ancho
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infinitesimal dz, un espesor a y una separacién de placas x tan «, de esta forma cada pequeno
condensador tiene una capacidad
g0A  ega-dx

dC =
d T tan o

La capacitancia final del condensador de placas no paralelas va a ser la suma infinita de las
capacitancias de todos los pequenos condensadores. Finalmente, dado que « es pequeno tan a ~
a, por lo que se concluye que

C:/dO:/eowda::mln(d—l—a)
ro Q d

Figura 5.1: Division Infinitesimal del Condensador.

Solucién

En primera instancia se puede notar que ambos condensadores siguen la misma geometria esférica,
por lo que bastaria calcular la capacitancia de uno y el resultado seria analogo para el otro. Ademas,
dada las conexiones de los condensadores, el circuito puede ser modelado de forma que se indica
en la Figura .2

Los condensadores C (radios Ry y Rs) y Cy (radios p; y ps) estan en paralelo, por lo que
capacitancia total entre entre Ay C es Cp = C + Cs.

La capacitancia de C (y también la de (), al ser un condensador esférico, depende netamente
de su geometria. Para determinar la capacitancia de un condensador de este tipo debe suponerse
que una diferencia de potencial conocida entre las placas, sin perdida de generalidad se asume
que el potencial en el casquete interior es Vj y el exterior 0. Entre las placas se cumple la ecuacién
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Ci
I
|
o— o
A C
I
|
G
Figura 5.2: Modelo equivalente de los condesadores
V=0

Figura 5.3: Capacitor Esférico ('

de Laplace (ya que no hay densidades volumétricas de carga), es decir

vy-109 (er/) =0=V(r)= —f+B

r2 Or or
Aplicando las condiciones de borde se obtiene que
Vir) = VoR:1 Ry VoRy

N T(RQ—Rl) B RQ_Rl

Luego, el campo eléctrico es

= VoR1Ry
E=-VV = mr
Por lo que la densidad superficial de carga sobre el conductor interior es
e Bl po cVoRs
borde R1( Ry — Rl)

- Q - 1 // _47T€0R1R2
01— _V odS = RQ—Rl

Casquete
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Finalmente la capacitancia total estd dada por

AdregR1 R 47e
Cp = oft1lig i 0P1P2
Ry — Iy P2 — pP1

Solucién 5.7

X

Figura 5.4: Configuracién Original

a) La carga imagen de este problema debe ir a una distancia h bajo el plano, tal como indica
la Figura [5.5]

x

X Q 4
Figura 5.5: Configuracién Equivalente con Carga Imagen

Conocida esa configuracién, se puede calcular el campo que habria justo en la superficie del
plano superponiendo el campo eléctrico producido por la carga mas su carga imagen. Dado
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que la carga ¢ se encuentra en la posicién (0,0, h) y la carga imagen —q en (0,0, —h) se
concluye que el campo eléctrico en un punto sobre el plano xy estard dado por:

q ¥ +yg+(z—h)2  wityj+(z+h)2
Areo | (22 + 2+ (2 — h)2)7 (22 + 12+ (2 + h)?)?

E(x,y,O) =

, = o
Entonces, usando el hecho que en el borde del conductor se tiene que F(z = 07) = —2 se
€0
puede despejar el valor de o:

2m(x2 + y2 + h?)3

o(z,y) =

Conocido ¢ se integra en un circulo de radio d, para ello se usa el cambio de variables de
coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas con r? = 2% + y? y dvdy = rdrdd

2w

d
qh
isco — rdrdf = ———= —
(e //27rrz+h23 Vd? + h? 1
00
Luego si se desea Qgisco = —g se iguala con la expresidn anterior, dando por resultado:
qh q

Y — g =—> = d=hV3
VErre 1772

Para esta parte del problema se debe considerar que cuando la carga es movida una distancia
hacia arriba en la direccién +Z su carga imagen se mueve la misma distancia en la direccién
—2Z. Por consiguiente, si la carga se pusiese en la posicidon 7 = zZ su carga imagen se

encontrard en 7' = —z2, por lo que el campo eléctrico que sentird la carga en ese punto
sera:
- —q 2z2Z q .
E(z) = ;== 52
dmeg (22) 167eg2

Luego, la carga es movida por un agente externo desde z = h a z = 2h bajo la oposicion
del campo eléctrico variable ya calculado, lo que matematicamente resulta como

2h
q q 1 1>
AV = V(2h) — _ 1 4 o
V=V(2h) = V(h) / Tomea2” ™ Tomey <h 2h
h

Finalmente como el trabajo estd dado como W = ¢AV

B q2 <1 1>_ q2
"~ 16meg \h  2h/)  32meoh
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Solucion

El problema nos presenta la siguiente configuracién:

+o

af--------

Figura 5.6: Plano rectangular frente a una esfera

En primera instancia, y haciendo un anélisis sélo en el plano xy, se tiene que V2V =0, V(z,0) =
V(0,y) = 0 para z,y > 0y que V(||(x,y)|| — oo) = 0. Ahora, el problema equivalente que
sigue las mismas condiciones anteriores es mostrado en la Figura |5.7|

\
\
\
\
\
\
\
\
|
|
}
\
_*_______
S
!
\
\
\
\
\
\
|
|

Figura 5.7: Configuracién de las Imagenes

En ambos casos tanto el potencial eléctrico como el campo eléctrico, tendran el mismo valor para
los puntos que cumplan z,y > 0. La configuracién de imagenes estan dada por 3 esferas de radio
R (una con carga 4o y dos con carga —o) ubicadas como se muestra en la Figura . Para un
manto esférico de radio R y densidad o se puede determinar el campo eléctrico generado por ley

A0
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de Gauss de la siguiente forma:

o e 47 R? . oR?
/E.dszq — E(r) 4’ = =2 — F=T0
€0 €0 EoT

Dado que todas las esferas estan descentradas, la forma general para determinar el campo que
generan sera

- oR*(7F—T)

) S Y
60’7_')— 7:;’3
dénde 7 es la posicion donde se desea conocer el campo y 7; es la posiciéon donde se encuentra
el centro de la esfera. Para el problema se tiene que 7} = (a,b), 7™ = (—a,b), 73 = (—a, —b)
y 7y = (a,—b), y que 7 = (z,y). Usando el principio de superposicién se tiene que el valor del
campo es

O’R2 4 (_1)1'—1(7:'_ 7:;)

Bl = =
3o :aR2 (x —a,y —b) B (z+a,y—0)
E( 7y) £o <((x_a)2+<y_b)2>g ((x—i—a)Q—i—(y—b)?)%
(xr+a,y+0b) B (x —a,y+0) )
((a:+a)2+(y+b)2)% ((x—a)2+(y+b)2)%

En particular en los ejes x e y se tiene que el campo eléctrico es, respectivamente:

. B 0’R2 (O, —2b) (Ov2b)
E($70) - £o (((l’ _ CZ)2 + b2)% + ((iL‘ -+ a)2 + b2)g>

- _ oR? (—2a,0) (2a,0)
B0y == <<a2 - @ <y+b>2>3>

Finalmente como en el borde de un conductor se cumple que 0 = g F

-7, se tiene que
borde

i _ R (—2a,0) (2a,0) .
W) =0k (<a2+<y—b>2>3+<a2+<y+b>2>%> 1.0

Nlw

= 2a0R? (— ! T + ! 2 )
(@®+(y—0)2)2  (a®+(y+b)?)

Las variaciones de densidad en los ejes se muestran a continuacién (en ambos casos la funciones
0. Y 0y son siempre negativas y tiene sus minimos en los valores de @ y b, respectivamente).
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+0o

Qf--------

oy (x)

Figura 5.8: Variaciones de o, y o, en los ejes

Solucion

En este caso se debe usar el método de las imagenes para reemplazar la esfera conductora. Se
propone una carga ¢’ a una distancia d’, del centro de la esfera como imagen (ver Figura [5.9)).

Figura 5.9: Configuracién Carga Imagen Esfera conectada a tierra

Para encontrar en valor de la carga imagen y del potencial, se determina previamente cual es el
valor del potencial que generan la superposicion de estas dos cargas en el espacio:

L (q ¢
V(r,0) = 4,7
(r,6) dme <7“1 + 7’2>

Por teorema del coseno 7 = /12 + d? — 2rdcosf y ry = /12 + d? — 2rd cos 0, por lo tanto

1 q q
Vi(r,0) = +
(r.0) 4req <\/r2 +d?2 —2rdcos@  \r2+d? —2rd cos 0)
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Ahora tiene que considerarse que V(r = R, 0) = 0, ya que se supone que la esfera esta conectada
a tierra.

R? + d?> — 2Rd cos @
V(R,0)=0—= Ly :—g/:cte.
VR?+d? —2Rd cos b q
De aqui se deduce que, dado que el valor de las cargas es fijo, el lado izquierdo de la ecuacién no
debe depender de 6 ya que para cualquier angulo el cuociente tiene un valor fijo. Se debe escoger

un valor de d’ de tal forma que la expresién de izquierda deje de depender de 6.

Reescribiendo

\/d(%2 +d—2Rcos0)

- = cte.
\/d’(%, +d —2Rcosb)

Para que la expresién anterior deje de depender de 6 (es decir, poder simplificar el factor depen-
. . o . . . . o R?

diente de cos @), se puede elegir d' = d (no sirve ya que implica ¢ = —¢’) o d' = <-. Por lo que

se deduce que ¢’ = —%q que es la carga efectiva de la esfera. La densidad de carga o(f), puede

ser determinada como

o
=0 or

—

o=coE| A=—gVV|_, F=—

borde
r=R

Finalmente la densidad de carga es

R2
o(0) = <R _ 7) !
Am(R? + d? — 2Rd cos 0)2

Como ultimo comentario, cabe mencionar que

2
//0(9)R2 sin 0dfdy = —gq
00

Es decir, la carga total inducida en la esfera es igual a la de la carga imagen.

Nota: Existe mas de un método para determinar el valor de las cargas imagenes en este tipo de
problema. Otra posibilidad, es haber igualado la expresién del potencial para dos angulos distintos
(por ejemplo V(R,0 = 0) = V(R,0 = m) = 0) y despejar los valores ¢' y d'.

Solucion

El problema puede ser analizado de la siguiente forma, suponga que la esfera estuvo inicialmente
descargada y conectada de tierra. Habra sobre la esfera una carga ¢’ (imagen) distribuida en forma
no homogénea sobre la superficie (debido a la presencia de ¢). Ahora, suponga que se desconecta
la esfera y se pone una carga (Q — ¢’ sobre el conductor (de modo que su carga total sea @),
la carga puesta se distribuye homogéneamente sobre la superficie del conductor debido a que las
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fuerzas electrostaticas presentes ya han sido anuladas gracias a la carga ¢’ (visto de otra forma,
esa carga es puesta sobre una superficie equipotencial, por que se repartirad en forma equilibrada
sobre ella). Por lo tanto, el potencial debido a ) — ¢’ sera el mismo que el debido a una carga
puntual de ese valor puesta en el origen, por lo que la configuracién de cargas imagenes es la que
se propone en la Figura [5.10]

Figura 5.10: Configuracion Esfera Conductora Cargada

En conclusién, la esfera de radio R y carga () es reemplazada por dos cargas imagenes ¢’ y ¢”
puestas en = d' y en x = 0, respectivamente. Los valores de cada uno de los términos anteriores
son

) 4R R

2
r=qi g

d

Solucion

a) Para resolver el problema debe colocarse dos cargas imagenes: una carga que anule el
potencial en el borde y otra que lo suba al borde de la esfera, de modo que se cumpla

V2V =0,V(r=R)=V, V(r — oc0) =0.

La primera carga imagen se coloca en la linea recta entre la carga y el centro de la esfera
(el objetivo de esta carga es V(r = R) = 0. La distancia entre el centro de la esfera y Ia
carga es L = \/d? + (%2 — 2dl cos ¢. Sea ¢ el valor de la carga imagen y L’ su distancia al
centro. Se debe cumplir que:

q q
V(A) = _
W= e+ B I+ R)
/
V(B) g d ~0

" dreg(R—1)) | dneo(L — R)
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Figura 5.11: Configuraciéon Carga Imagen Esfera Cargada

Resolviendo para ¢’ y L’ se obtiene:

R R?
/ —- _ L/ _
LA L
La segunda carga imagen debe elevar el potencial en r = R a 1}, luego se debe cumplir:
‘/(]”(R) e q” = ‘/0 e q// = 471'50‘/0R
47T€0R

Con estas dos cargas ¢' y ¢” se cumplen la condiciones de borde (solucién tnica). Finalmente

la fuerza es por Coulomb:
1 aq' qq"
F|= —
Fl= <(L—L’)2 T

b) SiVp = 0 = ¢" = 0, luego |F| = 47350%' La fuerza se descompone en radial

Figura 5.12: DCL al péndulo

y tangencial al péndulo. Dado que se pide pequenas oscilaciones, se usar la componente
tangencial (o normal) de la fuerza

|F | = |F|sin(¢ + 0)
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Usando el teorema del Seno se tiene:
sing  sind sm(7r — (¢ +0)) sin(¢+0)
L 7 d N d

Luego se tendra:

— sin(¢p + 6) = zsingb

d
Fu| = |FI sing

! 1 sin ¢
~ e (L—L')2L
Reemplazando ¢ = —fqy L' = TQ
1 —¢*Rd . 1 —¢*Rd .

Fl|= _

| J_‘ 4rreg (L_RTQ)QLQ sin ¢ 4reg (LQ_R2)2 sin ¢
Ahora X s . '

mle = - sing —> ¢+ — sing___,

dmeg (L? — R?)? dregmdl (L? — R?)?
Sip=x0,sing~ ¢ycosp~ 1. Con la dltima aproximacion se tiene para el valor de L:
L?=d*+1? —2dlcos ¢ ~ d* + (* — 2dl = (d — ()%. Con lo que finalmente se concluye:
2
q° Rd q Rd
T dmegmt((d— 0 — 122 ¢ YE =0z —r2\ dmegmt

w2

Solucion

En este caso se puede usar la ecuaciéon de Laplace dentro de la guia de ondas ya que no exis-
ten densidades volumétricas de carga. Matematicamente el problema puede ser planteado de la
siguiente forma

82\/ 0*V
2
ViV (x,y) = 8:702 e =0

Sujeto a las siguientes condiciones de frontera

V(z,0) =V(0,y) =V(a,y) =0

para0<z<ay0<y<hb.
En este tipo de problemas se usa el método de separacién de variables, es decir, se supone que el

potencial es de la forma V' (z,y) = X (2)Y (y), lo cual implica que

d*X d?y 1 d*X 1 d?Y
2y =y &2 X— e
viv= dx? + dy? 0= X dx? Y dy?
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En este punto se puede notar que las variables estan “separadas”(no hay dependencia entre ellas,
el lado izquierdo de la igualdad depende sélo de x y el derecho sélo de ). Por lo tanto, ambos
lados de la igualdad deben ser iguales a una misma constante, es decir

18X 1d8Y
X de2 Y dy?

Ahora se debe analizar por casos:

n En este caso las soluciones son de la forma
X(x)=Az+ B

Y(y)=Cy+D

Usando las condiciones de borde

V(0,y) =B(Cy+D)=0=B=00C=D=0

En el primer caso C' = D = 0, entonces Y (y) = 0 por lo que V(z,y) = 0. Dado que no
se buscan soluciones no triviales de V' (x, y) ese caso no sirve. Luego V' (z,y) = Ax(Cy+D).

Usando la segunda condicién de borde

V(2,0)=ADz =0=A=00D=0

Nuevamente si A = 0 se obtiene V' (z,y) = 0 por lo que V(x,y) = ACzy.

Aplicando la dltima condicién de borde
V(a,y) = ACay =0

De aqui es directo que A o C' debe ser 0, por lo cual necesariamente se tendrd V' (z,y) = 0.
Finalmente se deduce que este caso no arroja soluciones.

. . 2 . .
. Suponiendo que k = o se tiene que en este caso las soluciones son de la forma

X (x) = Acoshax + Bsinh ax

Y(y) = Ccosay + Dsinay

Usando las condiciones de borde y recordando que coshO =1y sinh0 =0

V(0,y) = A(Ccosay + Dsinay) =0=A=00C=D =0

Nuevamente si C' = D = 0, entonces Y (y) = 0 por lo que V (z,y) = 0. Luego

V(z,y) = Bsinh ax(C cos ay + D sin ay)
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Usando la segunda condicién de borde

V(z,0) = BCsinhar =0= B =00C=0

Nuevamente si B = 0 se obtiene V' (z,y) = 0 por lo que V(x,y) = BD sinh ax sin ay.
Aplicando la dltima condicién de borde
V(a,y) = BDsinhaasinay =0

Nuevamente se tiene que B o D deben ser 0, por lo cual necesariamente se tendra V (z,y) =
0. Este caso tampoco arroja soluciones.

z . . _ 2 . .
. En el dltimo caso, suponiendo que k = —a“ se tiene que las soluciones son de la
forma

X(z) = Acosax + Bsinax
Y (y) = C cosh ay + D sinh ay
Aplicando que

V(0,y) = A(Ccoshay + Dsinhay) =0=A=00C=D =0

Al igual que los casos anteriores, el valor valido es A = 0, de modo que
V(z,y) = Bsinax(C cosh ay + D sinh ay)
Ahora aplicando que

V(z,0) = BCsinar =0=B=00C=0

Nuevamente el valor valido es C' = 0, por lo que la forma general de la solucién es
V(z,y) = BD sin ax sinh ay
Aplicando la condicién de borde
. . nm
V(a,y) = BDsinaasinhay =0 = aa=nmr = a=—, neN
a
Finalmente se deduce este caso si provoca soluciones y son una combinacién lineal de la
forma
— . /nm \ . . /nT
V(z,y) =Y K,sin (x) sinh <y)
a a
n=1

Para encontrar los términos K, es necesario usar la tltima condicién de borde

> b 2
V(z,b) = > K,sin (T:{:) sinh (nZ) = Vj cos (Zx)

n=1
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Ahora se usara el hecho que

a

/ . /nT \ . /mT 0 sin#m
sin (x) sin (x) dr = 0
a a ¢ sin=m

) 2
La expresion anterior debe multiplicarse a ambos lados por sin (%x)
2 . /mT > . (nm . /mm ) nmb
Vo cos (:v) sin <$) = Z K, sin <x> sin <x) sinh [ —
a a = a a a
e integrando en 0 y a (y suponiendo que la integral entra sin problemas a la sumatoria)

a 2 o a b
/Vg cos (Wm> sin <mx) dr = Z K, /sin (mx> sin (mx) dx | sinh (mr)
a a a a a
0

0 n=1

La serie de la derecha tiene puros términos nulos excepto cuando n = m, por lo tanto

Vo/cos (27Tx> sin <mx> de = K,, - % Ginh <m7rb>
a a 2 a
0

a

/cos (QW:U> sin (Wx) dr = _am(cos(wm) — 1) Vn # 2

a a w(m? — 4)

Pero

0

y para n = 2 se tiene:

a

2 2 2

/cos <Zx> sen (Zx) = —% cos® (T) = —% (0082(27r) - COSZ(O)> =0

0
Luego

2Vo  n(cos(mn) — 1)
K, =— Vn # 2
sinh (”gb) m(n* —4) 7

Finalmente

5 X n(cos(mn) — _ /nm \ sinh (2
- ((n(2_)4) : Sm( )(
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

» Plantee la Ecuacién de Laplace/Poisson con el fin de encontrar en primera instancia el
campo eléctrico en todas las zonas.

= Debido a las mismas ecuaciones o a la simetria del problema es facil concluir que para
|x| > a el valor del campo eléctrico es nulo.

» El campo eléctrico es continuo la x = —a, * = a y en x = 0. Una vez determinado el
campo debe integrarlo para encontrar la diferencia de potencial pedida.

Indicacién

= Plantee la ecuacién de Poisson para 0 < x < a y la ecuacién de Laplace para a < = < 2a.

= Una vez determinado la forma de estos potenciales imponga condiciones de borde, las cuales
estanen x =0y = = 2a.

= Adicionalmente, recuerde que el potencial es continuo en x = a y que la derivada del
potencial también es continua en = = a (ie. el campo eléctrico es continuo en la interfase).

Indicacién

» En este caso debe poner siete cargas imagenes (ocho en total), alternando en signo cada
una. Estas ocho cargas forman un octégono de lado 2d.

= Una vez identificadas las posiciones de las cargas y sus valores, usar la definicién de potencial
eléctrico para cargas puntuales.

Indicacion

» La carga imagen en este caso es un alambre paralelo al original. El alambre imagen esta
sobre el eje y fuera del tdnel.

= Conocido el potencial, la densidad de carga puede ser encontrada en forma inmediata de-
terminando la componente radial del campo eléctrico en » = R. En este caso se cumple
0(0) =eoE(R,0) - (—7) .
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= La densidad carga por unidad de largo inducida en el tinel es la misma que la posee el
alambre imagen.

» La fuerza por unidad de largo puede ser obtenida a partir de dF = qu = \Edl

Indicacion

= Se recomienda abordar este problema por superposicion, es decir, como dos guias de ondas
donde tres lados estan a potencial nulo y uno a V5.

= Para aplicar la superposicion es comodo darse dos sistemas de referencias y luego encontrar
su transformacioén para dejar todo en funcién de uno solo.

Indicacién

= Este problema se resuelve de la misma forma el Problema 5.14, con la Unica precauciéon que
es necesario derivar para imponer la tercera condiciéon de borde.
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V. Respuestas

Problema Respuestas

b) z(x):M—kCconCeR.

®

5.1
c) o =2e9Vpkcoskx

a) AV = £od®

€0

b) AV =12 [V].

®

@ ||

o ( 0<z<a
= 3
Viw) { LO%(x—2a) a<z<2a

®

seoV(kat1) r<a Vo — YolkatDirfoa®)
= eigteehcn p5a V)T ke ™ r>a

€ = 20 (422)

O 9

__ 4megR1 Ro 4megp1p2
5.6 Cr= jor— + s
_ —qh
a) U(SL’, y) -

NN
2m(z2+y2+h?)2

@ 5.7 b) Qdisco - % —q, d= h\/g
2
c) W= 32350}1

0. () = 2b0 R? (— - + ! )

(e—a)4+b)3 | ((a+a)2+b2)F
P 5.8
—%a0R? | — ! -
Uy(y) ao ( (a2+(y7b)2)% + (a2+(y+b)2)%
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Problema Respuestas
_qyi—1 R - .
V(w,y,2) = 7S gy donder Fi = (dcot(%),d,0)7% =
P) (d,dcot(g),0), ™ = (—d,dcot(5),0), 7s = (—dcot(g),d,0), 75 =
(7dCOt(%)a 7d7 O)v FG = (*da 7dCOt(%)70)v 7_"7 = (d> 7dCOt(%),0), 7?8 =
(dcot(g), —d,0) y x >y > 0.
2
P _ (r=tr)a __R
® 5.10 o (f) (R +d*—2Rdcos0)3 | I a1
P 5.11 ﬁ 471'50 ((l% + (dj;')2> % donde q/ - q =Q+ qR d' = 72
1 aq’ qq” R?
a) |F|:47TEO <(L—L’)2+ i L=/ +2—2dlcospy L' =1
P .12
b) w— q Rd
(d—0)2 — R?\ 4megmdt
2 2 _92rhsin 2
a) V(T70) - 471'50 In (r2+(17%—+df)bz—§r}(l}§—g) sin0) donde h = %
- A(d2(2R—d
P 5.13 b) o(0) = _27rR(R2+c§272dF)isin0)
C) )\inducido =-A
R—d) »
d) F - 275'60d2)y
n(cos(mn sinh %
P 514 V(x, y) 2V0 Zn 1,n#2 (,,1(274))) Sln ( o lC) ﬁ
n+1
P 5.15 Viz,y) =23, 7n - izrb;@ (sen (222) senh (™2¥) + sen (7"”(3775)) senh <7m(f;y))>
P 5.16 Viz,y)=—->,", % sin(az) sinh(ay), a = W(Z;zaJrl)
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Dipolo Eléctrico

I. Resumen Teoérico

Momento Dipolar

El dipolo eléctrico es una distribuciéon de carga que puede ser continua o discreta. El caso mas
basico de un dipolo eléctrico son dos cargas puntuales +¢q y —¢q separadas una distancia d, el cual
se le asocia un vector p llamado momento dipolar y se define como

7= qdt (6.1)

donde # es el vector unitario del eje que pasa por las dos cargas. £ apunta de la carga negativa a
la positiva.

Para distribuciones mas complejas, el momento dipolar puede ser determinado en configuraciones
discretas como

P=_ari (6.2)
i=1
y en configuraciones continuas

ﬁ:/dq(F’)F’ (6.3)

Potencial y Campo Dipolar

El potencial debido a un momento dipolar estd dado por

—

P
V =
() deers

Mientras que el campo eléctrico esta dado por la expresion

P (3(13'-F)F_ﬁ> (65)

4megrs 72

owsI13ou8ewo04309|g ap S03ansay A soisendoid sewa|qoid
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Torque y Energia de un Dipolo

Un dipolo p bajo la influencia de un campo eléctrico E experimenta un torque el cual tiende
alinearlo con el campo. El torque esta dado por

F=pxE (6.6)

Por otro lado, la energia que posee un dipolo para mantener su posiciéon bajo el mismo campo

eléctrico es .
U=—-p-FE (6.7)

Recomendaciones

» La idea del dipolo eléctrico es poder determinar como se comporta (en una primera apro-
ximacién) el potencial y campo eléctrico que genera una distribucién de carga para puntos
muy lejanos a ella. Todas las distribuciones de carga tienen asociado un momento dipolar
que en algunos casos podria ser nulo.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 6.1 ®

Considere dos esferas de radio b y densidades de carga
PoY —po, las cuales estan dispuestas en el eje z, a una
distancia 2a entre ellas, seglin se muestra en la figura.
Se pide: .

a) Estimar el potencial en el punto (0, L, 0), supo- () Po
niendo L > a,b

2a

b) Si se ubica una carga ¢ en la posicién (0, L, 0),

estime la fuerza sobre la carga. / ”””” Q e

c) Calcule el trabajo necesario para llevar la carga  *
desde la posicién (0, L,0) a (L,0,0).

Problema 6.2 @®

Considere un aro de radio R sobre el plano zy, el cual
tiene una de sus mitades con una densidad lineal de
carga uniforme A (y > 0), y la otra con la densidad
opuesta —\ (y < 0), tal como se muestra en la Figura. 2 L

a) Calcule el momento dipolar del aro y potencial
electrostatico en la aproximacion del campo le-
jano. jCual es el valor del potencial en el plano
xz?. -y

b) Determine el valor del campo eléctrico en el
plano xz usando la aproximacién del campo le-
jano del punto anterior. j Es consistente este re-
sultado con el valor obtenido para el potencial X
en dicho plano?.

c) En general, o sea no necesariamente lejos del
aro, i Cual es el valor del potencial en el plano
xz?
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Problema 6.3 ®

Un dipolo estd compuesto por dos cargas opuestas.
Para modelar un dipolo considere dos esferas macizas
de radios R, de densidad de carga constante respecti-
vamente pg Y —po, las cuales estan conectadas en un
punto (ver figura).

a) Encuentre el campo eléctrico en todo el espa-
cio, use como origen el punto de contacto entre
ambas esferas.

b) Para distancias muy lejanas, jDe que forma de-
cae el campo eléctrico?.

Problema 6.4 &®

Considere dos cables infinitos paralelos con densidad
de carga longitudinal A y —\ separados una distancia
¢ < r, tal como se ilustra en la Figura. Encuentre el
campo eléctrico E(r, 0) y el potencial eléctrico V (r, 0)
a una distancia r > /, en el limite { — 0, A > ooy
M — Q.

Problema 6.5 @®

Considere una barra de largo 2L, la cual se encuentra
sobre el eje x desde x = —L hasta x = L. La barra
posee una densidad de carga A(z) = 2az® donde o
es una constante y una masa M distribuida uniforme-
mente en su largo. En el espacio donde se encuentre la

barra existe un campo eléctrico constante £ = FZ.
a) Determine el momento dipolar de la barra.

b) Sila barra puede rotar con respecto a su centro,

determine la frecuencia con que oscilara la barra

si es perturbada débilmente de su posiciéon de
equilibrio.

132

—Po

Po

esf]



Problema 6.6 @®

Se ha encontrado un asteroide esférico de masa M
y radio R cargado con una distribucién superficial de
carga () = g cos . Con el objeto de estudiar el as-
teroide, se ha enviado una sonda espacial cuya trayec-
toria de acercamiento se encuentra en el plano ¢ = 7,
segln muestra la Figura.

a) Determine el momento dipolar del asteroide.

b) Estime el campo eléctrico que afectara a la son-
da, si ésta se encuentra muy alejada del asteroi-
de.

c) Si la sonda puede modelarse como una carga
puntual @), determine el trabajo que debe rea-
lizar para poder estar una distancia L > R
del centro de asteroide. Considere que la sonda
comienza su viaje en el infinito.

Problema 6.7 ®

Un dipolo de momento dipolar p" = pZ estd coloca-
do a una distancia zy de un plano conductor infinito
conectado a tierra tal como indica la Figura. Determi-
nar el potencial eléctrico en cualquier punto (x,y, 2)
del espacio y la densidad superficial de carga inducida
sobre un punto del plano conductor.

Problema 6.8 @®

Considere un plano conductor infinito conectado a tie-
rra coincidente con el plano zy. Una barra de largo L
yace a lo largo del eje z, de tal forma su extremo in-
ferior se encuentra muy cercano al origen sin tocar
el plano (ver figura). Si la densidad de carga lineal
de la barra es A(z) = az, donde « es una constate,
determine:

a) La densidad de carga superficial o sobre el plano
conductor.

b) El potencial electrostatico para puntos muy leja-
nos del plano, mostrando claramente los térmi-
nos monopolar y dipolar.
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Asteroide

o c(6) =o0pcosH
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Problema 6.9 @®

En cierto lugar del espacio existen dos planetas de
igual masa M y radio R alejados una distancia d > R.
Debido a los minerales que componen los asteroides
estos adquieren una densidad volumétrica de carga
dada por

B ) op 0<O< 3
p0) =) ={ 0 95558

Considere que ambos planetas comparten su eje polar
(ver Figura). Un asteroide de masa m < M choca
con uno de los planetas provocando que este invierta
sus polos. jA qué velocidad chocé el astoroide para
lograr ese efecto?. Desprecie los efectos gravitaciones
por ser mucho menores que los electrostaticos.
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I1l. Soluciones

Solucion

El momento dipolar esta dado por

p= [ g

dénde 7' = Rty dg = RA(p)dy, ¢ € [0, 27|

27 27
p= /Rf - RA(p)dp = /RQ)\(@)(cosgo:f;—i—singog))dgo
0 0
En Z:
21
2l = [ BN (cos i
0
iy 2
= RQ/)\O cos ¢d<p+R2/—)\o cos pdp
O s
=0
En ¢:

27

py| = / R*A(p) sin pdip
0

b 21
= R? / Ao sin pdp + R? / — Ao sin pdy
0 i
= 4R*)\

Con lo anterior se concluye
P = |pal + |y 5 = AR* Mg

La aproximacién del potencial en puntos lejanos es:

donde = 4R?\q7), 7 = (sinf cos ¢, sin O sinp,cosf) y r = /22 + y2 + 22

B 4R\, sin # sin ¢

V) = ey T )
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y

Pero y
tan = — — Sin =
L 7 Va4 y?

2+2 /2+2
tan&zuﬁsinez * y
NZEST R

z
Luego
4\ R? y Ao R%y
V(l’,y,Z): 4 ’ 9 2 2§: 3
ey (a? +y? 4 22)z weo(x? +y? + 2%)2
En el plano xz se tiene y = 0
= V(z,2) =0
Usando el potencial anterior se calcula el campo
E=-VV
5 ov._. ov _~ oV
ox oy 0z
Ao R? 3xy L o2 =242 3xy .
- 5L — sy + 5 <
meo \ (22 +y? + 22)2 (22 4+ y? + 22)2 (24 y? + 22)2
En el plano P, y =0
~ MR 22422 —\oR?
E(z,z) = — 7Y = 7Y
ey (2% 4 22)2 meo(2? + 22)2

El campo es independiente de ¥, por ende el campo eléctrico es constante para un y fijo, lo cual
implica que para cualquier plano paralelo a xz es una equipotencial. El potencial para puntos no

necesariamente lejanos es:
7:’
47r50 / |77 — 7

Donde dg = AN(p)Rdyp, 7 =xi + 22y ' =

Alp)dy
v
(2,2) = 47r50 |(x — Rcos )T + Rsin pg + 22|

2
e
47“50 \/x—Rcosgo) + R?sin®p + 22/ \/(x—Rcosgo)2+R2sin290—l—z2
Ip)

I

Analizando las integrales por separado:
dyp

[1:/
/ \/(x—Rcosgo)z—i-RQsinzgp—{—zQ
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al usar el cambio de variable « = ¢ — 7, da = dyp

0
7 / da
1:
J \/(x+Rcosa)2+stin20z+22

Por otro lado
dyp

27
12:/
x — Rcosp)?2 + R2sin? ¢ + 22
J v @

al usar el cambio de variable @« =7 — ¢, da = —dyp

0
do do I

[2:_/ :/
/ \/(x+Rcosa)2+RQSin2a+22 J \/(x+Rcos&)2+R2sin2a+z2

Con lo que se concluye
V(z,z) =0

Solucion

a) Esimportante notar que el problema carece de simetria esférica (ie. no puede suponerse que
el campo es de la forma E = E(r)#), por lo tanto es imposible determinar el campo eléctrico
usando directamente ley de Gauss. Para abordar el problema es necesario primero analizar
el campo eléctrico que genera una esfera por si sola (independiente del problema actual),
para ello se calculara el campo a una esfera de radio a y densidad de carga homogénea p .

Figura 6.1: Casos de calculo de campo eléctrico parar <ayr > a

Por ley de Gauss r < a (puntos dentro de la esfera):
pr._ pr
P

E-dS=—+=— d E(r)dnr® = - E(r) = =
// S 50///'0 V = E(r)4nr 37" p = E(r) 30 30

€o
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y para r > a (puntos fuera de la esfera)

Lo g 1 s 4 , pa®  padr
E-dS=—=— dV = E(r)dnmr® = = =— E(r) = =
// €o €0 ///,0 (T) i 37TCL P (T) 3607‘2T 3€0|7?|3

En ambos resultados se ha dejado en funcién del vector posicién 7 medido desde el centro
de la esfera, de modo que sea maés facil determinar el valor del campo eléctrico en un punto
para un problema que se tenga mas de un sistema de referencia. Volviendo al problema
original, si se desea calcular el campo eléctrico en punto P arbitrario, existen 3 posibilidades
en el espacio:

e Caso 1: Fuera de ambas esferas
e Caso 2: Dentro de la esfera positiva y fuera de la esfera negativa
e Caso 3: Dentro de la esfera negativa y fuera de la esfera positiva
Para cada uno de estos casos, cada esfera provoca un campo eléctrico en el punto P, por

lo cual hay que usar el principio de superposicion basandose en los resultados ya obtenidos
para una esfera cualquiera.

e Caso 1

Fuera de ambas esferas se tiene la siguiente configuracién que se muestra en la Figura
6.1l

P

Figura 6.2: Campo Eléctrico para un punto fuera de ambas esferas

En este caso se tiene que el campo eléctrico en el punto P es:

E(P) o pOR3F+ POR?)?:L
N 350’F+|3 350‘77,’3
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Notando ademés que 7, =7 — RZy 7 =7+ RZ por lo que

, pR} ( F—R:  F+R2
E(P) = -
Py =732 (|F—R2]3 7+ R

e Caso 2
De forma parecida al caso anterior se toma un punto dentro de la esfera positiva y
fuera de la negativa, lo que resulta como

E(P) _ pOFJr _ pORi,FL
g0 3Beo|-|?
Luego
= po (- . R? L a
E(P)=— —RZ) — ——— R
e Caso 3

Finalmente el Gltimo caso esta dado por un punto dentro de la esfera negativa y fuera

de la positiva, es decir
- R37 r_
E(P) _ Po _»r—&- . poT
350|T+|3 380

de modo que

o Po R
()= 22 (o D) - (74 2)
b) En este caso hay que hacer un andlisis para distancias mucho mas grandes de R. Para ello
se debe hacer previamente una aproximacion segin Taylor de los términos que componen

la expresién. Es decir,
1 R  2RF- £\

PR3 = (|2 + RP+£2RF-5) 3 = — 1+ — + =0 %
EANGERE

2 2.3
L L 3 o
GEANNPA\GERFE

Dado que se estad estudiando el caso |] > R se obtiene que el segundo término de la
expresién puede ser ignorado (R?/|7]? — 0). Por lo tanto

o poR*[ . (1 3RF-2 L. (1 3RF-2
E= R o+ E) S (P RE) [ - S
%VTZ%W+W5 "+ 12\ 7 ~

Manejando algebraicamente la expresion y volviendo a hacer la aproximacién anterior, se
llega a

. 3 2R? 2.5 3 IR% 5.5
o polt’ [ 2RZ N 6R(r Z)F _ pl [ sz N 6R(T{ z)7q
N A = N

Por lo que el campo eléctrico desciende como 1/73 para distancias muy grandes con respecto
al radio de las esferas.
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Solucion

En primera instancia, hay que determinar el campo eléctrico y el potencial que genera un cable
infinito con densidad lineal A en el espacio. Suponiendo que el cable tiene un largo L, se toma
una superficie Gaussiana cilindrica de radio r alrededor de él (Figura [6.3]). Por ley de Gauss se

L

Figura 6.3: Superficie Gaussiana para determinacién del campo eléctrico de un alambre.

tiene \L )
//E-d@zQenc:E(r)-2ﬂrL::>E: 7
€0 €0 2megr
Ahora dado que
= oV A r
E=— = ——F = — In(—
vV 87“ = V(T) 27T€0 t (7“0)

Donde 7y es una constante arbitraria la cual se usa como referencia. Llevando este resultado al

P

ry

0

/ N

+A -2

Figura 6.4: Posicién del Punto P con respecto a los cables

problema, se obtiene por superposicion que el potencial en un punto cualquiera del espacio es

V= A In (7") A n (”) _ A In <T>
2meg 70 2meg 0 2meg Ty
—_— —

Potencial Cable Negativo  Potencial Cable Positivo

Por comodidad se ha fijado la misma referencia ry para ambos cables. Por el teorema del coseno,
se tiene ademas que
r? =7r®+0* + 2rlcosf
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Por lo tanto

A r2 A AN
Vi(r,0)=— In(-L)=- In |1+ (- 2— cosd
(r,6) 4meg t <7~2> dme, t ( + (r) * o )
Dado que se desea analizar para r > /¢, se puede usar un desarrollo de Taylor entorno a 0 de la
funcién f(e) = In(1 + ¢) donde £ = £:

2 83

€
In(1 =e——+—+...
n(l+e)=c¢ 2+3+

Despreciando todos los términos de orden superior, la expresion del potencial puede ser aproximada

a
_)\ECOSG B _Qcos@

Vir,0) = =
(r;0) 2megr 2megr
Finalmente el campo vale
E=-VV = —L(cos 07 + sin 09)
2meqr?

Soluciéon

a) El momento dipolar del asteroide puede ser determinado como
2w
p= // o(0)R?sin 0dfdy- R = oo R® / / cos 0 sin 0dOdp(sin 0 cos pi+sin 0 sin pg+cos H2)
0 0

Por asuntos de simetria las componentes en = e y se anulan. La Gnica componente que
aporta al momento dipolar es z , luego

T 27

1 4
p=0gR*2 / cos? 0 sin 0df / dop = ogR%% - —g(cos3 7 —cos’0) = §00R32
0 0
b) El campo eléctrico que genera un dipolo estd dado por
_ 1 3(p-r)r
E = —
4Aegrs < r2 b
Dado que la sonda se acerca sobre el plano definido por § = 7 este coincide con el plano
xy, se define entonces p como la distancia del centro del asteroide a la sonda. Por lo tanto
_ 1 3(4%aoR32 - pp)pp 4 R3
P ‘ (500 pMm_j%méz_%‘é
Amegpd P> 3 3e0p?
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c) Finalmente, para encontrar el trabajo basta recordar que si la carga se trae desde el infinito
este esta dado por

W = QV(L)

Entonces el potencial que genera un dipolo en L es

4 32 A
SooR°Z- Lp _

0
47T€0L3

V(L) =

Este resultado es bastante interesante, pero es natural pensarlo ya que la fuerza que siente
la sonda apunta en la direccién de z y la sonda se mueve en una plano perpendicular a la
fuerza, luego el trabajo debe ser nulo.

Solucion

Usando el método de las imagenes, se obtiene la configuracion equivalente mostrada en la siguiente
Figura 6.5

zt
—
P
20 !
D e L L e -----# ------------------------------ >
! x
20 !
~—

Figura 6.5: Configuracién Equivalente con dipolo-imagen

El dipolo se refleja de modo que su imagen tiene un momento dipolar —p’ y se encuentra en
2z = —2p. Luego el potencial en un punto ¥ = z& + yij + 22 estd dado por la superposicién del
potencial dipolo y su imagen, es decir

_pT- (w24 yg+ (2 — 20)2) | —pT- (22 4+ yd+ (2 + 20)2)
z

V ) 9 - N A~ A N N
(#:9:2) = reolot + vl + (2 — 20)2° T Aol - 95 + (= + )P

Vdipolo Wmagen
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Viz.y.2) px ( 1 B 1 >

Cdmeg \(22+ 2+ (2 — 20)2)2 (22442 + (24 2)2)2

Ahora, el campo eléctrico sobre el plano zy debe ser de la forma E = E(x,y)Z ya que éste
debe ser siempre perpendicular a la superficie de un conductor, luego basta saber solamente la

derivada segin z de V(z,y, z) para conocer el campo eléctrico que existe sobre un punto en el
plano infinito.

i — 2
(22412 + (2 — 2)2)3 (22442 + (2 + 2)2)2

N —52 - 47T€0

P oV 3px< zZ— 2 z 4+ 2o >

Finalmente, dado que el plano es conductor, se tiene que

B 3pzox

o(z,y) = eoF - 2

#=0 _27r50(x2 +y2 4 22)8
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

s Determine el momento dipolar de la configuracién de cargas.

= Usando lo anterior, determine cuanto el potencial genera ese dipolo sobre los puntos que se
le solicitan en el problema.

= Recuerde que el trabajo puede ser determinado como W = ¢(Vinai — Vinicial)

Indicacion @

Determine el momento dipolar de la barra segtn la distribucién de carga que posee.

Dado que la barra tiene masa M distribuida en forma homogénea, determine el momento
de inercia de la barra.

A partir de lo anterior, determine torque que siente el dipolo debido al campo eléctrico
constante en el cual esta sumergido. Luego, relacione la expresién recién calculada con
7= 14.

Encuentre la ecuaciéon de movimiento de la barra con respecto a 8 y concluya el problema.

Indicacion

= Para enfrentar este problema debe usar el método de las imagenes. La carga imagen en este
caso es otra barra simétrica a la original desde z = 0 hasta z = — L. Tenga precaucién con
la densidad de carga de la barra imagen.

= Una vez encontrada la configuracién equivalente, determine el momento dipolar de la dis-
tribucion y determine el potencial que genera ese dipolo para puntos muy alejados.

Indicacion

= Determine el momento dipolar que tienen los planetas.

» Utilizando lo anterior, determine el campo eléctrico al cual estd afecto el primer planeta
debido al segundo.
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= Conocido el campo eléctrico que afecta al primer planeta, determine el trabajo que realizé
el choque para hacer que éste girard. Recuerde que W = AU.

= El trabajo que adicioné energia al sistema fue debido a la energia cinética que traia el
asteroide. Relacione esto con la velocidad al momento del choque.
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V. Respuestas

Problema Respuestas

a) Vaip(0,L,0) =0
P 6.1 b) F = 2aeeeb’

360L3
c) W=0

a) p'=4\R?*Y, Vyip(z,0,2) =0

@ 2| b)) Fupe,0,2)= —E_——j

meo (22 +22)

c) V(z,0,2) =0

a) 7= (z,y,2)
. _ poR? 7—R2 F+R2
Fuera de las dos esferas: & = §80 (IIF—R2II3 — “F+R£‘|3>
— 3
P 6.3 Dentro de la esfera positiva: £/ = £ ((77— Rz) — HFETHB(F"_ Ré))

Dentro de la esfera negativa: E = = ( Lo (F+ R2) — (F+ Ré))

[[r—R2[|?

b) El campo eléctrico decae como 1/73.

V(’)", 0) _ _ Qcos?

2meor

®

E = — -2 (cos6F + sin 69)

2meqr?

®
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Problema Respuestas

174 _ pz 1 _ 1 ,
6.7 ($a y,z) 4meg ((x2+y2+(2_20)2)§ (Jc2+y2+(z+zo)2)%
" _ 3pzox
O'(xa y) 2wso(r2+y2+z§)%
B w2+y2+L2+L L
6.8 a) o(z,y) = _% |:ln ( N/ SRR ) - \/a:2+y2+L2:|
b) V(r) = oL cost

R

@ 6.9 v= dPO QE;de
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Dieléctricos

I. Resumen Teoérico

Vector de Polarizacion

Dada la composicién de dipolos eléctricos que poseen los materiales, es posible definir el vector
de polarizaciéon P como
5 . 2D
P = lim
AV=0 AV
El cual se define como la densidad de momento dipolar por unidad de volumen dentro de un medio
material.

(7.1)

Densidades de Carga de Polarizacién

La densidad de carga de polarizacion superficial esta dada por

op,=P borde n (7.2)

donde 7 es la normal de la superficie dieléctrica. Por otro lado, la densidad de carga volumétrica

de polarizacién esta dada por o
pp=—-V-P (7.3)

Propiedades Eléctricas de los Materiales
Los materiales dieléctricos pueden ser clasificados de acuerdo a sus distintas propiedades eléctricas.

s Un material lineal es aquel que cumple que en todos sus puntos |]3| = a|E|.
= Un material isétropo es aquel que P =aF.

= Un material homogéneo cumple que « tiene el mismo valor en todos los puntos del material.
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CAPITULO 7. DIELECTRICOS

Ley de Gauss Generalizada

Para incluir el aporte de los materiales en electrostatica se define el vector desplazamiento como
D=eoE+ P (7.4)
En general, si se trabaja con materiales lineales, isétropos y no homogéneos, es posible afirma que
D=¢e(@\E (7.5)

donde (') es conocida como la constante dieléctrica del material. A partir de este nuevo vector,
se generaliza la Ley de Gauss de la siguiente forma

/ 5 . d_g = Qlibre (76)
O equivalentemente en su forma diferencial

6 ’ 5 = Plibre (77)

Energia con Dieléctricos

Como generalizaciéon para el célculo de energia, esta puede ser determinada como

U:; ///E-de (7.8)

Todo el
Espacio

Condiciones de Borde

La condiciones de borde en electrostatica estan dadas por
Elt - E2t (79)
D2n - Dln = Olibre (710)

Recomendaciones

» Es muy importante diferenciar la carga libre con la carga de polarizacién. Por ejemplo, los
conductores sélo pueden tener carga libre en su superficie.

= A veces puede ser algo confuso como determinar la normal 7 de las densidades superficiales
de polarizacion. Recuerde que es siempre la normal exterior, que siempre apunta desde el
dieléctrico hacia fuera.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 7.1 ®

Considere una esfera conductora de radio R, cargada
con (). La cual estd rodeada de un manto dieléctrico
de permitividad ¢ y radio Ry (con respecto al centro de
la esfera), el resto del espacio estd vacio. Determine:

a) El campo eléctrico en todo el espacio.

b) Las densidades de carga libre e inducidas por la
polarizacién en las interfaces (cambios de me-
dio).

c) La diferencia de potencial entre la esfera con-
ductora e infinito. jAumenta o disminuye esta
tensién debido producto a la presencia del
dieléctrico?.

Problema 7.2 ®

Una esfera conductora de radio R flota hasta la mitad
en un medio dieléctrico de permitividad eléctrica ¢ .
La region sobre la esfera es un gas de permitividad
eléctrica €5 . La esfera estd cargada con una carga

igual a ).
a) Calcule el campo eléctrico en todo el espacio.

b) Calcule la densidad de carga libre superficial en
la esfera conductora, y la densidad superficial de
carga de polarizaciéon de ambos medios dieléctri-
cos en la interfaz con la esfera.

c) Si el medio en el cual flota la esfera es agua
(e1 = 79¢p) y el gas que hay sobre ella es aire
(e2 = gp). Obtenga la relacién (en mddulo)
entre la carga total de polarizacion en la interfaz
con la esfera y la carga libre de la esfera, jqué
signo tiene la carga neta sobre la esfera? .
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CAPITULO 7. DIELECTRICOS

Problema 7.3 @

Entre dos placas infinitas paralelas (horizontales) se-
paradas por una distancia 2a hay un campo el eléctrico
perpendicular a las placas, lo que implica una diferen-
cia de potencial V. El espacio entre ellas esta lleno
con un dieléctrico aislante con contante dieléctrica ¢,
hasta la mitad de la altura y de ahi hacia arriba hay
un material aislante con constante dieléctrica 5. De-
termine el valor que debe tener la densidad de carga
libre que hay en la interfaz si se mide que la densidad
de carga total en ese plano interfacial es nula.

Problema 7.4 &

En un condensador cilindrico de radios a y b y de
largo L (> a,b) se han puesto dos dieléctricos tal
como se muestra la Figura. Si el condensador posee
carga +@Q y —(@) en sus superficies y los dieléctricos
poseen permitividades €1 y €2 (g7 < &3), calcule la
fuerza necesaria que hay que aplicar al sistema para
que el dieléctrico de permitividad €; permanezca una
distancia %L dentro del condensador. Considere que
ambos dieléctricos son muy largos y se extienden mas
alla del largo del condensador.

Problema 7.5 &®

Se tiene dos placas conductoras paralelas muy gran-

des, separadas una distancia d. El espacio entre las

placas esta lleno con un material dieléctrico de permi-

tividad e(x), tal que e(x = 0) = 1. Se encuentra que

el potencial electrostatico entre las placas satisface la
ecuacién diferencial
2

a-v de B

= =0
dx2+ dz

donde £ es una constante positiva.

a) El potencial electrostatico V' (z) dentro de las
placas.

b) La permitividad ¢(z).

c) La densidad de carga libre que reside en la su-
perficie conductora a potencial Vj.

152

TVZO

) _
Olibre
&

LVzVo

b

a
—_—>

I

Dieléctrico 1
Condensador L
Dieléctrico 2

e(x)




Problema 7.6 ®

El espacio entre dos discos paralelos conductores de
radio R y separados una distancia d < R es puesto un
dieléctrico no uniforme, de modo que su permitividad
varia linealmente en funcién de la distancia del centro
de los discos

r

e(r) =c¢cop+ (1 —¢c0)5

(1) = 20+ (51 — 20)

. Si los discos se encuentran a una diferencia de po-
tencial Vy:

a) Determine el campo eléctrico, el vector
desplazamiento y las densidades superficia-
les/volumétricas de polarizacién.

b) ;Cuanto vale la capacidad del sistema?.

Problema 7.7 ® @

Un dispositivo de uso frecuente en muchos artefactos
eléctricos de uso diario son los condensadores varia-
bles. Este tipo de condensador posee una geometria
que es facil de modificar mecanicamente, con lo cual
se puede ajustar su capacidad a gusto. Existen mu-
chos disefios de este tipo de dispositivos, un ejemplo
simple e idealizado es el que se muestra en la Figura.
El cual consiste en dos placas paralelas y cuadradas
de largo a y separadas una distancia b. Entremedio de
las cuales se introduce parcialmente un dieléctrico de
permitividad ¢, el cual penetra una distancia x de uno
de los bordes del condensador. Suponga que dispone
de una bateria que da un voltaje Vj, y desea almace-
nar una carga Q* en el condensador. Para ajustarlo,
calcule

a) La capacidad del condensador para un x dado,
despreciando los efectos de borde (i.e. b < a, x)

b) La penetracién x del dieléctrico para el conden-
sador tenga una carga Q* (dado el voltaje de la
bateria Vp).

c) ;Cudl es la fuerza que siente el condensador en
esa posicion?.

d) iCudl es el rango de carga Q* que puede ser
almacenado en el condensador?.
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Problema 7.8 ®

Una esfera dieléctrica de radio b y permitividad de
carga € contienen en un interior una densidad de carga

libre
) opor 0<r<b
p(r)—{ 0 r>b

a) Calcule las densidades de carga de polarizacién
en volumen p, y superficial o, en las zonas don-
de existan.

b) Calcule la energia electrostatica del sistema de
cargas.

Problema 7.9 ®

Tres laminas dieléctricas de permitividades 1, g5 y €3
estan apiladas sobre otra como se indica en la Figura.
El campo eléctrico El forma un angulo 6; con la nor-
mal en la interfase entre los medios 1 y 2. Suponga
que los campos eléctricos permanecen constantes en
magnitud y direccién al interior de cada medio.

a) Encuentre el dngulo 63 que forma el campo E;
con la normal cuando emerge en el medio 3.
Suponga que no hay densidades de carga su-
perficial libre en la interfase entre los medios
dieléctricos.

b) Encuentre la densidad de carga superficial libre
que habria que poner en la interfase entre los
medios 2 y 3 para que el campo Ej; fuera para-
lelo a El.

Problema 7.10 @®

Una esfera dieléctrica se radio a estd uniformemente
polarizada, con un vector de polarizacién P = Fy2
uniforme.

a) Calcule las densidades de carga de polarizacién
(volumétrica y superficial) en la esfera.

b) Calcule la direccién y magnitud del campo
eléctrico en el centro de la esfera.

c) Determine el potencial eléctrico V(r,6) para
puntos r > a.
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Problema 7.11 ®

Dos condensadores cilindricos de radio interior a y ex-
terior 3a, y largo L, han sido llenados con dos materia-
les dieléctricos ¢, y €2 de distinta forma (ver figura). Si
los condensadores son conectados de la forma que se
indica en la figura, determine la capacidad equivalente
entre los puntos Ay B.

Problema 7.12 &®

Un condensador de placas paralelas y area A tiene
una ldmina dieléctrica de espesor dy y permitividad
eléctrica € adosada a una de sus placas. Un espacio
vacio de ancho d; separa al dieléctrico de la otra placa
conductora. La superficie del dieléctrico en contacto
con el vacio estd cargada con una densidad superfi-
cial de carga libre uniforme 0. Esta carga no puede
moverse. Las placas estan conectadas a través de una
resistencia R, tal como se indica en la figura. Despre-
cie efectos de borde.

a) Cuando ambas placas de condensador estan en
reposo, calcule la densidad de carga sobre cada
placa conductora.

b) Considere que la placa de izquierda se acerca al
dieléctrico con una velocidad constante v,. Cal-
cule la diferencia de potencial que genera entre
los extremos de la resistencia en funcién de la
distancia d; y el resto de los datos del problema.
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Problema 7.13 & @

Dos condensadores iguales, planos de placas paralelas
(ancho w, largo ¢ y separacién d), estan conectados
en paralelo a una fuente fem V4. En un cierto tiempo
to, la fuente fem se desconecta de los condensadores
accionando un interruptor S. Posteriormente se intro-
duce un trozo de material dieléctrico en uno de los
condensadores hasta llenarlo completamente.

a) Calcule la carga que es transferida de un con-
densador a otro al pasar de la situacion inicial a
la situacion final.

b) Calcule la diferencia de potencial que existe en-
tre las placas de los condensadores en la situa-
cién final.

c) Calcule la corriente que circula en el circuito en
el instante en el que el dieléctrico llena la mitad
del condensador y se mueve con velocidad .

Problema 7.14 @®

Un largo y sélido dieléctrico de forma cilindrica de
radio a es esta permanentemente polarizado tal que
su vector de polarizacién estd dado por la expresion
P= %Porf.
a) Encuentre las densidades de cargas de polariza-
cion.
b) El campo eléctrico en todo el espacio.
c) Si el cilindro empieza a rotar con velocidad an-
gular w (con respecto a su eje) , determine el

campo magnético en todos los puntos dentro y
fuera del cilindro. [

aSolamente para la Gltima parte de la pregunta es necesario
saber campo magnético
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CAPITULO 7. DIELECTRICOS
I1l. Soluciones

Solucion

a) Dada la simetria esférica del problema, es posible usar ley de Gauss de la siguiente forma

e r <R

/[j'd_S:Q”bre:O:>5:0

Por lo tanto £ = 0 (es un conductor)

o ) <r <R

/ﬁ-d_S:Q|ibre:>D(7‘)-47rr2:Q:>l_j(r)— @ .

= 7
A7rr?
Por lo tanto

I Q
E=-D= z
€ 47r5r2r
o r> Ry

/ D-dS = Qiibre => D(7) - 4717% = Q = ﬁ(r) @ .

- r

" 4mr?
Por lo tanto . 0
E="-D= 2
€0 47r507“2r
b) Las densidades de polarizacién estan ubicadas en
5 o (e—e) @ o o (e—20) @
oa(R1) = P(Ry) - (—7) = —= (=T) = ——+
TpalBr) = PR - (<) = 0 i (o) = -
5 s_(e—e) @ o . (e—&) @
0 = P . = . =
%por(F2) () -7 5 47TR%T " e ArR%
Mientras que la densidad de carga libre es
Ulibre<R1) = D(Rl) T = 47‘(’R%7a T = 47TR%
c) La diferencia de potencial entre el infinito y la esfera es
i fQ T @ @1 1y, @
Vi(Ry)) = [ E-dl = d - (L
1(F) / /47rar2 s / dregr?  4me (R1 Rg) + 4dmegRa
Rl R]_ R2
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En ausencia de dieléctrico se tendria que la tension V5 es
1 1
Q Q < > n Q

47T€0R1 47T€0 E B E 47[’80R2

Vo(Ry) =

Noétese que el dltimo término para ambos potenciales es igual, por lo que el término
que indica cual es mayor es el primer término de la suma, ahora dado que € > &, se

tiene que
1 1 Q (1 1 Q 1 1
cn € YR — 5 5 Vo(R Vi(R
€0>€:>47r50 (R1 Rz)>47T€<R1 R2>:> 2(R1) > Vi(Ry)

El potencial en la esfera es mayor en ausencia del dieléctrico.

Solucion

a) Para r < R se tiene £ = 0 ya que es un conductor. Para > R es necesario usar ley de
Gauss de la siguiente forma

/ D-dS = Qlibre =—> D1 (7) - 2rr? + Dy (r) - omr? = Q

Adicionalmente, dado que por simetria el campo electrlco es completamente tangencial
a la interfase de los medios, se tiene que £y = Ey = E . Luego Dy(r) = e,E(r) y
Ds(r) = eoE(r), por lo que se puede despejar la expresiéon del campo eléctrico para r > R
como

= Q .

E(r)=——%
(7”) 271'7‘2(81+82)T

b) La densidad de carga libre dependerd del hemisferio de la esfera, de modo que para el
hemisferio inferior
€10 N

o= Dyi(r)-n =——F 7
( ) r=R 27TR2(€1 + 52)
y de la misma forma para el hemisferio superior

€20 PN

g1 = ﬁg(r) )

r=R 21 R?(e1 + 62)T "

En cuanto a las cargas de polarizacién, hay que calcular previamente el vector polarizacion

en cada medio . L . B .
D=¢gFE+P=cFE= P=(c—¢))E

De modo que

—

Pl = (61 _80)E: (81——50)@?

271'7’2(81 + 82)
Entonces,

_ (a1—&)@
r=R 2’/TR2(€1 + 62)

(61— &0)@
27TR2(€1 + 52)

Po(—7) = —
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De forma anéloga
(62 — €0)@

TP T orR (e + €2)

Notar el hecho que la normal en el caso de la densidad de carga libre apunta desde el
conductor al dieléctrico y en el caso de la densidad de carga de polarizacién apunta en el
sentido inverso.

c) La carga de polarizacién total estd dada por

1+ e — 2¢ N 39

= 21 R? 2TR?0py = — N —
Qp =2mR°0p; + 21 R 0ps p——— 0

(61 + &2 — 260)@Q N ‘%
(61 + &2)

Q

Luego la carga neta vale

Qneta:Q+QP:Q>O

w

Para iniciar el problema hay que analizar lo que se pide, jqué significa que la carga total en la
interfase sea nula? en la interfase existen tres densidades de carga que viven juntas: la densidad de
carga libre, la densidad de carga de polarizacién del dieléctrico €; y la del dieléctrico 5. La suma de
esas tres densidades superficiales de carga debe ser nula y para ello hay que determinar el campo
eléctrico que existe dentro de las placas conductoras. Dado que las geometrias que componen
este problema son planas, los vectores desplazamiento y campo eléctrico son constantes en cada
medio, es decir 51 =DZ=eFZy 132 = DyZ = e9F52.

Solucién |7.

Olibre

lv v,

Figura 7.1: Condensador con dos medios.
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Entonces, aplicando la Ley de Gauss Generalizada al cilindro de la Figura [7.1] se tiene que
/ D-dS = Qire => D1 A= Dy A= 0lipye - A = 1By — £3F> = Oibre

Adicionalmente,

0

2T Vi
Vo= V(O) = V(20) = — [ E-dl = Biat Baa — By + By =

2a

De las dos ultimas ecuaciones es posible determinar el campo eléctrico presente en el espacio

come 1 Vi 1 Vi
5 5
Ey = < 22+ Ulibre> Ey = (20 - 0|ibre>
€1+ &9 a €1+ &9 a

Ahora, también es posible aplicar la Ley de Gauss tradicional al mismo cilindro de la Figura|[7.1]
donde se obtiene que

~ » ota oa'A
//E-dS:Qtt':El-A—EQ-A:O”'
€0 €0

Noétese el hecho que oyora incluye las tres densidades de carga que existen en z = a, por lo que
finalmente se obtiene

%(51 —52)

Ototal = 0= El = E2 = Olibre = 2

Solucidn

Para iniciar el problema se necesita saber la capacitancia de un condensador cilindrico que posee
un medio con constante ¢; en un interior, de radios a y by de largo H. Para ello se usa la ley de
Gauss para el espacio entre los cilindros (a < r < b).

Sy o Q.
D(r)-dS = D(r)2nrH = E =
ﬁi (r) Q= D)2 Q= 27r€l-7“Hr
Luego
b
Q Q b
AV = - V(b)) = = In | —
V=Vie) = V() 2re;rH o 2me; H . a
Por lo que
. g . 27T€Z'H
AV 1n (g)
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Figura 7.2: Dieléctricos dentro del Condensador Cilindrico

Para lo que sigue del anlisis se debe considerar la Figura [7.2] Se ha puesto el dieléctrico 1 una
distancia z dentro del condensador. La capacitancia de este sistema es equivalente a la de dos
condensadores en paralelo, luego la capacitancia total del sistema es igual a su suma, es decir:

2ne 1z 2meq(L — 2) 27
NORMEIOC
Por lo tanto la energia de ese condensador estd dada por
_ 1@
2C7(z)
Luego, considerando que la carga es constante, la fuerza que ejerce el sistema es

ﬁ 1 A_} Q2 8CT(Z)A
0z \ Cr(z) Z_QCT(z)2 N

Cr=C1+Cy = ) ((e1 —€2)2z +e2L)

- 1
Fsist =-—-VU = _iQZ

Reduciendo la expresion a

ﬁsist = iQQ In <b> i z
4r a)((e1 —e2)z 4+ eaL)?
Noétese lo siguiente, como £; < ¢e5 la fuerza que efectla el sistema apunta en el sentido de
negativo de z, por lo que el dieléctrico 2 intenta expulsar al dieléctrico 1 del condensador. En
efecto, este resultado es consecuencia de que el sistema busque su minima energia, la se obtiene
con el condensador completamente lleno del dieléctrico con constante 5. Por lo tanto, para poder
introducir el dieléctrico 1 una distancia z = %L dentro del condensador se debe aplicar una fuerza
del mismo valor en el sentido contrario a la que se siente en ese punto, es decir, la fuerza buscada

vale
Q2 ] b €y — €1 L
=——In|-|————2
Z:%L w2 a (81 + 62)2
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CAPITULO 7. DIELECTRICOS

Solucion

a) Se debe encontrar el valor de V'(z), sabiendo que el potencial cumple la siguiente condicién
d*V
() , V)
dx? dx
Con k >0y 0 < x <d. Paraello se asume que la solucién de la EDO es V(x) = Ae** + B

con A, B y « constantes no nulas por determinar. En efecto, reemplazando la solucién en
la ecuacién anterior

d*V (z) dV(x)
k
dx? + dx
De la ecuacién anterior se obtiene

=0

= Aa”e™ + kAae™ = Aae™(a+k) =0

a=—k

Luego, la solucién se transforma en V(z) = Ae *® + By las otras constantes pueden ser
despejadas con las condiciones de borde

V(0)=0=A+B=0=—A=-B
V(d) =Vy= Ae "+ B=YV,

Despejando A y B de las ecuaciones anteriores

Vo
A —
e~kd — 1
Vo
B=—
e~kd _ 1
Finalmente la solucién es ( i )
Vole ™ —1
Vv = —

b) Dado que se conoce el potencial, es posible conocer el campo eléctrico dentro de las placas

— d (Vole ™ —1 Voke ke
E=-VV=—— M p=-2
dx ekd — 1 ehd —1
Asumiendo que el material es lineal, isétropo y no homogéneo se tiene que
= = Voke ™

D =¢(x)E =¢(x) - e

Dada la ausencia de carga libre dentro de las placas

.- d
V-D=0= %(5@)6_”) =0 = c(x)e ™ =C
Usando la condicién de borde e(z = 0) = ¢ = C' = &1 por lo tanto
e(z) = e

c) La densidad de carga libre en la placa a potencial V; dada por o, = D-n

e de modo que

r=

ko Voke ke kVo

o=t Tt (F) =gy
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Solucion

a) La capacitancia de un condensador de placas paralelas es

€A
S d
donde ¢ es la permitividad del medio que lleva dentro el condensador, A es el area de las

placas y d es la separacién entre ellas. Si un dieléctrico se pone parcialmente una distancia
x en el condensador, se forman dos condensadores en paralelo, de capacitancia

C

eaxr

_ eoala — )
Cl - b ) 02 - b

Por lo que la capacitancia total (condensadores en paralelo) es

CT = Ol + CQ = %(637 + (CZ — .73)80)

b) Por otro lado, se tiene que la definicién capacitancia es
_ 9
AV

Por lo que si el condensador estad conectado a una bateria de voltaje Vj y tiene una carga
Q" se cumple que

C

a * 1 *b
CT—b(ex—i—(a—x)eo)—%:Mv—g_go (%}—m)

d) Dada la dependencia @) = Q(x) se tiene que la carga varia en el rango = € [0, a], si se usa
la parte anterior, se obtiene que

a

Qz) = ~((e — e0)z — £0a)

lo cual es una funcién lineal, y como € > ¢ se tiene la funcién Q(z) alcanza su minimo en
x =0y su maximo en z = a. Por lo que

2 2
= Q) < = Q=)

Noétese que fisicamente esto significa que el condensador alcanza su minima carga vacio y
su maxima carga lleno de dieléctrico.

Q(r =0)

Solucion

a) Calcular las densidades de carga de polarizacién en el espacio. Para resolver este problema
es necesario dividir en dos areas, un radio menor y mayor al radio de esfera b.
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e 1 > b se tiene que hay vacio por lo tanto no existe el vector polarizacion.

e r < b, de acuerdo a la ley de Gauss

//ﬁ-dfgz///pordv

Q

D(r) - 4mr? = 47?,00%
2
D=
Por lo tanto )

= L VLEIN

E=—

4e "

Utilizando P = D — 5OE se obtiene

ﬁ . (8 — 60)p07ﬂ2f
4e

Luego, la densidad de carga de superficial polarizacion es

Op = P ﬁ|r:b

_ (e —c0)pob?
4e

y la densidad volumétrica polarizacién es

pp=—V- p
10
=)
10 ((e—e0)por!
By
1 (e — &9)por?®
e
_ —(e — €0)por
£

b) Para calcular la energia electrostatica del sistema de cargas es necesario encontrar D y F

para un r > b.
//ﬁ-dgz///pordv
b4

Q

D(r) - 47mr* = 47rp0z

A

A pob4
D =
4r2
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Entonces,
_ pob4

A

4807”2
Ya con esto es posible encontrar la energia del sistema en todo el espacio

:; ///ﬁ-ﬁdv

Todo el
Espacio

co 2w W

_ ; / / / D(r) - E(r)r® sin §d8dipdr

0
1 b 27 w . oo 21w
:Z///Dwamﬁmwwwm+2///iW%EUTwﬁﬁwm
0 0 b 0 0
1 b 2w 1 oo 2 w b4 b4
///porporQsm@dest'r’jL///popo r? sin Odfdpdr
4 2 r2 4egr?
00 0 b 0 0

b

2 218 1.2
€Po 6 €0p~b r
=2 d —d
i 1652/T "t 62 /7“4 "
0 b

Te  &o

Solucion

a) Para encontrar la carga que se transfiere de un condensador a otro, comenzamos
buscando la carga del sistema completo.
Se considera que la capacitancia de un condensador de placas paralelas estad dada por
A
C=—
d
Luego si inicialmente el sistema se encontraba sometido a un voltaje Vj, la carga total
sera la suma de la carga de ambos condensadores, pero como estos eran iguales

14
Qtot = 2CVO =2 (Eodw> VO

Por otro lado, se calcula las cargas en cada condensador en el tiempo final, ¢¢. Para

esto es necesario notar que en t; una de las capacitancias se habrd modificado de

modo que
elw golw

Q= =7y
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Al estar en paralelo, éstos se encuentran a la misma diferencia de potencial

Q1 Qo Qo
V = V _— = — = —
f1 f2 = e = (1 3 Ch

Pero como la carga total debe conservarse
C €
Quou= Qi+ Qa= Qs (gt +1) = Q2 (£ +1)
2 €0

Por ende,
_ Qe 2Voesolw
Cede  d(e+e)

Con lo anterior es posible concluir que la carga traspasada es

Q2

Qo 2Voeolw ( £ — 60)
A ey — —
Q Q2 2 d €+¢eo

b) La diferencia de potencial estard dada por

B % _ 2Vheeplw d - 2Vpeg

Ve = = —
! Cy d(e+eg)efw e+¢e

c) Finalmente, para encontrar la corriente cuando dieléctrico se encuentra en la mitad, se
debe calcular la capacidad de sistema para una distancia x cualquiera de penetracién
del dieléctrico, en este caso

ezw gl — x)w
i d

01:

Luego
-1

(2 = Qo (g: + 1)

y como el cuociente

G wlerte(l—2) d  exte(l—x)
CQ N d sgﬁw N 806

2Woeobw (ex 4+ co(f — x 2Voe2(?w
., = V%o ( of ) 00

1
1 =

d ol ) (2200 + (e — 20))

Finalmente la corriente esta dada por

r(eob) 24 _ d@
2 dt o=t dl’

dx

. di
-2

[ —2VpedPuw(e — &)

— (d(2goe TP 50»2) v
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Debido a las condiciones de borde entre medios materiales, el campo eléctrico debe ser
independiente del radio.

= Consecuencia de lo anterior, el campo eléctrico dentro del condensador es el mismo que
hubiese sin el dieléctrico. Con esto se puede determinar facilmente el vector desplazamien-
to y la polarizaciéon dentro del material. Conocida la polarizaciéon es posible conocer las
densidades superficiales y volumétricas de carga.

= Determine la diferencia de potencial entre los discos conductores. Con ello ya puede deter-
minar la capacidad.

Indicacion

= La componente horizontal de E'; deberia ser la misma en todos los medios, ya que Ey; = Fo;.
La componente que cambia de medio en medio es la vertical.

= Para la segunda parte del problema, note que necesariamente en el medio 3 se tendra la
misma componente horizontal del campo eléctrico que en el medio 1, por ende, si se busca
que sean paralelos necesariamente tienen que ser iguales (E; = E3).

Indicacién

= Determine la densidad de carga superficial y volumétrica de la esfera debido a la polarizacion.

» Utilizando las densidades encontradas, use la definiciéon de campo eléctrico para determinar
el campo eléctrico en el centro de la esfera.

= Note el momento dipolar de la esfera es |[p] = PV = P - 3ma® (demdestrelo), con ello ya
es posible determinar el potencial eléctrico para puntos lejanos a la esfera.

Indicacion

= Determine el la capacidad de cada uno de los condensadores por separado.

= Note que debido a la tipo de conexién de los condensadores, éstos se encuentran en serie.

A
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Indicacién

= Encuentre el vector desplazamiento en cada medio para luego determinar la densidad de
carga libre sobre las placas conductoras. Recuerde sobre un conductor ojipe = D bord 7
orae
donde 7 es la normal del conductor.

= Para encontrar el vector desplazamiento puede plantear la ecuacién de Laplace en cada
medio o inspirarse en el Problema 7.3.

= Para determinar la diferencia de potencial de las placas, determine como cambia la carga
en las placas debido a que la distancia d; comienza a disminuir. Podria ser atil notar que
di=—vyyV =RI=R%Y

Indicacién

= Las densidades de carga pueden ser directamente obtenidas a partir del vector polarizacion.

» Use la Ley de Gauss Generalizada para determinar el campo eléctrico dentro y fuera del
cilindro. Note que al ser un dieléctrico no existe carga libre ni dentro ni fuera del cilindro.

= Usando la densidades de carga encontradas en la primera parte del problema, determine
las densidades de corriente que existen en el cilindro. Una vez determinadas, determine el
campo magnético mediante Ley de Ampere.
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V. Respuestas
Problema Respuestas
0 r< R
a) E={ 127 Ri<r<R,
B |1 Tt 7> Ry
b) opo(R1) = =2 285 (Re) = S22 195 ouinre(R1) = 153
c) Vi(Ry) = 4% (R% — R%“) + ﬁ, el potencial en la esfera es mayor en ausencia
del dieléctrico.
0 r<R
a) E =
@ 2 5 27FT2(81+€2)T r>R
) — Q — Q — __(a1—e0)@Q — __(e2—e0)@Q
b) on = w02 = R OPL T T m e OP2 T T )
C) ‘% = %v Qneta = %
(P) 7.3 Olibre = 7‘/0(521;62)
Bl s () e
—kax
a) V(,T) = voéfkd_zl)
@ |75 b) (z) = e1e*
C) g, = ef”;c‘;oil
a) 5%2, 280 + (e1 — 80)%2
P) 7.6 opi(r) = (61— €0) 8, op2(r) = —(e1 — €0) 2, pp = 0.
b) C = %(50 + 261)
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Problema Respuestas
a) CT:%(:EH )e0)
Q
P |77 o) 2= 2o (0 o)
c) F = M t, donde x crece de derecha a izquierda.
d) = < Q2) < &
® | D olr=n= (emgglool (< b) = — {emzpdenr
& b) U= (44 1)
8 Te €0
@ . a) tanfs = %tanel
) b) o, = (e3 — €1)|F1| cos by
a) o, =Pycosb, p,=0
@ |r.10] b)) E(O)=-322
a3 COS
c) V(r,0) = et
P C = sormorte
7.11 D) @)@ | Tl
oodae oodi€e
@ 7.12 a) 1= 7”[2500‘?‘(125’ g2 = 7d16[-)‘rd1250
' Aeegog R
b) AV = Gt e
a) AQ 2V0505w (i—;zS)
2Vpe
P|  [r13 b)) vy = 2
_ 72V052£2w(5760))
o I= (d(ZEOZig(sfeo))Z Yo
a) p, = Fo, Up:_%
. %f r<a
P 714 b)) E-=
0 r>a
c) B(z)=0
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Corriente Eléctrica
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Medios Conductores

I. Resumen Teoérico

Corriente y Vector Densidad de Corriente

La corriente o intensidad eléctrica I es simplemente un movimiento de carga. Matematicamente
se define como la cantidad de carga d() por unidad de area que atraviesa una seccion transversal
de un conductor en un tiempo dt

dQ

[ =+"= 8.1
o (8.1)

Se define el vector densidad de corriente .J como flujo por unidad de area

I://f-d§ (8.2)

También existen densidades superficiales de corriente (ie. corrientes que circulan por superficies),
denotadas como K en la cual se relaciona con la intensidad de corriente como

—

[:/(K'xﬁ)-dl (8.3)

donde 7 es la normal de la superficie por donde circula la corriente.

Ecuacion de Continuidad

La ecuacién de continuidad establece un equilibrio entre la carga que se encuentra circulando y
acumulando en un mismo sistema. Formalmente,

. g 4
V-J+ Y 0 (8.4)
En particular, en estado estacionario se cumple que
ap — —
a—O:V-J—O (8.5)
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Ley de Ohm

Algunos medios conocidos como “Ohmnicos” poseen una conductividad g asociada que relaciona
la densidad de corriente J y el campo eléctrico E' que circula por el medio.

J=gE (8.6)

Condiciones de Borde para J

En estado estacionario, se tiene que la componente normal de vector J es continua en la interfase
entre dos medios de distinta conductividad g, y ¢o.

Jip = Jon (8.7)
Y que la componente tangencial del campo eléctrico es continua entre dos medios

Elt == E2t (88)

Pérdidas por efecto Joule

Las pérdidas por efecto Joule estan relacionadas con los modelos 6hminicos.

P /// 7. Bav (8.9)

Resistencia Eléctrica

La resistencia eléctrica es la cualidad de los materiales para impedir el paso de la corriente. La
resistencia R puede ser determinada por la geometria del material, la cual estd dada por
nA

R
L

(8.10)

Donde 7 es la resistividad, A es la seccién transversal y L el largo del material.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 8.1 ®

Una densidad de corriente, como funcién de la posi- p(#,1)?
cion 7'y tiempo t tiene la forma:

J = O™

VAN

n,
Donde C' y « son constantes. Mostrar que la ecua- ](rj t)
cion de conservacion de la carga se satisface con una

densidad de carga p de la forma:

p=(f +tg)e ot

Donde f y g son funciones por determinar que depen-
den de la posicién.

Problema 8.2 @®

Considere un plano conductor suficientemente grande,
sobre el cual los portadores se mueven con velocidad o
constante ¥ = vyZ. Si inicialmente la densidad de car- o>

ga es Gaussiana p(z,y,t = 0) = poe~*@*+¥*) donde i o o V. o
Po Y « son constantes, encuentre como evoluciona la

densidad de carga en funcién del tiempo p(z,y,t) y

comente como esta densidad de carga cambia con el
tiempo.

Problema 8.3 @

Considere dos esferas conductoras concéntricas de ra-
dios a y 3a. La regién entre a < r < 2a es llenada
con un material de conductividad g, y la region en-
tre 2a < r < 3a tiene material de conductividad g,. ‘Q
Asuma que ambos materiales tienen una permitividad

igual a €¢. La esfera interior se encuentra a un poten-
cial V =V} y la exterior V' = 0. Determine

a) La resistencia del sistema.

b) La densidad superficial de carga en r = 2a. S
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Problema 8.4 ®

Considere un condensador cilindrico de radio interior
a y radio exterior by largo L. La superficie cilindrica
interna del condensador se encuentra a potencial
mientras que la exterior se encuentra a un potencial
nulo. El condensador tiene dentro de él dos materiales
conductores de conductividad ¢; y ¢g». El material con
conductividad g, subtiende un angulo /3 en el conden-
sador, mientras que el otro ocupa todo el volumen
restante. Si el sistema ha alcanzado el régimen esta-
cionario, determine

a) La corriente eléctrica que circula por ambos me-
dios.

b) Determine la resistencia que opone cada medio
al paso de la corriente. Demuestre que el valor
de la resistencia total esta dado por

1 1\ !
- (g3
"~ \r, "R
donde R; y Ry es la resistencia del medio 1y
2, respectivamente.

Problema 8.5 @

Considere un material de resistividad 7 el cual tiene
forma de paraboloide de ecuacién z2 + % = 4z con
z € [21,29]. Si se aplica una diferencia de potencia
Vo entre sus caras planas, determine el valor de la
corriente que circulara por el material.

Problema 8.6 @®

Un semianillo de seccién transversal cuadrada esta he-
cho de un material conductor uniforme de conductivi-
dad g. Encuentre la resistencia eléctrica del semianillo
entre sus caras cuadradas. Utilice las dimensiones que
se indican en la figura.
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Problema 8.7 ®

Considere un circuito puesto a tierra consistente en
dos esferas perfectamente conductoras, como es mos-
trado en la Figura. Los radios de las esferas son a; y as
y la distancia entre ellas es L, donde L > ay, as. Una
mitad de cada esfera estd inmersa en tierra, la cual
posee una conductividad g. Determine la resistencia
total entre las esferas.

Problema 8.8 @®

Entre dos placas conductoras de radio a existe una
barra conductora cilindrica de radio a y longitud L,
permitividad ¢y y conductividad g = ¢o (1 + %) Se
aplica un potencial V} entre las placas.

a) Calcular la densidad de corriente fy el campo
eléctrico E' dentro del cilindro.

b) Calcular la potencia disipada en un disco de es-
pesor e cuyo centro esta situado justo en la mi-
tad del conductor.

Problema 8.9 @®

Un bloque de material conductor en forma cubo de
lado a tiene una conductividad no uniforme dada por
g(z) = L(x + a) y una permitividad ¢, donde g es
una constante. Asuma que la corriente fluye a lo largo
del eje = desde la cara S hasta la cara opuesta S'.
Suponga que potencial eléctrico V' dependiente sélo
de x, y que el valor del campo eléctrico en el borde es
conocido E(z = 0,y, z) = Eyi.

a) Considerando que se ha alcanzado el régimen
estacionario, encuentre una ecuacién diferencial
de segundo orden que describa el comporta-
miento del potencial dentro del cubo. Use lo an-
terior para determinar la diferencial de potencial
entre las caras Sy §'.

Determine la resistencia y la corriente total que
circula entre S y &’ . Encuentre en valor de la
carga () que se acumula en el cubo.
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CAPITULO 8. MEDIOS CONDUCTORES

Problema 8.10 @®

Una esfera metalica de radio a estd rodeada por un
cascarén conductor esférico de radio interior b, don-
de b > a. El espacio entre la esfera y el cascardn
estd lleno de un material cuya conductividad eléctri-
ca g varia la magnitud del campo eléctrico E, con la
ecuacién g = k|E|, donde k es una constante. Una
diferencia de potencial constante V' se mantiene entre
la esfera y el cascarén conductor de radio b. Calcule la
corriente eléctrica y la densidad volumétrica de carga
entre la esfera y el cascardn. Exprese el resultado en
funcién de los datos del problema.

Problema 8.11 @®

Una esfera de radio a se encuentra inmersa en un
medio de permitividad ¢( y conductividad g. Al tiempo
t = 0 una carga eléctrica () se coloca uniformemente
distribuida sobre la esfera.

a) Determine la corriente total en el medio en fun-
cion del tiempo.

b) Calcule la cantidad de energia disipada como
calor durante el proceso de descarga.

Problema 8.12 ® &

Considere un condensador de forma arbitraria, el cual
tiene dentro de él un medio de conductividad g y per-
mitividad 5. Sea R y C' la resistencia y la capaci-
tancia entre los terminales A y B, respectivamente.
Demuestre que
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Problema 8.13 @® @

Considere dos condensadores de placas cuadradas de
lado 2a separadas una distancia 2d. Dentro de ca-
da condensador existen dos medios con constantes
dieléctricas y conductividades, €1, g1 y €2, go. Los
medios llenan la mitad del volumen de cada conden-
sador, pero de una disposicién distinta en cada uno
(ver figura). Despreciando todos los efectos de borde:

a) Para cada condensador determine el vector den-
sidad de corriente J, vector campo eléctrico
y vector desplazamiento D dentro de él.

b) Para el condensador de |a derecha, determine las
densidades de polarizacion y carga libre donde
correspondan.

c) Determine la capacitancia equivalente que for-
man ambos condensadores.

d) Determine la corriente que sale por la fuente y
la resistencia equivalente del sistema.
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Problema 8.14 & @

Considere el circuito mostrado en la figura. El circuito
consta de una fuente de voltaje V, un condensador
cilindrico, un switch que puede cambiar entre las po-
siciones 1 y 2 y una resistencia R desconocida. El
condensador cilindrico tiene largo L y posee un ra-
dio interior a y un radio exterior ¢ (L > a,c). En
el interior del condensador hay dos medios materiales
6hmicos de conductividad constante g; y g2 y per-
mitividad aproximadamente igual a €(. Las posiciones
respectivas de cada material al interior del condensa-
dor se muestran en la figura parte (b). Si el switch
inicialmente se encuentra el posiciéon 1y el sistema ya
ha alcanzado el régimen estacionario, determine

a) El vector densidad de corriente Jy el campo

eléctrico £ dentro del condensador.

b) La carga total de cada placa cilindrica del con-
densador.

c) La corriente que circula por el sistema.

d) La resistencia del sistema.

Si el switch se cambia a la posicién 2 y el sistema
nuevamente ha alcanzado el régimen estacionario.

e) Determine el valor de Ry, tal que maximice la
potencia disipada en dicha resistencia. j Cual es
el valor de esa potencia?. (Indicacién: Recuerde
la potencia disipada en una resistencia puede ser
calculada como P =V - I)
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I1l. Soluciones

Solucion

En primera instancia, debe notarse que

J = pt = p(z,y, t)ved

Luego usando la ecuacién de continuidad se tiene que

Para resolver la EDP anteriormente encontrada, es necesario usar los cambios de variable w =
x4+ vot y u = x — vot. Por regla de la cadena, estos cambios de variable provocan que

9 _owo oo _ 9 0

Oor Ordw Ordu Ow Ou
9 _owo owo | (0 O
ot ot Ow Ot Ou ow Ou

Aplicando estas derivadas a la EDP original, se obtiene que

QUO—p:O:>p:F(u):F(:c—v0t)

ow

La dltima ecuacién muestra que p depende netamente de = —vyt. Finalmente, usando la condicién
inicial en t =0

p(z,y,t =0)=F(x) = poe—a(az2+y2) — plz,y,t) = poe—a((z—vot)2+y2)

La densidad de carga se mueve hacia la derecha en la direccién de aumento x manteniendo su
forma de Gaussiana.

Solucién

a) Cuando los problemas involucren mas de un medio es necesario decir que cada medio tiene
un campo eléctrico y vector densidad de corriente respectivo. En este caso, el medio g, tiene
un campo eléctrico E\(r) y vector densidad de corriente .J; (1), andlogamente el medio g,
tiene un Eg( )y JQ( ). Por condicién de borde, se tiene que el campo eléctrico es tangente
(o paralelo) a la interfase entre los medios, por lo cual se cumple que E, (r) = Es(r) = E(r).
Luego, la corriente eléctrica total que circula desde el cilindro interior al exterior estd dada

por
L

B8 L 27
1://f.d3=//Jl rd9d2+//J2 Yrdfdz
0 0

0
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Por Ley de Ohm J;, = g1 E(r) y Jo = g2 E(r), luego
1
rL(g18 + g2(2m — B3))

Falta relacionar este valor de campo eléctrico con la diferencia de potencial entre los cas-
quetes, por lo que debe cumplirse que

o I (V) Vallowi+ a2n = )
V“‘G/E( = o ag " (o) = i ()

I =qE(r)rBL+ gE(r)r(2r — B) = E(r) =

b) A partir de lo anteriormente calculado, se tiene en forma directa que

Vo In (2)

R=-2—
I L(g18 + g2(2m — B))
Por otro lado
B8 L
BouT BVl In(2)
J1(r)rdfdz = = R = %/
0/0/ O = B~ w(2) T Fal

2

L
=//J2 rdodz = @r — B)ga! :RZZIH@
0

918+ g2(27 — f3))

Finalmente
1 L L(g18 + g2(2m — 3)) 1

B Ry In (1) "R

Solucion

Como la diferencia de potencial entre las caras es conocida, basta encontrar la resistencia que
provoca el material para encontrar la corriente que lo atravesara. Para encontrar en este caso la
resistencia, se divide en trozos infinitesimales el paraboloide, de modo de luego integrar en cada uno
y encontrar la resistencia total. La seccién transversal de un paraboloide es una circunferencia,
luego el trozo infinitesimal es un disco de altura dz y radio r, luego usando la definicién de
resistencia dada su geometria

77L ndz

A 2

En coordenadas cilindricas, 72 = 22 + % = 4z por lo tanto

22
R ndz:mn(@)

A7z 4n 21

dR =

21

182




CAPITULO 8. MEDIOS CONDUCTORES

Solucion

a) De la ecuacién de continuidad y considerando que se ha alcanzado el régimen estacionario,
se tiene

V-J=0

Considerando la ley de Ohm y desarrollando la expresion:

V- (g(z) - E(z)) =0

0 ov
or <9($) : —(%> =0
dg OV o’V
e ar I gm0
@87V+go(:c+a)82v 0

a Ox a Or?
PV v
02  xr+adr

Notese que se ha encontrado la ecuacién diferencial pedida. Para resolverla se toma el

cambio de variable p = %—‘;:

du 1
%+x+au:0
dp _ _ _d = Inpu=—-In(z+a)+C
1 r+a
— = G
r+a
av.
%_I—l—a

— V(z) =CiIn(x 4+ a) + Cy

Para determinar la diferencia de potencial entre S'y S’, se encuentra el valor de C; usando
la condicién de borde dada

Finalmente, al reemplazar Cy, V(z) = —Epaln(z + a) + Cs
V(S) = V(S") = —FEpaln(a) + Fyaln(2a) = Eyaln(2)
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Foa 2

b) Considerando que E= iy g(r) = w, se tiene que
- golx+a) Epa R
a (x—i—a)x Jo Lol

Con esto es posible calcular corriente considerando que el flujo atraviesa un area cuadrada

de lado a:
= ﬂj ds = //gOEodydz = goEya?
0 0
v

Ademas como R = AT, usando el resultado recién obtenido para I y el de AV de la parte
(a), se concluye:
AV Epaln(2) In(2)

R = = =
I !J()EOCL2 Joa

Finalmente, la carga encerrada se calcula usando Ley de Gauss:

/EdS_Qe”C://E dS+// d Qe“

cubo
Eq n
—Eya® + =2a? = (enc
2 €0
coEoa?
- Qenc = - 0 20

Solucion

Asumiendo que el sistema esta en estado estacionario y dada la simetria radial del problema, se
debe cumplir que

—

V-J=—

—_
o5
—~

=

[\

~
~—

1

T Q

Donde C' es una constante por determinar. Usando lo anterior, se procede a relacionar J con F,
de modo que

Por lo tanto

Ahora, para encontrar C' se utilice el hecho que la diferencia de potencial entre los casquetes
esféricos es conocida, luego

b
2
VZ/E-dzzH/:,/Cln N o= B
k a ln(%)

a
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Donde se deduce que
Vi

rln(g)r

Ya teniendo el campo, es directo que la corriente encontrada se calcula como

E =

2T 2T
4k V2
I= // J-dS = / / KE*r* sin()dodyp == / / Tk sin(e)dedgo:%
72 In?( In"(2)

Finalmente, la densidad de carga esta dada por

— e V-E =
p=ro r2In(L)

Solucion

a) Como sistema de referencia se tomara z creciente hacia abajo. Para el condensador de la
izquierda:
Jin=Jo =1 =J=J

(vector densidad de corriente constante en ambos medios). Suponiendo estado estacionario
dentro del condensador
dJ
Vi=0= —=0=.J=A2
dz
donde A es una constante por determinar. Por lo tanto el campo eléctrico en cada medio

esta dado por

= A _ A
Ey=—2 | Fh=—2Z
g1 g2

La constante A puede ser determinada como

d 2d
A A Ad Ad
V(Z:zd)—V(ZIO):—%:_/dZ_/dZI__:>A: ‘/09192
) 5 o 92 g 92 d(g1 + g2)
Por lo tanto
f: Vogi192 .
d(gr + 92)
- Vog2 E Vogr .
- ) 2 —
d(g1 + g2) d(g1 + g2)
[j — 51‘/70922 7 D_’Q e2Vogi
d(g1 + g2) d(g1 + g2)

Para el condensador de la derecha:

Elt:EQt:>51:EQZE
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(campo eléctrico constante en ambos medios). Luego, dado que no hay densidades vo-
lumétricas de carga del condensador

L L E S
V-E:0:>0;:0:>E:02
V4

donde C' es una constante por determinar. La constante C' puede ser determinada como

2d
v
V(z:2d)—V(z:O)z—Voz—/C'dz:C':23
0
Por lo tanto v
= Vo,
E QdZ
7 Vo, > 9V,
=507 =g

= eiVo .. = AL
= —Z = —Z
LY E D ¥

b) Para el condensador de la derecha, se tienen las siguientes densidades polarizacién

op1(z =0) = (g, — 50);/;2 = (e — 80);/;
opi(z =2d) = (g1 — 50)27;2 5= (e — 80);/;
opa(z=0) = (g9 — 50);/25 2= —(ey— 50);/;
opa(z =2d) = 52;/;2 5= (e — 50);/2
Mientras que las de carga libre son
ori(z=0) = 812—;2 5= 51;/;
opi(z =2d) = 512732 5= 51;/2
or2(z =0) = 52;/;2 L5 = 52;/;
or2(z =2d) = 52;/22. 5— 2;/;

186




CAPITULO 8. MEDIOS CONDUCTORES

c) En este caso hay que notar que el capacitor de la izquierda puede ser dividido en dos
capactores en serie, mientras que el capacitor de la derecha puede ser dividido en dos en
paralelo. Usando el resultado conocido de la capacitancia de un condensador de placas

paralelas C' = L , se tiene que:
O — 1 N £12a? N £220°  4da’ee; £1a> N £9a?
= S =
61:11112 —I'_ 524% 2d 2d d(El ‘|‘ 52) d d

Capacitancia de la derecha
Capacitancia de la izquierda P

d) La corriente total que sale de la fuente puede ser determinada integrando los vector densidad
de corriente que pasa por el condensador de la izquierda (.J) y los dos vectores densidad de
corriente que pasan por el condensador de la derecha (J; y J3). Por lo tanto:

]_// %9192dd+//910dd+//920
d(g1 + g2)

Voa? 4 1 1
7= 0a9192< +_|_>
d g1+92 g2 G1

Por lo tanto la resistencia equivalente es

Vi d
R=_9_

I 2 4 1,1
a=9192 (91+92 + g2 + 91>

Solucion

a) Aplicando la condicién de solucién estacionaria en la ecuacién de conservacioén de carga, se
tiene que:

V- T= 100000 = 0= 1) = A = Jir) = 2

ror r
De esta manera, debido a lo anterior, la geometria cilindrica y la continuidad de J (por
condicién de borde), se puede asumir una corriente I = cte circulando por el sistema, con

I://f-d§=/ frdedzzzwLA:IzanAzcte.

Por lo tanto, asumiendo una corriente I en el sistema, se tendra

J=——F= 3 = E, = : E, = p
rea 2nrL YT omrLgy & > 21rLgy "

Donde E; y E5 son los campos eléctricos en las zonas con conductividades g; y g2 respec-
tivamente. A partir de estos campos es posible calcular la diferencia de potencial V entre
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los radios a y ¢

a b a
- _, " I In(¢ In(®
%__/E dF:_/EQ df—/El dr = <n(b)+n<a>>
/ 27TL 92 gl
Y de lo anterior se despeja [
_ 2nlVy . 2nLVogige
= <1n(§) + 111(2)) B g1 ln(%) + g9 ln(%)
92 g1

Finalmente, reemplazando el ahora conocido valor de I en las expresiones anteriores para

J, El, Yy E2 V

= 92 ”

E1 = P 0 T
r(g1In(§) + g2 In(2))

= Vogn

Ey = - 7
r(g1In(§) + g2 In(2))

j: Vog192 P

r(g11n(§) + g2 In(3))
b) Usando el hecho que o = EOE -n, se tiene que en la placa interior, dénde el radio es r = a

2w LVheoga

L =coE — )y = 2malLlo, =
04 = €0l (a) Q TaLa (91 In(£) + g2 In(2))

De manera analoga en r = ¢

2 LVhgi€0
(g1 1In(%) + g2 In(2))

0. = —eobs(c) = Q. = 2ncLo, = —

c) De los resultados anteriores

;o 2V 27LVogigs
(9 | In(d)y c b
(B2 4 2i)y  gIn(f) + g2 In(3)

d) La resistencia, se obtiene del cuociente

R o _ 1 (In(§) N ln(g)
1 2nL \  go )1

e) Aqui primero se debe observar que las resistencias Ry, y R estan en serie. Luego, sea V; el
voltaje en la resistencia Ry, por LVK y LCK se tiene

Vo=I(R+Rr); Vi=IRg

188




CAPITULO 8. MEDIOS CONDUCTORES

Eliminando I de estas dos ecuaciones resulta

- R+ Ry

Vi Vo

A este resultado genérico, de la caida de potencial en dos resistencias en serie con una
fuente se le conoce como “Divisor de voltaje”. Ahora se puede calcular la potencia disipada
en la resistencia R,

V2 RV
P=V]= -1 —__"*20
YT R, (R,+R)?

Ahora, para maximizar la potencia en funcién de Ry,

Sl /g
dR; 0

dP 9 1 2R;,
2nL

- 3>:O:>RL:R:

In(2)
(R+R.)?  (R+Ry) * )

1 (ln(g)
g2 g1
Es la resistencia R; que maximiza la potencia disipada en ella. Y dicha potencia maxima

vale
Vg Vi Lgiga

T AR 2(gi () + goIn(E))

P
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacién

= Recuerde que 7 = r7 en coordenadas esféricas y use la ecuacién de continuidad para despejar
el valor de p. Con ello podré encontrar los valores buscados de f vy g.

Indicacion

= Recuerde que por la simetria del problema J = J(r)? y E = E(r)?. Por condiciones de

-

borde, existe un Gnico vector J(r) entre los cascarones.

= Una vez determinado J es posible determinar la intensidad de corriente. Dado que la dife-
rencia de potencial es conocida, el valor de la resistencia es directo por ley de Ohm.

» En este caso es necesario usar 0 = g9 Fs, — e9F1,. Notese que cada medio tiene su propia
funcién campo eléctrico y que la interfase se ubica en r = 2a.

Indicacion

= Divida en trozos infinitesimales el anillo, para ello use anillos muy delgados de ancho dr y
altura d

= Note que todos los anillos infinitesimales quedan como un conjunto de resistencias en pa-
ralelo.

Indicacioén
= Asuma una carga Q y —(Q) en cada esfera (ambas cargas distribuyen uniformemente debido

a que estan muy alejadas).

= Por simetria y condiciéon de borde, el campo eléctrico es tangencial a la interfase. Luego,
el campo eléctrico es independiente del medio g. Dado esto, determine la diferencia de
potencial entre las esferas.

= Conocido E, es posible determinar J y con ello la corriente que va de una esfera a otra.
Concluya el problema.
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Indicacién

= = JopZ, don 0 un
0 = J = JyZz, donde J; es una
es posible conocer facilmente el campo

» Asumiendo estado estacionario, se tiene que V-
constante desconocida. Luego dado que J = g(2)
eléctrico.

J
E

= Para conocer la potencia disipada es aplicacion directa de la férmula de pérdidas por efecto
Joule.

Indicacion

» La esfera se estd descargando en el tiempo, por lo cual la carga sobre ella es Q(t) con la
condicién inicial Q(t = 0) = Q.

= Integre en un volumen a ambos lados de la ecuacién de continuidad. Use el teorema de la
divergencia para simplificar un lado. Haciendo esto, deberia llegar a una ecuacién diferencial

de Q(t).

= La energia que se disipa es la misma que se necesita para poner la carga )y sobre la esfera
ent=0.

Indicacion 2

» Usando la Ley de Gauss encuentre el flujo de campo eléctrico que saldra de uno de los
conductores.

» Ahora, usando la Ley de Ohm relacione el campo eléctrico con la densidad de corriente y
determine la corriente que sale de uno de los conductores.

191




Rodrigo Chi - Marzo 2017

CAPITULO 8. MEDIOS CONDUCTORES

V.

Respuestas

Problema

Respuestas

o1

Ol @]

E

p(x,y,t) = poe (@0t +v")

a) k= 2il+3g2
P T™agigz
O 8.3 b) o= 3Voeq (91—92)
2a  (g1+392)
a) I = 6t (Bo1 + (21 — B)g2)
_ In(a/b)
b) Rl — LBg1
P 84
Ry = In(a/b)
L(27—f)g2
_ In(a/b)
Rr = 155+ @n—Be)
Pl |85 R=m(2)

@ ||

|§ R= gdlnzrlJr%)
P 5.7 R=g (i +a—1)
a) J = 1850, F = riifymad
D) 8.8 ,
b) P = 7'('a2 [Y?ngo2 In (1 + %)
P ) G+ 19 =0.V(9) ~ V() = Ealn(2)
8.9
b) 1=, Q= —cubp’
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Problema Respuestas
_ 47rkV2 —
@ 810 I - ln( )2' p r2 ln( )
—9¢
a) Q) = Qoe 0
@ |s.11
b) U= 87‘(‘&‘0(1
a) Condensador izquierda:
7 W T - Vi s B Vogz 5 1. _
T = darmbh B = agitmb B = wmta b D = dgaem s D =
caVogr 2
d(g1+92)
gondensador derecha: B
E=Y%z =4z J,=2%: D) = Dy = 2%z
b) Densidades superficiales de polarizacién:
O'pl(Z = 0) = —(61 - 80);%, O'pl(Z = 2d) = (81 — 60)%, O'PQ(Z = 0) =
P 813 —(e2 — 0)35, Tpa(z = 2d) = (62 — £0) 3%
Densidades superficiales de carga libre:
O’Ll(‘f = 0) = 51;%, O'Ll(Z = 2d) = 512‘%, O'LQ(Z = 0) = 52;%, ULQ(Z = 2d) =
—€254
No existen densidades volumétricas de carga de ningtin tipo.
2 2 2
Q) Or— flos + af + o
d) R= !
) 29192 (i +5+2)
7 Vogig A
a) J = e/t w7
g A
.| rememtaEway” e <r<b
E =
Vog1 7Fob<r<ec
(g1 In(c/b)+ga In(b/a))
_ _ 2w LVygae _ _ 2nLVygie
@ 14 P U=9=gnemranwer O = ¢ =~ G/ me7a)
_ 2nLVogig
) = Gmate/moa a7
1 In(c/b) In(b/a)
d) R—m(Tz + = )
1 In(c/b) In(b/a) _ VZnLg1g
e) R = 2L ( g2 + T)’ P= 2(g1 111(60/5)4'912 lzn(b/a))
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Circuitos Eléctricos

I. Resumen Teoérico

Ley de Ohm, Potencia y Asociaciéon de Resistencias

La ley de Ohm aplicada a un circuito eléctrico es
V =RI (9.1)

Debido a las perdidas de potencia en forma de calor que provocan las resistencias esta puede ser
determinada como
V2
P=VI=RI’=— (9-2)

Finalmente, las resistencias pueden ser asociadas en serie o paralelo dependiendo de como se
conecten. En el caso de la conexidon de n resistencias en serie se tiene que

n
Ry, =) R (9.3)
=1
Mientras que para el caso de asociacién en paralelo se tiene que

Ry — (z R%) R (9.4

i=1

Leyes de Kirchhoff

La primera ley de Kirchhoff senala que: la suma de las corrientes que entran en un nodo es igual
a la suma de las corrientes que salen de él.

Sh=L+IL+13-+1,=0 (9.5)

i=1
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CAPITULO 9. CIRCUITOS ELECTRICOS

La segundo ley de Kirchhoff sefiala que: la suma de las diferencias de potencial eléctrico en una
malla cerrada siempre debe ser nula.

Z‘/;:Vl‘i‘VQ‘i‘%""i_Vn:O (9.6)

i=1

Recomendaciones

= En muchos casos no podra encontrar la resistencia equivalente reduciendo resistencias en
serie y paralelo. En ese caso debe determinar cuanta es la corriente que entra el circuito si
este se conecta a una diferencia de potencial conocida. Finalmente, debe aplicar la ley de
Ohm para despejar el valor de la resistencia.
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Il. Problemas Propuestos

R R,
Problema 9.1 ® o W W
En el circuito de la figura, encuentre el valor de R;
de_ manera que la re.?isterjcia equiv.alen_te entre !as ter- Ré Ro§
minales (donde estd abierto el circuito) sea igual a
Ry.
O
—
Problema 9.2 @® 100 150 A
Una resistencia R se conecta entre los terminales A MW VWYY °
y B del circuito de la figura. Calcule el valor de la
resistencia R de manera que: +|
o - L l20v = 100 =R
a) La potencia disipada en el circuito sea maxima.
Determine el valor de esa potencia.

b) La potencia disipada en la resistencia R sea .
maxima. Determine el valor de esa potencia.

Problema 9.3 @®

Nueve resistencias R de 10 2 estan conectadas como R R R
se muestra en la figura y una diferencia de potencial
20 V. se aplica entre los puntos a y b .

S

a) Calcule la resistencia equivalente de este circui-
to entre los puntos a y b.

b) Calcule la corriente de cada una de las 9 resis-

tencias.
100
@ — W@
Problema 9.4 ® | I
En el circuito de la figura, el amperimetro A registra R 509§
una corriente I cuandos ambos interruptores estan
abiertos o ambos cerrados. Hallar el valor de la resis- 300 Q
|
I

tencia R. AWM ]
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Problema 9.5 ®

Considere un cubo el cual posee en cada arista una re-
sistencia R. Determine la resistencia equivalente entre
dos vértices opuestos Ay B.

Problema 9.6 ®

Encuentre la pérdida de energia en forma de calor en
el circuito de la figura. Demuestre que éste nimero
no depende de la resistencia R, teniendo en cuenta
que inicialmente el condensador de capacidad C tiene
carga Qo y que el segundo condensador se encuentra
descargado.

Problema 9.7 ®

Considere el circuito de la figura. Antes de t = 0,
el switch estd en la posicién 1 por un tiempo muy
prolongado. En t = 0, el switch S es movido a la
posicion 2. Calcule:

a) La carga en el condensador en t = 0, Q(0).

b) La corriente en t = 0 después de que el switch
es movido a la posicién 2, 1(0).

c) La corriente parat > 0, después de que el switch
fue movido a la posicién 2.

d) La energia U almacenada en el condensador en
t=0.
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CAPITULO 9. CIRCUITOS ELECTRICOS

Problema 9.8 ®

Un condensador, de capacidad C', formado por placas
circulares de radio b esta cargado y con voltaje V4. La
separacion entre las dos placas paralelas es pequeiia +Qo

comparada con b. En t = 0 se cierra el switch y el con- © %
R

densador comienza a descargarse. Calcule, en funciéon  C

de Vp, C, b, R, t: < B

a) La carga Q(¢) en funcién del tiempo para la —Qo
placa cargada positivamente del condensador.

b) El campo eléctrico E en el espacio entre las dos
placas del condensador.

Problema 9.9 ®

En una red eléctrica hay n resistencias que cruzan
desde la linea superior a la linea inferior, y hay n — 1
resistencias a lo largo de la linea superior e inferior. El
numero total de resistencias es 3n — 2. Todas las re-
sistencias son iguales y de valor R. Determine el valor
de Ry, Ry, R3y Ro (R; es la resistencia equivalente
vista desde los terminales para el caso n = i). En la
Figura se muestra el caso n = 4.

Baterifa 1 Bateria N

Problema 9.10 @ ﬁ R; ——|]|PI:'+ wlilf
3 |__ﬂ/\/\A__...§ F

Se tiene N baterias, cada una con la misma fuer-

za electromotriz £/ y la misma resistencia interna R;. R
Ellas pueden ser conectadas todas en serie o bien to- W
das en paralelo y, en ambos casos, el circuito es ce- Circuito Serie

rrando con una resistencia adicional R. Determine las
potencias Pser Y FPpar que se disipan en 12 en cada uno A——
de los dos casos. Encuentre el valor R, de R que R | | |
permite obtener el mayor valor para R, y encuentre
el valor Ry, de R que permite obtener el mayor va- i ; 1
lor para F,,. Determine en cudl de los dos casos la E: E:
potencia disipada en R es mayor. | ‘ ‘ ‘

Bateria 1
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Soluciones

Solucion
a)

Primero se debe calcular el valor de la resistencia R, tal que el valor de la potencia total
disipada en el circuito se maximice. En este caso, se calcula la resistencia equivalente del
circuito considerando un valor desconocido R. Luego

R0+ (5t i) = e @0
Entonces la potencia estd dada por
2
P(R) = geq 1202 40205++2]§1% (en [IW))
Para maximizar, se deriva la expresion anterior con respecto a R
ar 1902 400 4+ 20R — 20(25 + R) _ 120% - 100 <0
dR (400 + 20R)? (400 4+ 20R)?

Dado que la funcién potencia tiene derivada negativa, es siempre decreciente para R > 0,
por lo que su maximo lo alcanza en su minimo valor, o sea R = 0 €). Por lo tanto la potencia
disipada vale

P =900 [V]

Ahora hallar el valor de la resistencia R de modo que se maximice la potencia disipada en
en si misma. En este caso es necesario plantear las leyes de Kirchhoff:

120 = 101 + 10(I — I)

Donde I es la corriente que sale de la fuente, e Iy es la corriente sobre la resistencia
desconocida. Reordenando las ecuaciones:

101 = (25 + R)Ix
120 = 207 — 101

De estas dos ecuaciones se obtiene que:

60
20+ R

2
:>PR—RI;—R<6())

[ pr—
R 20+ R

200



CAPITULO 9. CIRCUITOS ELECTRICOS

P _ o ((20 + R)?—2R(20 + R)

5= L ):0:}%:20

Por lo tanto, el valor de la resistencia que maximiza la potencia disipada en ella es R = 20 €2
y dicha potencia vale:

Solucion

En un principio hay que encontrar la recurrencia de la red de resistencias. Para el caso n = 1,
siguiendo todos los datos del enunciado se tiene

P S—

:

P O—

Figura 9.1: Red de Resistencias paran =1

Donde evidentemente R; = R. Nuevamente cumpliendo los requisitos del enunciado R, es

Figura 9.2: Red de Resistencias para n = 2

1 1 -1 3
En este caso Ry = <R + RTE+ R R> = ZR' Finalmente el caso R3 estara dado por
Donde R (1 b1 )1 e En este punt ible verifi | i
onde = =4+ —" = — R. En este punto, es posible verificar que la recurrencia
5" \RT R+ Ru+ R 15 P P g

de resistencias esta dada por

-1
1 1
Ro=(%+-——
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. AW MW

. AW MW

Figura 9.3: Red de Resistencias para n = 3

(Nota: Si se desea ser riguroso este resultado deberia ser demostrado por induccién, sin embargo
para no escapar de los contenidos del curso no se realizard la demostracién) Ahora, se debe
suponer la sucesién de redes de resistencias converge a un valor R, de modo que

Iim R,= lim R, 1=R
n—oo n n—oo n 1 ©0

Luego, para n suficientemente grande se cumple que

(=t +2 —2R? = =(V3-1

Solucion

En cada caso se puede calcular la potencia disipada por R como
P = RI?

donde I corresponden a la corriente que pasa por la resistencia R. En el caso serie, la corriente
es la misma que circula en todo el circuito, luego por Kirchhoff se tendra que
NE NE \?
NR;, + R NR; + R)
Otro lado, en la conexién en paralelo por las NV fuentes debe salir la misma corriente. Entonces,

si por cada bateria sale una corriente I /N por la resistencia pasarad una corriente . Por Kirchhoff
nuevamente

NE -~ NRI—RI—0—> ] — =>Pse,=R(

I NE NE \?
F-R——-RI=0—]=——_—P_ ,=R(——
N R, + NR P (RZ-+NR>

Para hallar los Re.; ¥ R,a que maximizan la potencia hay que derivar e igualar a cero.
p

dPur _ (NEP(NR A R(NRi—R) _ o, _ 0

dR (NR; + R)*
dPper  (NE)*(R;+ NR)(R; — NR) R;
= = O — R ar = ——
dR (R; + NR)* P N
Al evaluar las potencias en sus respectivas resistencias, se obtiene que
NE?
Pser(Rser) = Ppar<Rpar) == TRZ

Por lo que en ambos casos la potencia disipada es la misma.
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacién

= Realice asociaciones de serie y paralelo para encontrar la resistencia equivalente del circuito.
Una vez encontrada, imponga que ésta debe ser igual a Rj.

Indicacion

» Para encontrar la resistencia equivalente determine la corriente que entra al circuito. Dado
que el voltaje es conocido, la resistencia equivalente puede ser determinada por la ley de
Ohm.

= Use la simetria del circuito para aplicar las leyes de Kirchhoff. Note que las corrientes tienen
que ser simétricas, por lo cual sélo hay tres corrientes distintas circulando.

Indicacion

= Determine la corriente que circula por el amperimetro en los dos casos, una de ella deberia
quedar en funcién R. lguale los valores de esas corrientes y determine el valor de R.

Indicacion

» En este caso no puede usar asociaciones en serie/paralelo para determinar la resistencia
equivalente. Suponga que se conectan los terminales A y B a una bateria V[ y determine
la corriente que sale de ella.

= Use la simetria del circuito para ir viendo de que forma se dividen las corrientes, por ejemplo,
cuando la corriente que sale de la bateria llega al primer vértice del cubo necesariamente se
divide en tres corrientes iguales por simetria.

» Aplicando las leyes de Kirchhoff determine la corriente, y determine la resistencia equivalente
por ley de Ohm.
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Indicacién

= Usando las leyes de Kirchhoff, encuentre la ecuacién diferencial que rige el circuito sobre
la carga (). Recuerde que la caida/subida de tensiéon en un condensador estd dado por

vV =Q/C.

» Dado que () se esta descargando, es una subida de tensién (ie. actiia de forma parecida a
una fuente de voltaje), mientras que Ry C5 son caidas de tension.

Indicacion

» Recuerde que la carga no puede variar en forma abrupta en condensador y que pasado un
tiempo muy largo el condensador actia como un circuito abierto.

Indicacion

= Determine la carga inicial del condensador si este se ha cargado a voltaje V4.

= Usando la ley de voltajes de Kirchhoff la ecuacién diferencial que rige a la carga en el
circuito.

= Conocida la carga en el tiempo que posee las placas, estime el valor del campo eléctrico
entre ellas.
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V. Resultados
Problema Respuestas
P o1 Ry =
@ a) R=0Q, P=900 [W]
9.2
b) R=209Q, P=45[W]
a) Rg=3R
@ b) Las corrientes son i; = %, ig = ;% i3 = 55
9.3 (Nota: Las corrientes son simétricas, i1 es la corriente por la resistencia a la izquierda
R, i5 es la corriente que pasa por las tres resistencias en serie e i3 es la corriente
que pasa por la resistencia central de la figura).
P 94 R = 6000
®| o5 Rr=2R
_ Qo C!
X AU = 5o 820
a) Q(0) =%
_ Vv
' c) I(t) = Jpe t/2RC
d) U(0) =¥
a) Q(t) = VyCeme
Pl o8 VyCert | .
b) F= =R Z donde 2 apunta desde la placa cargada positiva a la negativa.
TO“Eq
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Problema Respuestas

(P) Ri=R Ry=3R Rs=1R R.=(/3-1)R

2 2
Fer = R (%) v Poar = R (%)  Rser = NR;, Rpar = % y Pser(Rser) =

2
Ppar(Rpar) = %

®

9.10
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Magnetostatica
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Ley de Biot-Savart

I. Resumen Teoérico

Ley de Biot-Savart

El campo magnético que genera una corriente I en un circuito puede ser determinado como

77 > =
3 @/Idlx(r ") (10.1)

T |7 — 7|3

donde 7 es el lugar donde se desea conocer el campo, 7’ es el lugar donde se encuentra la corriente
y dl es el elemento vectorial que parametriza la direccién de la corriente.

Para el caso de distribuciones mas complejas compuestas por cargas en movimiento con velocidad
U, la expresion anterior cambia a

B="1 // B() x (F=7) g (10.2)

ir =P

donde K(7') = o0y J(7") = pt. También puede ser util recordar que ¥ = & x 7/, donde w es
la velocidad con que rota la superficie o el volumen.

B

Recordar que el campo magnético B también cumple el principio de superposicién.

Recomendaciones

s En general, se usa la ley de Biot-Savart para determinar el campo magnético en algunos
puntos especificos en el espacio (punto en particular, puntos sobre un eje, etc).
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CAPITULO 10. LEY DE BIOT-SAVART

A veces puede ser complicado diferenciar los vectores 7/ y dl, el primero hace referencia
al lugar donde se encuentra la la linea, superficie o volumen en el cual se desea integrar,
por otro lado el segundo indica la direccién (no necesariamente el sentido) que sigue la
corriente.

En muchos problemas debera usar el principio de superposicién, es decir, debera dividir el
camino que sigue la corriente por trozos y determinar el aporte de cada uno en el punto
donde se desea conocer el campo magnético.

Se recomienda siempre elegir el dl positivo, a pesar que la corriente pueda ir en el sentido
contrario a la de ese vector diferencial. El sentido de la corriente se controla mas facilmente
con los limites de la integral.

Siempre corrobore sus resultados usando la regla de la mano derecha para ver si el campo
magnético resultante tiene sentido. Los campos magnéticos siempre rotan entorno a
las corriente segun la regla de la mano derecha.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 10.1 ®

Considere el alambre ABC' DA que se muestra en la
figura. Por él circula una corriente I en la direccion
indicada. Si BC' y DA son arcos de circunferencia
subtendidos por un angulo a de modo que OA =
OD = Ry OB = OC = 2R. Calcule el campo
magnético B que produce en el centro O.

Problema 10.2 ®

Por un conductor rectilineo semi-infinito circula una
corriente eléctrica de intensidad I en el sentido que se
muestra en la figura. Calcule el campo magnético B
en el punto P.

Problema 10.3 ®

Considere una espira cuadrada de lado a que yace
sobre el plano xy, por la cual circula una corriente [
mostrada en la Figura. Calcule el campo magnético
B en un punto P, que estd a una distancia z sobre el
centro del cuadrado.

Problema 10.4 @®

Un alambre en forma de L lleva corriente . El alambre
coincide con el semeje x positivo y con el eje semi-
positivo y. Calcule el vector campo magnético en un
punto P del eje z, ubicado en z = D.
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CAPITULO 10. LEY DE BIOT-SAVART

Problema 10.5 @®

Susana, Rodrigo y Marcel, equipo docente de curso
de electromagnetismo de una cierta universidad, tie-
nen una discusion sobre el campo magnético generado
por un alambre en un mismo punto P. Susana tiene
un alambre infinito por el cual fluye una corriente 21,
Rodrigo, al ver el alambre lo toma y lo dobla, for-
mando un cuarto de circunferencia de radio R mas
otros dos tramos semi-infinitos (ver Figura). Rodrigo
le asegura a Susana que si la corriente disminuye a la
mitad, el campo magnético producido por esta nue-
va geometria tendrd una mayor magnitud en el punto
P (por lo cual Susana se muestra muy en desacuer-
do). Marcel, asombrado por la discusién de su cuerpo
docente, les dice a ambos estan equivocados ya que
falta informacién suficiente para aseverar en cual de
los dos casos el campo magnético es mayor. Ayude al
cuerpo docente de este curso a determinar quién tiene
la razén.

Problema 10.6 ® @

Considere un alambre que ha sido doblado de la forma
que se indica la figura, siguiendo la curva r(0) = %—H
en coordenadas cilindricas dando n vueltas alrededor
del origen. Si por el alambre se hace circular una co-
rriente I en sentido antihorario, determine el valor del
campo magnético en el origen y analice que sucede

cuando la cantidad de vueltas es muy grande.

Problema 10.7 ®

Considere un alambre infinito en el cual circula una
corriente I. El cable ha sido doblado de la forma que se
muestra en la Figura, con un angulo de 2a.. Determine
el campo magnético en cualquier punto del eje x.
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XN

Problema 10.8 ®

Considere un disco de radio R que posee una densi-
dad de carga superficial o, uniformemente distribuida.
Partiendo del reposo, el disco comienza a girar, hasta
alcanzar una velocidad angular constante w en torno
a su eje de simetria. Encuentre una expresién para
el campo magnético en z = R. (Propuesto: ;Cuanto
vale el campo magnético para cualquier punto en el
eje?).

Q*

%

Problema 10.9 ®

Considere un segmento AC' recorrido por una corrien-
te de intensidad / como se muestra en la Figura. ;

a) Determine el valor del campo magnético en el 7
punto O en funcién a4, ac y r S

b) Use el resultado calculado en a) para determinar S—
el campo magnético producido por un poligono !
regular de n lados en su centro. Considere que /
el poligono es de lado a y es recorrido por una ;
corriente . / —I

P

c) Demuestre que si n — oo, el médulo del cam-
po magnético en el centro del poligono coincide
con el de una espira circular de radio r.

Problema 10.10 ®

Encuentre el campo magnético en el punto P sobre
el eje de una bobina cilindrica de radio @ con una <. i
densidad de n vueltas por unidad de largo que lleva
una corriente I. Exprese su respuesta en términos de
01y 05 (ver Figura).
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I1l. Soluciones

Solucion

Para el calculo del campo magnético se usara la definicion
— Idl x (7 —7")
B = — = =5
47T |7 — 7|
Primero se calcularad la contribucién de campo magnético que genera el cable que esta sobre el

semi-eje positivo x. Nétese que en este caso ¥ = z2 y 7/ = 2 y dl = dxZ. Luego

- o [ Idlx (F—7)
g = /[=2" 7]
4 |7 — 7|3

o [ Ided x (25 — ad)

47r |22 — x2|3

[e. 9]

Mof /
dm ) (22 + 22?) %

0

Usando el cambio de variables z = ztanf = dx = zsec?0df, por lo que si z — oo se tiene
™
ue 6 — —.
q 2

s

— ol [ 22sec? Ado R
Bl = - 9 3Y
4m / (22 + 22 tan” 0)z
I 2
= —ng/cosﬁde
4z
0
_ pol .
4wzy

El otro aporte de campo magnético en ese punto esta dado por la generacién de campo magnético
en el semi-eje y. El campo estard dado por

L o [Idlx (F—7)
By="2 [ —2
4T |7 — 7|3

0 A A A
po [ 1dyg x (22 — yg)
47T |22 — yy|3

oo

Mof/
47 22—|—y %

0
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La dltima integral es idéntica a la que ya se calculé en la parte anterior (sélo cambia la direccién).
Finalmente el campo total es

— — g I A
B(:= D) = Bilz = D) + By = D) = — 125 (31 9)

Solucidn

En este caso se elige el mismo sistema de referencia para ambos problemas, en este caso tomamos
el origen en el punto Py con eje x creciente a la derecha e y creciente hacia arriba. Para encontrar
los campos magnéticos se usara definicién

e 1dl x (7 — ")

47T |7 — 7|3

Caso Susana: =0, ¥’ = Ry + x%, Idl = 2Idxd con x € (—00, 00)

, o [ 2Idrd x (—Rj—«8)  mlR: [ 1 wIR: 2 pol?
Bs(P) = — e = - dr = — R
Am | — Ry — z&|? 27 (22 4+ R?)2 2r  R? TR

(la dltima integral puede resolverse con el cambio de variables z = R tan 0)
Caso Rodrigo: En este caso hay que separar en tres caminos:

Recta semi-infinita sobre el eje z: 7= 0, 7’ = Rj + %, Idl = Idxd con x € (—00,0)

0 0
<o Ho / Idzd x (~Rj — x2)  polR? / L IR 1 plf
(

22+ R2)E . 4r R 4nR

By(P) = —
P =1z | — R — xi|? Arr

Trozo de cuarto de circunferencia: 7= 0, 7/ = RF, Idl = IRd# con 6 € (3,0

0 N
- Mo ITRdOO x (0 — R7) 0]2/ OIz
Bo(P) = 47r/ | — Re[? R Y=

vl

Recta semi-infinita sobre el eje y: ¥ =0, 7’ = R% + y7, Idl = Idyy con y € (0, 00)

0

B’<P>:H0/[dygx( Rx—yy _ OIRZ/ :_,U/()IRf.i:_/LO[f
’ 47 | — RZ — yg|? (y +R2% 4 R? ATR

[e.e]
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(Idéntico al primer calculo)

Por lo tanto el campo total es:

- - - - [Lg](l 1>A
Br(P)=1B By4+ By = —""+ -4+ -
r(P) 1+ B 3 2R \m 4 §

Finalmente, debe notarse que

Bs| s

|§R‘ N %(%—l—i)

>1$§ > |B
T Bs| > | Bl

Dado que todos los datos de la expresién son conocidos, Susana tiene la razén.

Solucion

En este caso se debe aplicar nuevamente Biot-Savart, con ¥ = 0, 7/ = r#, dl = dri + rd9§,
nétese que independientemente que la geometria de este problema sea mas compleja, las para-
metrizaciones en coordenadas cilindricas (o polares en este caso) son siempre de la misma forma.
Entonces

2mn ~ 2mn A
= po [ I(dri +rd00) x —ri pol [ (dri +rdff) x —rf
B(0) = — - = -
47 | — r7f3 47 | — r7f3
0 0
Finalmente,
1270 gtz Tde I3 0 Tl
5 Holz Holz Holz Motz
B(0) = — = = 2rln | —+1 = 1 1
(0) 47 /r 47 /;W—i—l 47 7Tn<271'+>0 2 n(n+1)
0 0

Solucién
Calculando el campo magnético por definicidn, se tiene que

po Ldl x (7 = 7)
A |7 =73

dB =

> dg - dl L .
Idl—%dl—dqﬁ—adSm—ardrdG-v
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Luego, dado que ¥= R2, 7/ =rfy U = & x ¥/ = wrb se tiene que
R 2

2T R
// ordrdd - wrl x (RE—17) _ // 0Rwr2d7“d9 // ow 3drd9
(R? +12)2 (R2 + r2)3 ) (R? +12)2

0

Por asuntos de simetria la primera integral es nula, por lo que el campo magnético es

R
_MOUW/
2 R2+T%
0

Usando el cambio de variables p = R? + r? = dp = 2rdr, por lo tanto

2R? R4 2R? Rd 2R? 2R?
EZMOZW / (p— i ) pgzuozwg /(p— i )dp :uozw2 /p—éd,o—Rz/p—idp
p? P2
R2 2 2 R2

Resolviendo las dos integrales anteriores, resulta que

B = “OZ“’ (3v2 — 4)R2

Solucion

a) Se fija un sistema de referencia de centro P para luego usar la definicién de campo magnéti-

Co.
N —rtanaa —rtanaa
dB»:@Idlx(F—f”)jB»:uL] / dxix(r@—ff):uolré / dx 3
dr |7 =73 4 (r2 + 22)2 47 (r2 + 22)2
rtanac rtanoac

De este modo, usando el cambio de variables z = rtan § = dx = r sec? #df

—au
S pol? fol !
B = /;Ll(;r: / os0df = 47rr —(sin (—ay) —sinag)2 = —%(Sm s+ sinac)z

ac

b) En el caso del poligono regular se pueden formar n tridngulos isésceles, de forma que

— .S 4 _ a s
ay = ag = Ty ademds r = TtanZ - El aporte de campo magnético en el centro del

poligono es realizado por n segmentos como el calculado en la parte a), por lo que el

resultado final es
- nl T T
B = _Ho tan () sin <>2
TaQ n n
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c) Primero, dado que se necesita parametrizar una espira de radio r para conocer su campo
en el centro, se tiene que =0, 7' =17y dl = rdff. Por lo tanto

2

- 140 Ird0d x —r# tol .
Bespira<0) - 471_/ = z
0

| — r7|3 2r

En funcién del radio 7 el campo magnético en el centro del poligono vale

n

Como ¥ — 0 cuando n — oo y aplicando limite conocido de lir% % =1 se tiene que
T

Finalmente se comprueba el hecho de que el campo magnético es el mismo.
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacién
= Divida el alambre en cuatro caminos distintos e use Biot-Savart para calcular el campo

magnético que aporta cada uno de los caminos.

= Note que hay dos caminos que tienen un aporte nulo de campo magnético en el punto O.

Indicacion

= |dentifique la parametrizacién del alambre infinito que va desde x = a hasta el infinito.

Indicacién
= En ese problema puede separar el camino en 4 y determinar el campo que genera cada lado

del cuadrado.

= Una solucién mas rapida es aprovechar la geometria del problema, ya que el resultado final
debe quedar en la direccién de Z por simetria. Luego, si se determina el campo magnético
de un solo lado se puede afirmar que el resultado final es cuatro veces la componente en 2
de ese resultado.

Indicacion

= Este problema puede algo complicado plateando las integrales de Biot-Savart. En caso que
intente por este método, es (til recordar que para el alambre del primer cuadrante se cumple
que dl = dxx + dyiy donde % = tan a.

= Otro método mas simple e ingenioso, es usar el resultado obtenido del Problema 10.9 de
forma conveniente.

Indicacion @

= Determine el campo magnético que genera una sola espira a distancia z del punto P.
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= Usando el resultado anterior, integre el campo encontrado en la parte anterior (dB) por
cada espira que tiene la bobina cilindrica (cada espira tiene corriente dI) para encontrar
finalmente el campo magnético total B. Es sumamente (til notar que dI = nildz.
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V. Resultados
Problema Respuestas

@ 10.1 B = — I} donde k est4 saliendo de la hoja de papel.

8TR
@ o2 B=tog[1- a2

é _ pola® 5

P 103 o (Zre) e
@ |04 B(z=D) = —f25(&+9)
10.5 Susana tiene la razén.
@ |10.6 B=tlnnt1

2
(P) 10.7 Siac>0:Ez%étan%,six<0§:%2cot%
P 10.8 B= Ho9¢ (3,/2 — 4)R% Propuesto: B(z) = RoZe \2/% —2|z|| 2
P l09 a) B= —%(sinom + sina)Z (£ entrando a la hoja de papel).

' b) B = —tnl tan (T)sin (X)2

(P) 10.10 B(P) = 22 (cos 0, — cos 0;)

2
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Fuerza de Lorentz

I. Resumen Teoérico

Fuerza de Lorentz

La fuerza de Lorentz indica que una carga ¢ con una velocidad ¢ bajo la influencia de un campo
magnético B siente una fuerza dada por

—

F=qixB (11.1)
Adicionalmente, en presencia de un campo eléctrico E la fuerza cambia a
F=q(E+7x B) (11.2)
Mas general, un diferencial de carga dq siente una fuerza dF dado por
dF = dqv x B (11.3)

En el caso particular de un circuito eléctrico con corriente I, el diferencial de fuerza que siente el

circuito es
dF = Idl x B (11.4)

donde dl es la direccién que sigue la corriente del circuito eléctrico. Recordar que B es el campo
externo que afecta al circuito.

Carga Puntual en Campo Magnético Constante

Una carga ¢ de masa m y con una velocidad ¢ perpendicular a un campo magnético B tiene
una trayectoria circunferencial de radio

r= " (11.5)
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CAPITULO 11. FUERZA DE LORENTZ

En caso que de un campo @ no perpendicular al campo B la trayectoria es una espiral, de radio

R= "”"%L' (11.6)
q
y paso
27w||m
_ cmym 117
P="5 (11.7)

Donde v y v son los médulos de las componente paralela y perpendicular a la velocidad con
respecto al campo magnético, respectivamente.

Recomendaciones

= Notese que v y B son dos vectores que forman un plano. Perpendicular a éste, aparece la
fuerza de Lorentz.

= Debido a la naturaleza de la fuerza de Lorentz, la energia cinética de la carga es siempre
constante (ie. la fuerza de Lorentz no realiza trabajo sobre la carga). Debido a lo anterior,
el médulo de la velocidad es siempre constante.

= Cuando se enfrente a problemas de carga puntales en zonas de campo magnético constante,
siempre tenga en cuenta que esta se movera en una circunferencia o en una espiral.

= En caso de problemas entre fuerza entre circuitos, tenga en cuenta que debe determinar
el campo magnético que provoca un circuito en especifico y luego aplicar la Ecuacién [11.4
sobre la corriente que circula en el otro circuito.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 11.1 &®

Un positrén de carga +e y masa m es disparado desde
el origen de un sistema de carga con un velocidad v
formando un angulo « entre la velocidad y el eje z.
Si el espacio existen un campo magnético constante
B=B?
a) La velocidad y la posicién de la particula en el
tiempo.

c) Demuestre que el positrén describe una trayec-
toria helicoidal. Encuentre su radio y su paso.

Problema 11.2 @ B=By?

Un protén se dispara a una zona de campo magnéti- LR R I A I R
co constante tal como se muestra en la figura. Si el AL B A A
protén de carga +e y masa m incide con un angulo « R A A N N
a la zona de campo, determine el valor de la distancia . a <T> ﬁ
d que recorre y el angulo /3 con el cual sale de la zona Y9 )
. o
de campo (ver Figura). rom X
B

Problema 11.3 @ @

XAXAXXX XXX
Una particula neutra se encuentra sometida a campo XX X X X X X X
magnético constante B = ByZ. En t = 0 la particu- MY X X X X X X
la se rompe (“decae”) en dos cargas —q co
igual r:1an;: m( las cual)es r;alen dis;r)garad:sqcin vaelocirj XXXXX XXX
dades en direcciones contrarias. Determine el tiempo HXAXXX XXX X
en ambas particulas vuelven a chocar (exprese su re- XXX XXX
sultado en funcién de ¢, m y B e ignore la interaccion X X X
coulombiana entre ellas). X X X X X X

+q9 —q
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Problema 11.4 & @

Una particula de masa m y carga ¢ que esta sometida
a la influencia simultanea de un campo eléctrico osci-
latorio en la direccién vertical E = Eqcos(Q¢)2 y un
campo magnético constante en la direccién horizontal
B = By# como se ilustra en la figura. Si la particula
parte en el reposo,

a) Encuentre las componentes z, y y z de la ace-
leracion de la particula.

b) Encuentre la velocidad en funcién del tiempo.

c) Encuentre la trayectoria y discuta que ocurre
cuando la frecuencia es ) = £

Problema 11.5 @®

Una particula de masa m, con carga ¢ > 0, ingresa
horizontalmente a una regién de ancho L, donde exis-
te un campo magnético uniforme B = B2 como se
indica en la figura.

a) Calcule el valor critico de la rapidez inicial v =
vox de la particula que le permite decidir si ella
atraviesa la region, o se devuelve.

b) Determine la trayectoria que realiza la particu-
la para los casos en que la rapidez inicial sea
mayor o menor que el valor critico encontrado
anteriormente.

c) Suponga ahora que Uy = vy + vpZ, determi-
ne la altura con que sale la carga de la zona
de campo (considere distintos casos a partir del
valor encontrado en la parte anterior).

Problema 11.6 ® @

Considere una cinta de ancho 2a por la cual circula
una corriente I homogéneamente distribuida. A una
distancia distancia a de ella, circula un cable con co-
rriente " (ver figura).

a) Encuentre el campo magnético en todo el plano
x> a.

b) Determine la fuerza por unidad de largo que
siente la cinta debido al cable.
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Problema 11.7 ® @

Un electrén de carga —e y masa m se acelera a través
de una diferencia de potencial de AV = 10* [V] antes
de entrar a una regién limitada por dos placas paralelas
que tienen una diferencia de potencial igual a Vj =
100 [V], separadas por una distancia d = 1 [mm] y de
largo L = 1 [m]. El electrén entra a esta regién en un
plano equidistante de las placas. Ignorando efectos de
bordes:

a) ;Cudl es la velocidad del electrén al llegar a la
region limitada por las dos placas?

b) iQué campo magnético B se debe aplicar en
la region limitada por las dos placas para que
el electrén continde con trayectoria rectilinea?
Indique la direccién de dicho campo en la figura.

c) Suponga que, una vez aplicado el campo cal-
culado anteriormente, suponga que cuando el
electrén ha recorrido una distancia L/2 se qui-
ta la fuente de V) = 100 [V]. jAlcanza a salir
el electron de las placas paralelas?.

Problema 11.8 ®

Una barra de largo ¢ tiene dos cargas puntuales +q¢
y —q sujetadas fuertemente en sus extremos. jCual
debe ser el valor de la velocidad ¢ (perpendicular a la
barra) que debe avanzar la barra de modo que las dos
cargas no sientan fuerza entre ellas?.

Problema 11.9 ®

Suponga que el sistema que se ve en la figura se en-
cuentra en un plano vertical, donde g es la aceleracion
de gravedad. A través del alambre rectilineo infinito
circula una corriente I; en la direccién indicada. La
espira rectangular, de dimensiones a y b, esta ubicada
paralela al alambre, a una distancia d de él y posee
una masa m. Encuentre la corriente I, que debe cir-
cular por la espira (indique el sentido de ella), para
que permanezca en reposo en la posicién senalada.
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CAPITULO 11. FUERZA DE LORENTZ

Problema 11.10 &® @

En un espacio de campo magnético constante B =
ByZz, un fotén v experimenta un decaimiento v —
e~ + e’ donde e~ representa al electrén y et a un
positron. La carga del electréon es —e < 0 y la del
positrén es +e; ambos tienen igual masa m. Como
resultado del decaimiento, ambas particulas adquieren
trayectorias espirales como se muestra en la figura. El
radio de los mantos cilindricos por los cuales transita
cada particula es R, y el paso axial en una vuelta es
s. Determine la rapidez con la que se mueve cada
particula.

Problema 11.11 &® @

Considere dos cables coaxiales de radios a y b como
muestra la figura, cuyo espacio interior se encuentra
vacio. Los cables se encuentran separados a una dife-
rencia de potencial Vj y entre ellos existe un campo
magnético homogéneo B = B2. Desde el cilindro in-
terior se libera un electréon de carga —e y masa m.
El objetivo del problema es encontrar el valor maxi-
mo de B de modo que el electrén liberado no choque
con el cilindro exterior (alcance a dar la vuelta perfec-
tamente). Asuma que la velocidad del electrén tiene
solamente componentes en el plano de la figura.

a) Encuentre el momentum angular del electrén en
funcién de carga ¢, el campo magnético B, y la
distancia al eje del cilindro interior r y momen-
tum angular inicial L.

b) Asumiendo que los electrones salen con una ve-
locidad inicial vg ~ 0, encuentre la velocidad
que tendra en 1., €s decir en r = b.

c) Mediante conservacion de energia, halle otra ex-
presion para la velocidad recién calculada. A
partir de este encuentre el valor que deberia
tener B, de modo que a los mas el electron
volviese en r = D.
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I1l. Soluciones

Solucion

Lo primero que es necesario para abordar este problema es plantear la fuerza que sentira la carga

por Lorentz
F=quxB

La velocidad inicial sélo tienen componentes en x y z, de hecho segin la figura
Voz = Vg Sin v Vo, = Vg COS (¢

Por otro lado, la fuerza inicialmente apunta en

F(t =0) = et(0) x B = e(vgpf + 10,2) X B2 = —eBug,j

Este calculo afirma que en ¢t = 0 la carga siente una fuerza en la direccién y, luego esto implicara
que para t > 0 la velocidad tendra tres componentes. Se plantea entonces las ecuaciones de
movimiento con

—

F = el x B = e(v,d 4 vy) + v.2) X B2 = eB(—v,0) + v,)
Luego, aplicando Newton F = md = m se obtiene que

m(0,Z + 0,7 + 0,2) = eB(—v,9 + v,2)
analizando por componentes se tiene

@z =0 ?}y = —va Ux = H’Uy

De la primera ecuacién se deduce v,(t) = vy, (constante), por otro lado, derivando nuevamente
la segunda ecuacién y reemplazando la tercera se puede llegar a una ecuacién diferencial para v,

. 2 . 2 .
Uy = —wvy = Uy +wu, =0

donde se ha definido w = <. La ecuacién anterior es un oscilador arménico, por lo que su solucién

m
es de la forma
vy(t) = Ay coswt + Ay sinwt

donde A; y A, son constantes por determinar. Aplicando condiciones iniciales

por otro lado la constante A, puede ser despejada de
Uy(O) = —71}1(0) = —WUVyy — Uy(()) = A2w = A2 = —Ugg
m
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A partir de esto se tiene que las velocidades en el tiempo son
v,(t) = vy cosa vy (t) = —vg sin asinwt vz(t) = vg sin o cos wt

Integrando nuevamente para encontrar la posicién en el tiempo, se obtiene que

Vo . Vo . .
2(t) = vt cos y(t) = = sin a(1 — cos wt) 2(t) = — sinasinwt
w w
La ecuacién anterior es la forma paramétrica de una trayectoria helicoidal. Manipulando algebrai-

camente el resultado anterior, se obtiene que

2 2
Vo . Vo . 2
Y+ —sina| =|—sina| cos”wt
w w

2 Vo 2 2
Tr° = ( sina) sin“ wt
w

Sumando las expresiones anteriores

v 2 v 2
2+ (y + Osina) = (0 sin a)
w w

Vg sin o vom sin o

El resultado obtenido es el de una helicoide de radio R = %% = Wmana (nbtese el hecho que
también coincide con el radio de una circunferencia, pero en este caso z aumenta linealmente
en el tiempo). Cabe destacar que la helicoide no esta centrada, ésta se encuentra desplazada en

_ __vm
y= eB "

Finalmente, para encontrar el paso de la hélice se tiene que

dd dfdz 2w eB N 2TV COS M
Ww=-—=——=—19pCcosa = — =
dt  dzdt P 0 m b eB

Solucion

a) Para determina la velocidad es necesario hacer un balance energético de la siguiente forma

1 1
§mvi2 —eV; = §mvj% —eVy

Dado que v; = 0y que AV =V} —V}, se obtiene que

2eAV

m

1
eAV = §mvj2c = vy =

b) Para que el electrén contindie una trayectoria rectilinea es necesario que la fuerza aplicada
sobre el electrén sea nula. Para ello, es necesario aplicar la fuerza de Lorentz

F=—¢(E+7xB)
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Como sistema de referencia se tomara 2 apuntando de izquierda a derecha, ¢ de abajo hacia
arriba y Z saliendo de la hoja de papel. El campo eléctrico puede ser determinado facilmente
debido a que dentro de un condensador

ol

>

d
%:/de:ui:
0

Luego
= Vo . N . Vo Vo [m
e(dx”fyx Z) = vd ~ d V2eAV

Dado que B < 0 esto significa que apunta en el sentido inverso a Z, es decir, entra a la
hoja de papel.

c) Una vez apagada la fuente de voltaje, el electrén seguird una circunferencia de radio

rR=B _0om

me

dado que el radio es menor que la distancia que le queda por salir, el electrén chocara con
una de las paredes.

Solucién
Para que el sistema esté estatico, se debe cumplir que

Z ﬁespira =0

Se comenzara calculando la fuerza magnética que ejerce el hilo sobre la espira. Para ello se usa
la expresion
dF = 1Idl x B

Se asumira conocido el campo eléctrico que provoca un cable infinito, el cual es

Para usar la expresién anterior, se debe previamente asumir un sentido a la intensidad de corriente
en la espira (I3). Se hace el puesto que I, tiene sentido horario, en el caso que no sea asi el
resultado deberia entregar un I negativo. Como sistema de referencia se tomard que la espira
yace sobre el plano zy, en el cual B apunta segun 2 (ver Figura . Considerando lo anterior
y la ecuacién

HollA_Mofllz 7 o
Z= )

dF = Lydl x (dl x Z
21y 21y

A continuacién se hace el calculo por segmento de la espira
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<
Nl
"§
[PE—
U
\/

- LI LI
:M012(dw£x2):—u012dmj

dF,
¢ 2md 2md
(b) y € [d,d + a],dl = dyj
- I I 1
dF, MSIZ(dyQ A):/1012dy§j
Y Y
(c) y=d+ad =dxz
al polilz PPN poli 1> N
dF, = d = d
ot a) ) = o a)

A continuacién cada uno de los valores para los diferenciales de F' se integran de modo de conocer
la fuerza en cada region:

(a)

b
— ,LL()IlIQ R N011]2 ~
“ 2md y/ . 2md Y

0

7 ,UO]1]2A y Moflfz d+a.,
W ol Ay,

)
d
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0
— /10]1[2 N MOIIIQ ~
F,=———— dr = b
27T(d+a)y/ T ona Y
b
(d) )
. L1 d 11 d
Fb:ﬂ(]lQ@ 7y:_/l0121n( +CZ)£
2T Y 27 d
d+a

Con lo anterior se calcula la fuerza total

= _Moflfzbg+uofllen d+a\ .  polils bA_Mofllen d+a) .
2 d
1
+a

g ARLARE 2rd 27(d + a) YT on a )"

. I Isb 1 I L,ab
FT:M012 (_ +d )i polidoab

27 d  2nd(a + d) v

Dénde
F,+F;=0
lo que anula todas las fuerzas en el eje Z. Finalmente, ademas de la fuerza calculada la espira

esta sometida a su peso

- Molllgab
Fapira = 0= Mg — -~ 12— =0
2 Fep 97 9nd(a + d)

De dénde es posible despejar el valor de Is como

_ 2nMgd(a + d)

I
2 ,uollab

Solucion

Las cargas moviéndose dentro de campos magnéticos se mueven siguiendo una circunferencia
(velocidad dentro de un plano) o en una espiral (velocidad en tres dimensiones). Para hallar Ia
rapidez del electron, primero se impone la velocidad en coordenadas cilindricas

T =7+ 100 + 32
debido a que r = R = 7 = 0, Por otro lado, se tiene que
F=md=—eix B
entonces como B = ByZ, se tiene que
m(—R0O%* + ROO + 32) = —eByRO?
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de lo dltimo se deduce que R = 2 = 0 y ademés

Para terminar el problema esta faltando el valor de %, que puede ser determinado mediante el
paso s que tiene la espiral (cada 27 radianes el electrén baja s metros) de la siguiente forma

_dzdd _ s cby
Cdhdt 2 m

= /(RH)? 1/ 27T

El resultado es el mismo para el positron, con la Gnica diferencia que como su carga es +-e¢ el giro
sera en el sentido inverso al del electrén.

Finalmente la rapidez vale

Soluciéon

a) Previamente se debe notar que la fuerza que afecta al electrén en cualqwer punto es F=
—e(T x B+ E), donde B = B2, E = E(r)f y @ = i + r0, luego F = —e(—+Bf +
rO B + E(r)f) Para encontrar el momentum angular, se usa el hecho que

dL A .
T=—=7rxF= i ri x (erBl — e(rB 4+ E(r))r) = eBr%,ﬁ

Integrando a ambos con respecto al tiempo se obtiene que

L(T’) r

"2 _ 2
/dL:eB/rdr———>L(r):Lo+€B- 5
Lo a

b) Por otro lado
L =7xmt=|L| =mr|t]| = L(r) = mrv

sumando al hecho que vy =~ 0 = Ly =~ 0 se deduce que

r? _ g2 (b2 _ a2)

mrv =eB - 5 = v(b) =eB Sy

c) Por anélisis energético

1mvg = —eV(b) + lva(b)

Ui+K¢:Uf+Kf:>—€V((Z)+2 5
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Dado que V(b) — V(a) = Vy y vo = 0O se tiene

2eV
m

eV = ;mUQ(b) = v(b) =

Finalmente se deduce que el valor de campo magnético critico es B.

(b — a?) [2eV} 2mb |2V
B — : BC —=
e omb m e(b> —a?)\ m

235




CAPITULO 11. FUERZA DE LORENTZ

IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Intente determinar la ecuacién de la trayectoria que sigue la carga.

= Recuerde que la trayectoria a la cual deberia llegar es una circunferencia.

Indicacion

= Suponiendo conocida la trayectoria circunferencial, es posible determinar la velocidad an-
gular de ambas cargas.

= Note que ambas cargas vuelven a juntarse cuando han recorrido 7 radianes.

Indicacion @

= Plantee la fuerza de Lorentz segiin F = md = q(E + ¥ x B)

= Separe la ecuacion anterior segiin cada coordenada y llegue a tres ecuaciones de movimiento
por cada eje. Luego integre cada ecuacién para ir obteniendo desde |a aceleracion la velocidad
y la trayectoria.

= Este problema puede ser algebraicamente trabajoso.

Indicacion

= Recuerde la trayectoria que realizard la particula al entrar a la zona de campo (circunferen-
cia).

= Relacione el radio R de la trayectoria con el ancho de la zona de campo.

= Determinar el tiempo que se encuentra la particula en la zona de campo puede ser muy util
para determinar cuanto se eleva la carga.

Indicacion

= Es necesario usar Biot-Savart para determinar el campo que genera la cinta y el cable.
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= Dependiendo de como aborde el problema, puede ser (til el hecho que en la cinta se tiene

que el vector superficial de corriente es K = Qig
a

= Recuerde que dF = I'dl x B donde I' es la corriente que pasa por el cable y B el campo
que provoca la cinta sobre el alambre.

Indicacion

= Tome una carga (positiva o negativa) y analice las fuerzas actuando sobre ellas.

= Note que estan actuando dos fuerzas sobre la carga: la electrostatica y la magnética.
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V. Respuestas

Problema Respuestas

a) v,(t) =wvgcosa vy(t) = —vgsinasinwt v, (t) = v sin « cos wt
P) 11.1 z(t) = vot cos « y(t) = =2 sina(l — coswt) z(t) = 2 sinasinwt
b) R = 'uo’rr;;ina yp= 27r'u0(:nBcosa
@ 1.2 B=a,d=2"% cosf
@ 11.3 t=78
a) i(t) =0,
jt) = 102,
£(t) = L (Eqcos () — Boy)
b) #(t) =0
. 2
y(t) = %(008 (Qt) — cos %t),
P 11.4 2(t) = %(qﬁo sin (%t) — Qsin(Qt))
c) z(t) =0,
2 sin (©2 m .
y(t) = Shmeles (B — h sin ),
z(t) = ﬂ(cos (Q2t) — cos %t)

(2 g2

Si Q = ¢By/m la particula entra en resonancia y la amplitud de su movimiento se
vuelve infinita.

| — 4LB
a) |vcrztzco| - m
b) Si la velocidad es mayor que ese veritico, la carga escapa de la zona de campo, sino

@ 115 la carga se devuelve siguiendo una trayectoria de semicircunferencia.

m
qB UB Vo < Ucritico
c) h=

m .. qLB
gBUBATCSIN =0 Vg > Ucritico
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Problema Respuestas
a) B=-tolm(zxe)z
P 1.6 ) /
b) 9 — &0l In(3)d
a) v==6-107 [m/s].
(P) 11.7 b) |B| = 00 [T]. El campo magnético debe apuntar hacia dentro de la hoja.
c) El electrén choca con una de las placas.
P) 11.8 La velocidad debe ser igual a v = 6%)#0 = ¢ (velocidad de la luz).
@ 11.9 I, = %ﬁfgd), la corriente I5 debe tener sentido horario.
- e s \2
®| {110 ] = Loy R2 4 ()
a) L(r) = Lo+ ¢B - =5
@ 111 b) v(b) =/
C) B, = e(b2217_ﬂ;2) 2?,‘;0
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Ley de Ampere

I. Resumen Teoérico

Ley de Ampére (Forma Integral)

La ley circuital de Ampere propone que para cualquier camino cerrado I' se cumple que

%B) : JZ = N/OIenIazada (121)
r
Equivalentemente
jlgé-cfl:po//f-dfg (12.2)
r Q

Donde (2 es la superficie definida por I'.

Ley de Ampére (Forma Diferencial)

En su forma diferencial, la ley dice que

V x B = pgJ (12.3)

Ley de Gauss Magnética

El cualquier campo magnético B satisface que
V-B=0 (12.4)

Lo anterior implica que no existen los monopolos magnéticos.

owsI13ou8ewo04309|g ap S03ansay A soisendoid sewa|qoid
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Recomendaciones

= La ley de Ampere es el analogo a la ley de Gauss en electrostatica. La ley de Ampere es
sumamente poderosa, y una de sus aplicaciones (gracias a la simetria de algunos problemas)
es poder determinar campos magnéticos.

» ;Cuando usar Ley de Ampeére para determinar campos magnéticos?, al igual que la ley de
Gauss los casos son limitados, no siempre puede usarse. Una lista de posibles casos es

Cables infinitos con corriente [

Cilindros macizos infinitos con una densidad de corriente axial constante o de la forma
J=J(r)z.

Cilindros macizos infinitos con una densidad de corriente azimutal constante o de la
forma J = J(r)6.

Superficies cilindricas infinitas con una densidad superficial de corriente axial o azimutal
constante.

Planos infinitos con densidad superficial constante.

Bloque infinito (superposicién de planos) con una densidad de corriente dependiente
de la altura del bloque.

Bobinas/Solenoides infinitos.

Toroides.

= La forma diferencial de la Ley de Ampeére suele utilizarse cuando la incégnita es la densidad
de corriente J que genera un campo magnético conocido.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 12.1 ®

Un cable coaxial muy largo consiste en un cilindro
s6lido con un radio interior de radio a, rodeado por
un cascarén cilindrico conductor concéntrico de radio
interno b y exterior c¢. El conductor interior tiene una
densidad de corriente no uniforme J: = arZ donde «
es una constante. El cilindro exterior tiene una densi-
dad de corriente J, = — % donde /3 es una constante
positiva. Los conductores llevan una igual y opuesta
corriente de magnitud /. Entre ambos conductores
existe vacio.

a) Encuentre los valores ay /3 en términos de a, b, ¢
y 1o

b) Determine el campo magnético en todo el espa-
cio. Exprese sus resultados en términos de a, b, ¢
y Io. Realice un grafico |B| con respecto a la
distancia desde el eje de simetria 7.

Problema 12.2 @® @

Dentro de una tuberia metalica cilindrica de radio a
circula un fluido viscoso con una cierta densidad de
carga. En los puntos al interior de la tuberia se ha
determinado que el campo magnético vale

2
B:MOJOT <1_T>9

2 2a2

donde Jy es una constante y r es la distancia del eje
del cilindro. Determine

a) El vector densidad de corriente y la intensidad
de corriente eléctrica dentro de la tuberia.

b) El campo magnético fuera de la tuberia.

c) Elvalor de la densidad superficial de corriente K
que debe circular por el borde de la tuberia para
que el campo magnético en el exterior sea nulo
(suponga que K se distribuye uniformemente
por la superficie).
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CAPITULO 12. LEY DE AMPERE

Problema 12.3 ® @

Considere 3 alambres rectos de seccién transversal
despreciable, infinitamente largos y separados entre
si una distancia d. Cada alambre lleva una corriente
I, en la misma direccién (perpendicular al plano de la
hoja y hacia adentro).

a) Encuentre la ubicacién de los dos puntos donde
el campo magnético total se anula.

b) Suponga que el alambre central se desplaza rigi-
damente una pequefia distancia y (y < d)
en direcciéon perpendicular a la linea sobre la
que estan dispuestos inicialmente los alambres,
mientras los otros dos alambres permanecen fi-
jos. Calcule aproximadamente la fuerza neta por
unidad de largo que actia sobre el alambre des-
plazado, al primer orden de y

Problema 12.4 ®

Tres alambres infinitos estan ubicados mutuamente
paralelos orientados perpendicularmente al plano de
la hoja y ubicados en los vértices de un cuadrado de
lado d. Uno de ellos lleva corriente 21 que entra al
plano, mientras que los otros llevan corriente I que
emerge del plano de la hoja. Calcule el vector campo
magnético en los puntos P y Ps.

Problema 12.5 & @

Se tiene un conductor en la forma de una capa cilindri-
ca recta, infinita, de radio interior a y radio exterior b.
Este conductor tiene una densidad de corriente que,
expresada en coordenadas cilindricas, es:

—

Ja<r<b)="0+p2
T

Con a y [ constantes conocidas. Obtenga el campo
magnético en todas partes.
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Problema 12.6 ®

Sobre el plano zy se encuentra una moneda magne-
tizada muy pequena de radio R y espesor d. Experi-
mentalmente sélo se conoce la componente axial del
campo magnético dentro de la moneda, dado por

B, = By(1 + k2?)

donde k es una constante. Suponiendo que el campo
magnético posee simetria axial y no posee componen-
te en 0, determine la intensidad corriente que circula
dentro de la moneda.

Problema 12.7 ®

Considere dos planas metalicas infinitas paralelas II;
y Il separadas una distancia d. En sus respectivas
placas fluyen corrientes en direcciones arbitrarias, las
cuales tienen una angulo 3 entre ellas como se ilus-
tra en la Figura. Encuentre la densidad de fuerza por
unidad de area e indique si la fuerza es repulsiva o
atractiva a partir de los distintos valores de 3.

Problema 12.8 ®

Se tiene dos corrientes, ambas con igual sentido. Una
de ellas es una corriente plana e infinita de densidad
lineal K y otra es una corriente cilindrica infinitamente
larga cuya densidad es J(r) = Jp (1 — %) Encuentre
el valor de Jj en funcién de K que hace que el campo
magnético resultante en el punto P ubicado a una

distancia % del centro del cilindro sea nulo.

Problema 12.9 &®

Un cable de cilindrico de radio R lleva una densidad
de corriente J = Jyk. El cable tiene un hoyo cilindrico
de radio a paralelo al eje del cilindro a una distancia b
de él. Muestre que el campo magnético dentro de la
cavidad es uniforme, y encuentre su valor.

245

CAPITULO 12. LEY DE AMPERE

A\
e




CAPITULO 12. LEY DE AMPERE

Problema 12.10 @®

Considere 3 distribuciones como se muestran en la
figura. Un bloque de ancho w lleva un densidad vo-
lumétrica uniforme de corriente fl = JiZ. Un cable
infinito de radio R lleva una densidad de corriente no
uniforme J; = —arZ, donde r es la distancia desde
el eje del cilindro y o una constante. El bloque se en-
cuentra a una distancia d del cilindro. Si se coloca un
alambre con corriente I a una distancia s del centro
del cable (s < d), determine la fuerza por unidad de
largo que siente el cable con corriente 1.

Problema 12.11 @®

Considere dos bobinas muy largas de radios Ry y R,
con N; y Ny vueltas por unidad de largo, respecti-
vamente. La bobina de radio Ry se encuentra inserta
dentro de la bobina de radio R; compartiendo su mis-
mo eje. Si por la bobina exterior circula una corriente
I, determine:

a) La corriente I, que circula por la bobina interior,
sabiendo que el campo magnético para r < Ry
es nulo.

b) Para la corriente encontrada en la parte ante-
rior, encuentre la fuerza por unidad de area que
siente la bobina interior.
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I1l. Soluciones

Solucion

a) Usando la definicién de corriente eléctrica a partir de la densidad de corriente, se obtiene

que
27 a
R 2 3 31
[0://J1-dS://ar2-rdrd92: raa — =
3 2ma’d
0 0

27 ¢
— — A A [0
—102//J2'd5://—6z-rdrdez=—57r<c2—b2> == e —w
0 b

b) Por otro lado, el campo magnético es por ley de Ampere

o < a:

%B’dl = poley = B(r)-2mr = o //aré-rdrd% = MO%CWB — B = ,U20 07;
Ta

0

e a<r<bh

. . I ~
%B-dl ptoLows = B(r) - 21 = 0//ar2-rdrdezzfoz>B:“”e

2rr

e b<r<uc

polo & =12 5
27r ¢2 — b?

%B dl = poloy = B(r) - 2mr = Iy — //5 - rdrdfs = B = 0

e >
%g'cfl:m[snl:>B(r)-27rrzlo—10:0:>§:O

c) Un grafico aproximado es el que se muestra en la Figura [12.1]

Solucidn

a) Para iniciar el problema se debe calcular el campo magnético que produce un cable que lleva
corriente. Usando Ley de Ampeére sobre un camino I' (circunferencia de radio r recorrida en
sentido anti-horario).

— - g _[ N
%B-dl:uolﬁ—B() 21r = p,l = B = Ho —(—0)
r
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B(r)| 1

Holo
2ma

Holo
2rh

h
!
i
i
! .
a b ¢ r

Figura 12.1: Grafico

[}

Se supondréa que el punto donde el campo magnético se anula es sobre el eje X . Sea “x
el valor medido desde el centro del sistema de referencia. Debido a la superposicion de los
campos magnéticos, el campo en ese punto vale:

= 2 . 8.5 pol o, Mol pol
B(z,0)=Bi+By+B3= ———(-3)+ —(-8) + ———
(z,0) ! 2 5 27r(x+d)( 2 (=2) 27T(d—l’>z
Es posible verificar que el valor del campo magnético sobre el eje x siempre va en el sentido
2 (o —2) y depende sélo de la distancia que separa el cable al punto donde se calcula el
campo. Dado que se busca B(z,0) = 0, se obtiene que

1 1 1

=0
w+d+x d—=x

d
V3
b) Primero se calcula el campo magnético que genera el cable de la izquierda sobre el punto

- I ~
(0,y). Recordando que es B = gL(—@) (precaucion: la férmula anterior estd con respecto
r

donde resultan dos puntos simétricos ubicados en z = +

al origen, aqui la usaremos centrada en el punto (—d, 0)) se obtiene que:

5o Ml
! 2\ y? + d?

De igual forma, para el cable de la derecha se tiene que:

(—(—sinaZ + cos ag))

> ol : " " pol A .
By = —F——=(—(—sin (7 — a)Z4cos (7 — « = ————(—(—sinaZ—cos«
s = e (sin (7 — a)iteos (7 — a)i) = 5L (( )
Sumando las expresiones anteriores, y notando que sina = S
/y2 + d2
pol sin a poly

E(O,y):§1+§2: ii':

TP A )

Por lo que la fuerza estara dada por:

~

S o o ) poly . pel’dz oy
dF = 1dl x B(0,y) = —Id __
X BOw) = —ld=zx oy d
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Figura 12.2: Campos Magnéticos aplicados al cable.

Se pide la fuerza anterior linealizada (primer orden), por lo tanto reescribiendo la expresion
como

- pol?d=1 %
dF = — -
r dEp+1’
Como sabemos que y < d tenemos que hacer una aproximacién segin Taylor de la funcién
A
\) =
J) A2 +1
en un punto cercano a A = 0, por lo tanto
df (A
)~ 50+ T ()=
d\ |\
Finalmente la aproximacion es
dﬁ:_,uofzdz} g g%_,uofzdng
T d(4)?+1 T d?

Solucion

Para calcular el campo en los lugares pedidos, primero se debe conocer el resultado genérico para
el campo magnético producido por un alambre infinito con corriente I circulando en el sentido
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positivo de 2. Usando la Ley de Ampére en una superficie circular de radio r en el plano zy, y
asumiendo por simetria B = B(r), entonces:

i} L ol 5
%B-dfzuolz27rrB:>B:M09

2rr

Ahora volviendo al problema original, primero se calcula el campo en el punto P, colocando al
origen de los ejes cartesianos sobre P;, con % horizontal hacia la derecha, e 4 vertical hacia arriba:

B ol <—§:+j&>+ ol <§3—ZQ>+NOI <_§7_?3>
2#\% V2 2#\% V2 W% V2

- I,
B(P) = - (@+9)

Para el célculo en el punto P, se reubica el origen de los ejes en él, nuevamente con % horizontal
hacia la derecha, e ¢ vertical hacia arriba:

— I I I _A_A —

Por lo tanto:

2md 2md * wdy/2 V2

Solucion

En este caso se esta en presencia de una superposicién de corrientes, una la direccién de 0 y otra
en Z. Para enfrentar este problema es necesario determinar el campo magnético que genera cada
una de las densidades de corrientes, para luego sumarlos y obtener el campo total por intervalo.
Se define entonces

W =2 L) =p
Jo(r)0 Jo(r)0 Jg(r)é
— a— —

P ey L I o T3
b A " I A A L yiL b A y|IL
o — . — o | .
o . ir S I I . L
| T PSS S S SN AT
(& Do < S T Sy
r>b a<r<b r<a

Figura 12.3: Los caminos I'y, I'; y I's son los que se usan para determinar el campo magnético
3
para la densidad de corriente en 6 (en naranjo la corriente enlazada por los caminos).

Para la primera corriente Jy es necesario hacer el supuesto que el campo magnético es de la forma
By = By (r)Z debido a la regla de la mano derecha. Para enfrentar es tipo de direccién de corriente
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mediante Ampeére es necesario usar un camino rectangular de la forma en que se muestra en la
Figura [12.3] Luego, para r > b se tiene por Ampeére

§I§J§1 dl = po // Job - drd=0 = (B,(0) — By(r))L = poLaIn (2)

I'1

Noétese que dos lados de I'; tienen aporte nulo a la integral de linea. Por otro lado, es algo errado
considerar B;(0) es nulo, de hecho lo correcto es determinar ese valor mediante Biot-Savart

/// a@rdrdez X —(7“7’+zz) <b> .
=poaln | —| 2
(r2 4 22)2 a

él(r>b) =0

Lo anterior implica que

Luego para a < r < b se tiene que

5551 Sl = o // Jo - drd=0 — (B,(0) — By(r))L = jioLaln (2)

Iy

Dado que el valor de B;(0) ya es conocido, se obtiene que

= b
Bi(a <71 <b)=poaln (7“) z

Finalmente para r < a se tiene que no hay corriente enlazada por lo cual el campo magnético
vale

—

b
By (r < a) = poaln (a) z

©J:L ®J.2

() (&

Figura 12.4: Los caminos (', C5 y C3 son los que se usan para determinar el campo magnético
para la densidad de corriente en z (en naranjo la corriente enlazada por los caminos).

En el caso de la corriente en z, es necesario tomar caminos circulares como se muestra en la
Figura [12.4] Para el primer caso r > b se tiene que

5 . . b?_ 2
%Bg dl = ,LLO//JZE crdrdf02 = Bao(r) - 2mr = pofn - (> — a®) = By = ’UO&T(QG)
-

Cq
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Andlogamente para el caso a < r < b se tiene

2 2

%BQ dl = ,uo// J.2 - rdrdf2 = By(r) - 2mr = pofm - (r* — a®) = By = ,uoﬁﬂ(;’a)
r

Co

En el Gltimo caso r < a no existe corriente en enlazada, por lo cual

%Bg-cﬁ:ug//Jz2~Tdrd02:0:§2(r<a):O
Cs

Finalmente el campo total B = El + EQ es

poa In(2)2 r<a
B= %i_‘ﬁ)é—i-uoaln(g)é a<r<b
MOB(bQ_QQ)é r>b

2r

Solucion

Como el problema no depende de la componente seglin 0, se puede deducir que el campo magnético
es de la forma

B(r,z) = By(r,2)f + B.(r, 2)2
Esto es basicamente debido adicionalmente debe cumplirse que V- B =0, esto implica que el
flujo en cualquier superficie cerrada siempre es nulo. Usando lo anterior, por en enunciado se sabe
que B.(r,2) = By(1+ kz?), por lo que tomando un cilindro pequefio de radio r y altura z dentro
de la moneda se tiene que
Pcilindro = P1 + P2 + P3

Donde ®; y ®; son los flujos sobre las tapas superior e inferior respectivamente, y @3 el flujo
sobre el manto. Ahora de acuerdo a la Ley de Gauss magnética se debe tener que

§'EZOZ>(I)Ci|indro: //éd_S’ZO

Cilindro

Determinando los flujos por separado se tiene

2w 1 2 r
®, = //é(r, 0)-dS = By? - drdf(—2) = —Bymr?
0 0 0 0
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Figura 12.5: Moneda sobre el plano zy

Por lo que @ + &y + @3 = 0 = P3 = —(P; + Dy) = —Bymrikz?, pero por otro lado
z 2w z

Dy = / / B(r, ) - rdfdzr = 2mr / By(r, 2)dz — — Bymr?ka? —s By(r, ) — — Borsz
0 0 0

entonces el campo magnético vale
B = —Byrkzf + Bo(1 + k222

Finalmente para determinar la corriente

VxB=pJ=1J

I
| —
<l
X
S]]
I
|
oy
=]
X
=
D>
~
I
o\&
O\ZU
|
Sy
=)
=N
=
)
oY
3
N
N
>
I
|
oy
S
X
QL
=
no

Solucion

Se nos pide determinar la fuerza entre las placas que puede ser algo complejo de ver a primera
vista. j Por qué siente fuerza una placa?, a priori se podria suponer que la fuerza que siente cada
placa es la misma médulo, ya que es un par accién - reacciéon. Ahora, si se toma como referencia
la placa II;, la placa Il, sentird una fuerza por dos motivos: la corriente que circula por [?1
provoca un campo magnético en todo el espacio y en Il existe una corriente circulando. Estos
dos elementos, “campos magnéticos” (por lo general externos) y “corrientes” (o cargas
en movimiento) siempre provocan fuerza sobre las cargas. Ahora para determinar la fuerza
se debe usar la forma diferencial de la fuerza de Lorentz:

dFy = dqvy x B,

Donde F, es la fuerza que siente la placa Il;. En este caso el diferencial de carga dg = 0,dS,
pero por otro lado K5 = o99,. Juntando las igualdades anteriores se puede reescribir la fuerza

como .
dFy = K,dS ><31:>CT;:K2 x B,
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El campo magnético B, de una placa puede ser determinado por Ley de Ampere (Figura [12.6)).

A
)

Figura 12.6: Corriente en el plano II; y camino de Ampere.

La curva I" es un rectangulo de ancho L y alto 2z como puede verse en la Figura [12.6] Ademés
debe notarse que por simetria del problema necesariamente se tiene que |B;(z)| = |Bi(—z)|
. Dado que el plano que lleva corriente es infinito, el campo magnético siempre apunta en la
direccién 7 (esto es debido a que las componentes verticales son siempre anuladas consecuencia
de la simetria del plano). Usando la Ley de Ampere se obtiene que

ygé-cﬁ:uof
T

Por otro lado la integral de camino se puede descomponer de la siguiente forma

z

L 0
Slgé-(fl:/Bl(z)i:-dxiJr/Bl(z)i*-d22+/—B1(z)£~dxi+/Bl(z)£'dzé

T 0 —z L z

—z

De la expresion anterior se anulan las dos integrales verticales (el campo es ortogonal al camino).
Por lo tanto

%é-cﬁ:Bl(z)QL
N

Por otra parte, si se tienen densidades de corriente superficiales, la corriente enlazada se puede
determinar como (7. normal de la superficie donde fluye corriente)

L
1:/(ﬁlxﬁ)-d7:/(K1gx
0

Luego la ley de Ampere se transforma en

™

_ Hody

y{é-afl:,uOIzBl(z)-2L:u0KlL:B1(z) 5
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Notar el hecho que el plano II, esta ubicado en z = d, por lo que el campo magnético que afecta

al plano es
—~ K
Bl(Z) _ Ko 1'%

Ahora, descomponiendo Ky = K5 cos % + K5 sin (37, se procede a calcular la fuerza por unidad
de area que siente el plano II, como

dF, po kK ok Ky sin 3

— = Ky(cos T+ sinfj) X —r=—"——""—-2

S 2(cos 3 B9) 9 9
Finalmente, si 5 € (0, 7), la fuerza es atractiva (corrientes paralelas), si 5 € (w,27) la fuerza es
repulsiva (corrientes antiparalelas), y para los angulos § = 0, 7 no existe fuerza al ser las corrientes

ortogonales.
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Como B para r < a es dato, use la ley de Ampére en su forma diferencial para encontrar
la densidad de corriente e integre en la seccién transversal de la tuberia para encontrar la
intensidad de corriente.

= Conocida la intensidad de corriente, es posible determinar el campo magnético fuera de la
tuberia usando la ley de Ampere en su forma integral.

» Usado la ley Ampére en su forma integral, determine cual debe ser el valor de la intensidad
de corriente (y que sentido debe tener) sobre la superficie de la tuberia para que el campo
sea nulo en puntos r > a. Conocida la corriente dividala por el perimetro de la tuberia para
encontrar la densidad superficial K.

Indicacion

= Usando ley de Ampeére, determine el campo magnético que provoca J dentro del cilindro
(camino circular), en particular determine cuanto vale en P.

= Nuevamente por Ampere, determine el campo magnético que general la densidad superfi-
cial de corriente para puntos sobre ella (camino rectangular). Recuerde que este valor es
constante.

= Use el principio de superposicion para concluir este problema y encontrar la relaciéon entre
Jo y K cuando el campo magnético es nulo en P.

Indicacion

» Utilice dos sistemas de referencias en coordenadas cilindricas 77 = 171 y 6; para el cilindro
de radio Ry 75 = roffy y Oy para el hueco cilindrico de radio a.

= Use el principio de superposicion para determinar el campo magnético en un punto dentro
de la cavidad, exprese ese resultado en funcién de r, 79, 01, 05 y constantes.

» Note que Z es el mismo vector unitario para ambos sistemas de referencias, luego 2 =
T X «91 = Ty X 92 use esta relaciéon en forma conveniente para dejar el valor del campo
magnetlco en funcion de 71, 7, 2 y constantes.

= Concluya el problema utilizando la relacion vectorial entre 77 y 75.
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Indicacion

= Determine los campos magnéticos que actlan sobre el cable, para ello use el principio de
superposicién para el campo que genera en cilindro infinito (camino circular) y el bloque
infinito con corriente (camino rectangular).

» Una vez determinado el campo que actiia sobre el cable, use la relacion dF' = Idl x B para
concluir el problema.

Indicacion @

= Use la ley de Ampere para determinar el campo magnético que genera una sola bobina
(camino rectangular).

» Utilizando el resultado anterior y el principio de superposicion, determine el valor del campo
magnético que habria dentro de las dos bobinas. Encuentre el valor de I; imponiendo que
el valor anterior es nulo.

= Para encontrar la fuerza por unidad de area, recuerde que déK X B. Intente determinar el

valor de K que circula por la bobina interior.
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V. Resultados
Problema Respuestas
a) o= %, B = W(ngbQ)
2 A
@ 121 Gy ? r<a
: b) B — ’;0—:]9 a<r<b
) B= ““—I“L*”Qé b<r<e
27r c2—b2
0 r>cC
a) J=Jo(1-12)5 1= 25
Pl 122 ) §o ey
c) K =20z
a) v+ L
V3
@ 23 ) .
by 4F ~ -l g
P 12.4 B(P) = —‘j%dl(i" +§), B(P,) = 0. (& creciendo hacia la derecha e § hacia arriba)
pocrIn(2)2 r<a
P) 5 _ ) wmB(r’-=d®)j bys
12.5 B 50+ poaln(2)2 a<r<b
B(b2—a?) 5
pop =) (27“ )9 r>b
_ _ BordR?
P 2.6 [ = Bomdi?
% = Mé donde 2 apunta desde plano II; al II5. Si 8 € (0,7), la fuerza
@ 12.7 es atractiva, si 8 € (m,2m) la fuerza es repulsiva, y para 8 = 0 0 § = 7 no existe
fuerza.
P |12.8 J=3K
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CAPITULO 12. LEY DE AMPERE

Problema Respuestas

@ |

12.9 B(z) = ’“’TJ‘)I} x b, el vector b es que parte del centro del cilindro hasta el centro de
la circunferencia de radio a.

P 210 4 = ol (5 + )
a) IQ = _%Il

P 211 }
b) ?TI; = _/iO(N1]1)2f
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Potencial y Momento Magnético

I. Resumen Teoérico

Potencial Vectorial Magnético

Para todo campo magnético B existe un vector potencial magnético A tal que

—

—VxA (13.1)

Consecuencia de lo anterior, el potencial magnético puede ser determinado por alguna de las
siguientes expresiones

/T:@ _)Idl_)
A | |7 =7

{_ Mo // KdS (13.3)
s |7 — 7|
JdV

// e (13.4)

Si se integra en volumen la Ecuacién se puede encontrar otra relacién entre Ay B

yﬁA’-? //E-dis* (13.5)

r Q

(13.2)

El vector potencial no es (nico, ya que cualquier solucién de la forma

A=A+ Vf (13.6)

es también solucién de la Ecuacién ya que para cualquier funcién escalar f el rotor de su
gradiente es nulo. Si se elige f de modo que V - A = 0, entonces se cumple que

V2A = o (13.7)
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CAPITULO 13. POTENCIAL Y MOMENTO MAGNETICO

Torque Magnético

El torque magnético sobre un circuito cerrado I' estd dado por

T=¢wxdﬁszxuﬂxé) (13.8)

r r

Momento Magnético
El momento o dipolo magnético 7 de un circuito con corriente I estd dado por la expresion
mszxmznﬁ (13.9)

donde A es el area del circuito magnético y 7 su normal. Para distribuciones de corriente mas
complejas, el momento magnético puede ser determinado como

//F’ x KdS (13.10)
N ]- ) 7
m = 2///7“ x JdV (13.11)

El potencial magnético que genera un momento magnético para puntos muy lejanos a él, esta
dado por

DN | —

m

o o X (F— )
Tar F—iP

(13.12)

donde 7 es el lugar donde se quiere determinar el potencial magnético y " el lugar donde se
encuentra el momento magnético. Notese que es posible determinar el campo magnético del
momento mediante

5oy 1 Ho (- (=) =r")
B=VxA= 3 = 13.13
AT A= 7 — ]2 " (13.13)

El torque de un momento magnético en presencia de un campo magnético B est4 dado por
F=mxB (13.14)
Por otro lado, la energia que tiene un momento es
U=—m-B (13.15)
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Recomendaciones

= Recuerde que, a diferencia de electrostatica, el potencial magnético es un vector y no un
escalar. El potencial magnético vectorial no tiene un significado fisico directo.

= Note que siempre .J || A.

» En general las Ecuaciones[13.2] [13.3]y [13.4] se usan cuando uno quiere conocer el potencial
vectorial en algin punto en especifico. Si se conoce B en todo el espacio y se desea conocer
A, puede ser atil la Ecuacién . Note el parecido de esta dltima con la ley circuital de

Ampere
%E-cﬁ:m//ﬁd@Hygﬁ-(fl://ﬁ-dﬁ
Ql T2

Iy QQ

Para calcular el potencial magnético se sigue la analogia de la ley de Ampere.

= Los momentos magnéticos estan asociados a estudiar el comportamiento de los campos
magnéticos para puntos muy lejanos de donde esta la corriente que lo genera.
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CAPITULO 13. POTENCIAL Y MOMENTO MAGNETICO

Il. Problemas Propuestos

Problema 13.1 ® @

Considere un cilindro hueco infinito de radio R so-
bre el cual circula sobre su superficie una corriente
homogéneamente distribuida /. Encuentre en todo el
espacio el vector potencial magnético A. Puede usar
el hecho que A(r =0) = 0.

Problema 13.2 & @

Considere un circuito en forma de hélice circular con
su eje en z. Por la hélice circula una corriente I, y
estd compuesta por 2N vueltas completas y tiene un
paso p. La ecuacion paramétrica de la hélice es:

x = Rcost

y = Rsin6

=Ly
2T

Las vueltas de la hélice estan repartidas desde la cota
z1 = —pN hasta la cota z9 = +pN.

a) Determine la componente axiales del campo
magnético y del potencial magnético en el ori-
gen, B.(0)y A.(0).

b) Silalongitud del circuito helicoidal es L = 2pN,
muestre que B, (0) puede ser escrita de la forma
B.(0) = Byf(R,N,p) donde By es el campo
magnético creado con solenoide de longitud in-
finita.

c) Encuentre el valor de f(R, N,p) cuando R <
L. iQué relacién debe haber entre Ry L para
que el B,(0) sea un 99 % del valor de By?
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CAPITULO 13. POTENCIAL Y MOMENTO MAGNETICO

a) Considere un alambre de largo 2L sobre el eje z,
donde fluye una corriente I desde z = — L hasta
z = L como se muestra en la figura. Determine
el potencial magnético vectorial sobre un punto
en el eje y a distancia R del origen. Deduzca el Parte (a)

valor del potencial magnético en el limite L >
R. 4

Problema 13.3 @® @ ‘

b) Se coloca un nuevo alambre de largo 2L, para- I
lelo al alambre de la parte anterior, por el cual
circula un corriente I en el sentido inverso. El
nuevo alambre se ubica a una distancia d del y

primero, perpendicular al plano zy (ver figura). d

Determine el potencial magnético vectorial pa- ;

ra puntos sobre el plano zy, a una distancias *” _| | I

mucho mayores que L. 1 ‘
Parte (b)

Problema 13.4 ® @ \LD

Considere una esfera de radio R, la cual esta cargada
uniformemente con una densidad de carga volumétri-
ca py constante. La esfera gira entorno a una de sus
didmetros con una velocidad angular constante wy,
como se ilustra en la figura. Encuentre

a) El campo magnético By el potencial magnético
vectorial A en el centro de la esfera.

b) El momento magnético de la esfera.

Problema 13.5 ® Al

Un circuito cuadrado rigido de lado L y masa M esta l
pivoteado en torno a uno de sus ejes (AA’) en presen-

%l
=
O

B

cia de un campo magnético B uniforme, y el campo
gravitatorio. El circuito lleva una corriente I que es _
capaz de mantenerlo en equilibrio en el angulo 6. En- ' L
cuentre el médulo y el sentido de dicha corriente.
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Problema 13.6 @®

Una densidad de corriente determinada por J = JoZ,
origina un potencial magnético vectorial
toJo

A= —57(902 +9%)

a) Aplique la ecuacién vectorial de Poisson para
confirmar el enunciado anterior.

b) Utilice la expresién de A para determinar B.

c) Utilice la expresiéon para fjunto a la ley de
Ampére y determine B. Compare su respuesta
con la obtenida en la parte anterior.

Problema 13.7 &®

Una esfera no conductora tiene masa m y radio R.
Como se puede apreciar en la figura, una bobina muy
compacta, de cinco vueltas se encuentra enrollada en
la esfera; ésta se encuentra en un plano inclinado que
forma un angulo 6 con la horizontal, de manera tal que
la bobina es paralela a éste. Si un campo magnético B
apunta verticalmente en la regién, jcual es la corriente
necesaria en la bobina, que permitird a la esfera per-
manecer en equilibrio en el plano inclinado?. Muestre
que el resultado es independiente de 6.

Problema 13.8 @®

Considere una espira de radio R, N vueltas y ma-
sa M distribuida homogéneamente por la cual circula
una corriente Iy. Esta espira se coloca en un campo
magnético constante de B = By# inicialmente dis-
puesta con sobre el plano yz con su eje coincidente
con el eje z. Encuentre la frecuencia de pequenas osci-
laciones al perturbar débilmente la espira con respecto
al plano yz.
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Problema 13.9 ® @

Considere un electrén orbitando a un protén, que man-
tiene una trayectoria circunferencial de radio R debido
a la interacciéon Coulombiana. Tomando la érbita de
carga como un circuito de corriente eléctrica, calcule
el torque resultante cuando el sistema esta inmerso en
un campo magnético B, orientado perpendicularmen-
te respecto al plano donde vive el protén y el electrén.
La carga del electrén y del protén son conocidas, —e
y e respectivamente , al igual que la masa del electrén
M.

Problema 13.10 @

Considere tres momentos magnéticos iguales 1, ubi-
cados en los vértices de un triangulo rectangulo ABC'
de lados a, a y av/2.

a) Determine el trabajo necesario para invertir la
posicion del momento magnético ubicado en el
vértice C.

b) ;Cudl es el torque que sienten los momentos
magnéticos ubicados en Ay C7.

Problema 13.11 ®

Considere una espira cuadrada conductora de lado a
situada entre dos espiras circulares de radio b (b > a)
también conductoras, ambas espiras circulares estan
separadas una distancia 2d (d < b) y colocadas en
forma paralela. La espira cuadrada de encuentra en el
punto medio y su eje de simetria y su eje de simetria,
que es perpendicular al eje de las espiras circulares,
esta conectado a un motor que ejerce un torque res-
taurador 7 = k0Z, con k una constante. Si las co-
rrientes son las indicadas en la Figura, determinar la
ecuacion que define el angulo de equilibrio de la espira
cuadrada con la horizontal.
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CAPITULO 13. POTENCIAL Y MOMENTO MAGNETICO

I1l. Soluciones

Solucion

En este caso se debe usar ley de Ampeére para determinar el campo magnético que genera el
cilindro. Para el caso r < R se tiene que

yﬁé-d? pol =0 = B =0
Para el caso r > R se obtiene que

— - g ]/\
%B-dl:uol:B:MOQ

2rr

Ahora dado que V x A = B, integrando a ambos lados y aplicando Teorema de Stokes se obtiene
que:

//(ﬁxﬁ)-d@—//E-df‘?i}ﬁicﬁ—//é-d@
Q Q N Q

donde T" es el contorno cerrado de la superficie €. Suponiendo que A = A(r)2 (siempre A || J )
y que A(r = 0) = 0 se obtiene que en el caso r < R

ygﬁ-cﬁ://g-dg’:(A(O)—A(r))L:0:>/T(r):0

£ - Jr

1
’

z=0

A
.
A\

z=1L
Figura 13.1: Superficie y camino de integracién para r < R

En la Figura [13.1] se indica I'; y €2; donde se determinaron la integral de linea y superficie

Analogamente para el caso r > R, se obtiene que

L r
%Adl //BdS:> //Bdrd //“OIA Hol L
0

A T
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De esto, se determina que

_-

~—ea -
\/

— P
z=0

z=1L

Figura 13.2: Superficie y camino de integracién para r > R

Solucién [13.2

a) La parametrizacion de la hélice en coordenadas cilindricas es 7/ = RF + %2 con ¢ €

[—27 N, 2w N|. Mientras que el dl = Rd#6 + dz=2, dado que se pide el campo magnético en
7 =0, se llega a

ézuo/nﬁ X (7= 7)
47 |F— 7”|3
ol / (RdOO + dz2) x (—Ri — £22)
am (R + (8)?)%
ol / (R?d0z — 2097 — Rdz0)
am (R?+ (32)2)2

Dado que sélo interesa la componente axial

27N 9
B.(0) = Hol / R2df
z - 0 3
i ) (R ()3
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Usando el cambio de variables u = Q’i =— du = ;25df se llega a
TR 2TR

o[%

ol du

B.(0)

B ( pN N pN >
2p \(R?+4p2N?)2  (R?+p2N?)z

_ pol N

(R? + p?N?)2

Por otro lado, como A esta dado por

S V) Idl
Am:ﬁ

=7

para calcular A, habra que considerar la componente en z de 7, luego:

2N
_ Ho / B [(%)d@

A ) (R (20))

A.(0)

Usando el cambio de variables u = Ji = du = ;25df se llega a
TR 2R

pN
R
’ dr ) (1+u2):

_pN
R

I N

R

= Gl vl

_ ol ((R2+ (pN)?)> +pN)
A7

b) Primero que todo hay que notar que en el exterior de un solenoide el campo magnético
es nulo ya que al darse un camino cualquiera la corriente encerrada siempre serad nula,
por lo que Be: = 0. Por otro lado, si se tiene un solenoide infinito, se puede calcular el
campo magnético mediante ley de Ampére considerando un camino cuadrado de largo L
que encierre n espiras por unidad de largo por las cuales circula una corriente Iy, por lo que:

%B dl = ponlenia; = B(2) - L = ponl = B= npol 2
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Este caso
Nimero de Vueltas 2N
n = e = —
Largo 2Np p
Por lo tanto el By es
I
By = Hot
p

Si se considera el resultado calculado en (a) y se reordena de manera que pueda colocarse
en funciéon de By se tiene:
(R?+ PN
pol Np
b (RPN

1
= By T
R 2\ 2
(1 +(#) )
De la expresién anterior es facil concluir que B, (0) puede escribirse como B, = By f(R, N, p),
donde f(R, N,p) estd dada por:

f(R,N,p) = (1 + <]\]27> )

2
Finalmente, cuando R < L — (%) < 1, y haciendo una aproximacién de Taylor para

f:

>2+O:>f(R,N,p) ~ 1_2@)2

Luego es posible concluir que para R < L el cuociente entre B,(0) y By esta dado por

S0 (8

2

Por ende para que el valor de B.(0) sea dicho cuociente sea un 99 % del valor de B, el
cuociente debe tomar el valor de 0,99 con lo que se concluye la relacién entre Ry L para
que esto se cumpla:

B.(0) R\?
= —1-2(=
5 —099=1-2(F)

2
(1) =
L) ~ 100
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Solucién

a) Primero se determina el campo magnético que genera la esfera, para ello se usa la ley de

Biot-Savart
7 ) X (F—=7")dV
7:’ —‘/|3

Esfera

En este caso, 7 = 0, 7/ = ri' y J = poU = powrsinfp. Manejando algebraicamente la
expresion anterior

2 R

R 2T
iL / / / powsmew X 2 sin Bdrdfdy “Opo“’ / / / rsin? 0-Odrddp
0 0 O

0

Pero 6 = 2 cos 6 cos ¢ + g cos @ sin p — Zsin @, por lo que las integrales en x e y se anulan
debido a la integral en ¢. Luego el campo sélo tiene componente en z y su valor es

27 by R
B(0) = 'uo'oowz/dgp/sin?’ Gde/rdfr
4dm
0 0 0
La dnica integral compleja es
s L, ™ ) . ™ . ™ ) ' i} 1 ; . 4
sin® 0df = [ (1—cos”0)sinfdf = [ sinfdf— | cos”Osinfdf = —0089]0+§Cos 0 = 3
0

0 0 0 0

Luego el campo vale

B— Hopowz

R?  popowR? .
_——= 7
47 2

4
N7 S
3 3

Para el caso de potencial magnético se tiene que

() // JdV
|7 — 7|

Esfera

Los vectores J, 7y 7/ son los mismos que la parte anterior. Entonces

2r ™ R

B 0
0) = 'LLO///WSIHSO -2 sin Odrdfde
47 r
00 0
Pero dado que ¢ = —Z sin ¢ 4 §cos ¢, la integral en ¢ vuelve anular las dos coordenadas
de modo que
2 ™ R
A(0) = “Zﬂ /(—i sin ¢ + ¢ cos <,0)dgo/sin2 9d9/r2dr =0
s
0 0 0
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b) Para el caso del momento magnético, este esta dado por

47Wxﬂw

donde " y J, ya fueron calculados previamente. Reemplanzando

2T
mzé/wxﬂw_—m“///}anwmww

Nuevamente al descomponer el vector € se anulan las componentes en x e y. Entonces

4 R®
m = powz/dcp/sm 0d9/ 7r,010;u z

N | —

m =

Solucion

Para comenzar este problema es necesario determinar el momento magnético de la espira R, se
supone que la espira ya se ha perturbado un angulo 6 con respecto al eje x, de modo que

m = NIyrR*h = NIymR*(cos 02 + sin 67)
Por otro lado el torque que siente la espira debido al campo magnético presente en el espacio es
7 =1 x B = NIywR?*(cos 02 + sin 0§) x Byt = —NI,Bym R*sin 02
Por otro lado debe recordarse que en un sélido rigido
F=1d

La inercia I, de la ecuacién puede ser determinada a partir del teorema eje perpendicular como
I, =1, + I, = 21, (debido a la geometria plana de la espira I, = I,) por lo cual

MR?
2

1—/} Pdm = MR* = I, =

Luego, la ecuacién escalar que describe el movimiento de la espira es

MR? . . 2NIyB,
0 = —NIyBynR?sinf) — 0 + %Sinﬁ =0

Considerando pequenas oscilaciones sin 6 ~ 6, por lo cual finalmente se desprende que

- QNJ()B()?T . . 2NI()B()7T
b+ =G0=0=w= /=
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Solucién

Se debe comenzar calculando el momento dipolar m = I An, donde I es la corriente y A es el
area. Para este caso la corriente esta dada por:

dg e

a T
donde ¢ es la carga del electron, m,. la masa del electrén y 1" su periodo. Para encontrar el periodo
se puede relacionar con su frecuencia mediante 7' = %” con w = %. Luego falta encontrar v,

para ello usamos la interaccién coulombiana en el interior de los atomos y la expresion para fuerza
centripeta:

2 2
e mev
‘ c 47T€0R2 R
—— 62
V= I —
dreom R

Con la dltima expresion es posible concluir que el periodo estd dado por:

_ 2tR 27 R\4megm R
e

v

T

Conocido T, se puede concluir I:

e 2

(&
T T 2rR\Areom.R

Para terminar el calculo, se considera que el area viene dada por una circunferencia, por lo que
A = 7R?. Con esto se tiene que

. e’R .
m=———-2=2
2v/4megm.R
Finalmente, el torque esta dado por

- e’B R
7l = |m x B|sin90° = —
|7 = |m | sin >\ dmeom
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Use la definicion de potencial magnético A para determinarlo en el punto pedido. Recuerde
que In(1+¢) ~ € cuando € < 1.

= Use el principio de superposicién para la segunda parte del problema, utilizando el resultado
anterior.

Indicacion

= Determine el momento magnético del circuito cuadrado en funcién 6 y el torque que este
siente debido al campo magnético presente.

= Determine el torque que provoca el peso sobre la espira. Concluya el problema recordando
que la suma de torques debe ser nula para que la espira se encuentre en equilibrio.

Indicacién
= Aplique la ecuacién vectorial de Poisson en forma vectorial, recuerde que V2A = ,uof
significa que VA, = poJ,, V2A, = uoJ, y V2A, = uoJ, en coordenadas cartesianas.

= Use la ley de Ampere para encontrar el campo magnético, para ello tome un camino circular

de radio r centrado en el origen sobre el plano xy. Puede ser (til recordar que 22 + 12 = r2.

Indicacion

= Determine el momento magnético del enrollado de la esfera.
= Note que necesariamente debe haber fuerza de roce en el problema para que la esfera se
encuentre en equilibrio. Para determinar el valor de esa fuerza plantee que la sumatoria de

fuerzas sobre la esfera debe ser nulo.

= Para concluir el problema imponga que el torque sobre el centro esfera también debe ser
nulo, note los torques involucrados son debidos al momento magnético y al roce.
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Indicacion

= Determine el campo magnético sobre el punto C' provocado por los momentos magnéticos
en Ay B. Usando ese valor, determine la energia inicial y final del momento magnético,
recuerde que W = AU.

= Nuevamente determine el campo magnético A y C'y aplique la formula para determinar el
torque que siente un momento magnético en presencia de un campo magnético.

Indicacion @

» Dado que las espiras circulares son mucho mas grandes que la espera cuadrada, el campo
magnético que afecta a esta ultima es aproximadamente igual a la superposicién del campo
que provocan ambas espiras circulares en el centro de la espira cuadrada.

» Use Biot-Savart para determinar el campo magnético que afecta a la espira cuadrada.

= Determine el momento magnético de la espira cuadrada y con ello el torque total ella que
siente. Finalmente, deduzca la ecuacién que debe cumplirse para que haya equilibrio.
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POTENCIAL Y MOMENTO MAGNETICO

V. Resultados
Problema Respuestas
. 0 r<R
P (131 A(r) =
wlin(£)2 r>R
a) B.(0) = 2t A <0):wln(<R2+w>2>§+pN)
Z (Rep2e) 3" " (R2+(pN)2)2 —pN
P 132 Nl
b) f(R.N,p) = (1+ () )
R _ _1
c) £= NG

a) ffzfﬁ[ln[é <1+ 1+}z§>}25iL>>Rentonces/_f:i‘;]ln(%)é

P 133
- z2 —N27 .

b) A~ tlln [ ;z(iny) } 2

a) B(0) = teeeel s J(0) =0
@ 3.4 L

b) m = =53
P) 13.5 1= %‘?9 y la direccién es horaria segtn la figura.
P 13.6 B = poforg

M

@ 13.7 I'= =#R
P 13.8 w = /2 oBor
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CAPITULO 13. POTENCIAL Y MOMENTO MAGNETICO

Problema Respuestas

o e’B R
P 139 7= S
— -
a) W = é?ra:?’
@ h3.10 . )
b) En A: 7= %k, En C: 7= 0. k sale de la hoja de papel.

u01112a2b2 Cgs Ocq _ keeq
(d2+b2)2

@ |

13.11
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Medios Magnéticos

I. Resumen Teoérico

Vector de Magnetizacion

Dada la composiciéon de momentos magnéticos con lo cual se modelan los materiales, se define
el vector magnetizacién como

- oy
M—Al‘1/n_1>0 AV

El cual se define como la densidad de momento magnético por unidad de volumen dentro de un
medio material.

(14.1)

Corrientes de Magnetizacion

La densidad de corriente de magnetizacion superficial sobre un medio magnetizado es
Ky =M xn (14.2)

donde 71 es la normal de la superficie magnetizada. Por otro lado, la densidad de corriente vo-
lumétrica dentro de un material esta dada por

Ju=VxM (14.3)

Ley de Ampere Generalizada

Para incluir el efecto del campo magnético que generan las corrientes de magnetizacion se define

el vector H como
1

Ho

H=—-B-M (14.4)
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CAPITULO 14. MEDIOS MAGNETICOS

Luego es posible afirmar que
%ﬁ < dl = e (14.5)

donde I}, hace referencia a las corrientes reales que circulan por un material magnético y no a
las debidas a la magnetizacién. En su forma diferencial, puede ser enunciada como

—

6 X ﬁ = Jlibre (146)

Propiedades Magnéticas de los Materiales

Para gran cantidad de materiales se cumple una relacién lineal entre M y H, de modo que

— —

El valor de x,, es conocido como la susceptibilidad magnética y los materiales pueden ser clasifi-
cados a partir de ese valor.

= Un material paramagnético es aquel que x,, > 0.
= Un material diamagnético es que y,, < 0.

= Un material ferromagnético es aquel que x,,, > 1.

Por otro lado, se define el valor de la permeabilidad magnética p para encontrar la relacién lineal
entre By H dada por

B = puo(H + M) = po(1 + xm)H = pH (14.8)

donde p = 1+ x,,. Para los materiales no ferromagnéticos se aproximada que i = fi, sin embargo
los medios ferromagnéticos tienen permeabilidades muy altas y suelen tener un comportamiento
no lineal (curvas de histéresis).

Condiciones de Borde

Las condiciones de borde en magnetostatica son las siguientes
B, = By, (14.9)

A x (Hy — Hy) = Kiipre (14.10)

donde 7i es la normal a la interfase de los medios.
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CAPITULO 14. MEDIOS MAGNETICOS

Recomendaciones

= Los medios magnéticos son completamente analogos al caso de los dieléctricos, particular-
mente con el hecho que en vez de inducirse carga se induce corriente.

= En general, las simetrias en las que es posible usar Ley de Ampeére no cambian con la
presencia de medios materiales. Tenga precaucién en usar de forma correcta las condiciones
de borde para poder determinar el campo magnético en cada medio.

= Tenga precaucion con identificar bien I}, €l cual es una corriente real que circula por el
material. Esta distincion se hace para separar este tipo de corriente con las de magnetizacion.
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CAPITULO 14. MEDIOS MAGNETICOS

Il. Problemas Propuestos

Problema 14.1 ®

Se tiene un dispositivo de simetria cilindrica que cons-
ta de un conductor cilindrico macizo de radio 3a ro-
deado por un conductor cilindrico hueco de radio inte-
rior 4a y radio exterior ba por el cilindro central pasa
una densidad de corriente uniforme J = Jy2 y por el
cilindro hueco exterior circula una intensidad de co-
rriente de igual magnitud pero de signo opuesto. El
medio entre ambos conductores tiene permeabilidad
(> pg. Calcule el campo magnético en todas par-
tes.

Problema 14.2 ®

Considere una bobina toroidal de seccién rectangular
de N espiras, por cada una de las cuales circula una
corriente . El radio interior de la bobina es a y el
exterior es b y la altura es h. El nicleo de esta bobi-
na es de un material inhomogéneo en tal forma que
su permeabilidad magnética ;1 depende tan solo del
angulo polar 6 y satisface

@:14—1@‘60329

1

Determine la intensidad magnética H en el interior de
la bobina.

Problema 14.3 ®

Un material ferromagnético tiene la forma que se in-
dica en la figura, donde la seccién transversal es un
cuadrado de lado de a = 2 cm. El resto de las di-
mensiones se muestran en la figura con b = 2,5 cm.
El enrollado tiene N = 500 vueltas, la corriente que
circulaes I = 0,3 Ay = 2500. Calcule el flujo
neto en la rama central y en la rama del lado derecho.
Desprecie cualquier pérdida de flujo fuera del material
ferromagnético.
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Problema 14.4 @®

Un solenoide infinito de radio a que tiene m espiras
por unidad de largo, lleva corriente I. La permeabi-
lidad magnética del material al interior del solenoide

es
o si0<O<
o= fy sim<0<2m

Encuentre el campo magnético, la intensidad magnéti-
ca en todo el espacio, la magnetizacion de los mate-
riales y las densidades de corriente.

Problema 14.5 @

Considere un toroide de seccién transversal circular A
y de radio medio R como se muestra en la Figura. El
toroide esta compuesto por tres medios de permeabili-
dades 1, 11y po (ver Figura). Un cable con corriente 1
atraviesa el toroide por su centro por eje perpendicular
al toroide. Para efectos de calculo, puede considerar
que p — 0.

a) Calcule H y B, para cada material si las per-
meabilidades de los materiales son lineales, uni-
formes e isotrépicas.

b) Si las permeabilidades de los materiales son li-
neales uniformes e isotrépicas jexistirian densi-
dades de corriente de magnetizacién?. Si exis-
tieran, calculelas.

c) iCémo cambia (explique) H, B y las corrientes
de magnetizacién si 13 = ar o pu; = af?.

Problema 14.6 @®

Se tiene un cilindro infinitamente largo, de radio R
con su eje coincidente con el eje z y con una magne-
tizacién constante M = Mz perpendicular a su eje.
Determine las corrientes de magnetizacién (volumétri-
cas y superficiales) y el campo magnético en el eje del
cilindro.
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CAPITULO 14. MEDIOS MAGNETICOS

Problema 14.7 ® @

Por el interior de un cilindro infinito de radio a y per-
meabilidad magnética u4, circula una corriente I en
la direccién Z. A este cilindro lo rodea un casquete
cilindrico de radio interno b y radio externo c. El cas-
quete consiste en dos mitades, de permeabilidad ps y
s respectivamente (ver figura). Por el casquete cir-
cula la misma cantidad de corriente I pero en sentido
opuesto al del cilindro interno (es decir, en la direccion
2). Asuma que las densidades de corriente al interior
de estos materiales es homogénea.

a) Encuentre una expresién para la corriente to-
tal I(r) que atraviesa una superficie circular de
radio r arbitrario, concéntrica a los cilindros.

b) Encuentre la intensidad magnética H y el cam-
po magnético B en todo el espacio.

c) Determine el valor de las corrientes superficiales
Ky inducidas por la magnetizaciéon M de los
medios, en cada una de las superficies.

Problema 14.8 @

Considere una linea de transmisién coaxial llena de un
material con permeabilidad magnética no lineal, con
un conductor interno sélido de radio a y un conduc-
tor externo muy delgado, de radio interior b segln se
muestra en la figura. Se sabe que en el conductor in-
terno circula una corriente I hacia afuera de la hoja, y
vuelve en direccion opuesta por el conductor externo.
En ambos conductores la corriente se reparte en forma
homogénea, y ambos se pueden suponer muy largos.
Si la curva de magnetizacion del material se puede
aproximar como

_16H
© 1000+ H

a) Campo magnética en todo el espacio.

b) Vector de magnetizacién en el medio material.
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Problema 14.9 ® &

El sistema de la Figura representa un conductor
cilindrico de resistividad 7 el cual estd sometido a
una diferencia de potencial V{,. Este conductor posee
ademas caracteristicas magnéticas, con una permeabi-
lidad relativa pu(r) = po (1 + %) tal como se muestra
en la Figura. Suponiendo que la corriente se distribuye
en forma homogénea al interior del conductor y que
D> L > R, se pide

a) Estimar campos H y B en el interior y exterior
(pero en las cercanias) del conductor.

b) Estimar la magnetizacién M.

c) Determinar las densidades de corrientes de mag-
netizacion y libre en el conductor.

Problema 14.10 @®

Un cubo de lado a estd hecho de un material ferro-
magnético el cual estd permanentemente magnetiza-
do, con una magnetizacion igual

- M()LU

M=—23

a

Encuentre las densidades de corriente de magnetiza-
cién presentes en el cubo.

Problema 14.11 @® @

Considere N vueltas de un alambre conductor se han
enrollado sobre un toroide de hierro dulce de seccién
transversal S y permeabilidad p. El radio medio del
toroide es Ry posee un entrehierro de longitud ¢ como
se muestra en la Figura. La corriente I que circula por
el alambre es suficientemente grande de manera que
Ia magnetizacion M adopta su valor de saturacion
M, = M0 en el hierro dulce.

a) Encuentre los valores de H'y B en todo el to-
roide.

b) Cuando la corriente I se interrumpe, la mag-
nitud de la magnetizacion decrece a su valor
remanente ]\Zi M, en eI hierro dulce. En-
cuentre los valores de H y B en esta situacién.
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CAPITULO 14. MEDIOS MAGNETICOS

I1l. Soluciones

Solucion

Dada la simetria del problema, el campo magnético debe ser de la forma B = B(r, 9)@ y H =
H(r, 8)@ Por otro lado, dado que el medio tiene una permeabilidad dependiente de €, existe un
cambio progresivo en el material. Lo anterior puede ser aproximado como un cambio de medio,
donde el campo magnético es normal a la interfase de cambio (cada radio vendria siendo una
interfase). Luego, como By, = By, se deduce que dentro del toroide B no tiene dependencia de
0. Luego, por Ampere

;51? cdl = Ljpre = /H(r, 0)0 - rdof = N1
Como en este caso

B(r) 1+ k:cosz@B
H Ho

B=puH— H(r,0) = (r)

Por lo tanto

27

1 2

/*’“COS@B(T)rde: /1+kcos 0)d) = N1
Ho

) 0

Resolviendo la integral y despejando B(r) se tiene que

rB(r) poN T
20 o+ k) = NT = Br) = O

por lo que finalmente
poNT 1+ kCOSQHN]é

H= — 0
(2 + k)r 24k 7wr

Solucion

Para resolver este problema se usaré la técnica de reluctancias. En primera instancia, es necesario

definir reluctancia como

l
R="7

donde [ es el largo, i la permeabilidad y A la seccién transversal del medio por donde pasa un
respectivo flujo. La idea de este método es emular un circuito simple con resistencias, en el cual
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CAPITULO 14. MEDIOS MAGNETICOS

la fuente de tensién es el equivalente al enrollado con corriente (V' — NI), las corrientes es
equivalente al los flujos magnéticos (I — @) y las resistencias a las reluctancias (R — R).

Para aplicar este método, es necesario identificar las reluctancias en el circuito magnético, para
ello se verifica en que ramales del circuito pasa el mismo flujo.

6b

== 4b

i

3b

Figura 14.1: Determinacién de Reluctancias.

En la Figura [I4.1] es posible identificar los caminos por los cuales circula el mismo flujo. Cada
uno de esos caminos I'y, I's y I'5 tienen asociadas los siguientes valores de reluctancias:

10D 4b 10D

Fi=a = A

Una vez determinado los valores de las reluctancias, se procede a plantear el circuito analogo.

03 R,

—L |

v () R l%ng -

Figura 14.2: Circuito Equivalente.

Las incégnitas en este circuito son los flujos @1, @5 y ®3 como es mostrado en la Figura [14.2]
Planteando la ley de Kirchoff de Nodos se obtiene que

Q) =Dy + D3
Mientras si se plantea la ley de Kirchoff de Voltajes
NI =R1P; + RoPy
RPy = R3P;3
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Usando las tres ecuaciones anteriores es posible despejar los valores pedidos, de modo que

NIyuA
27 18D
NIyjuA
ST

Solucion

Dada la geometria del problema, el campo magnético provocado por el solenoide debe ser paralelo
al eje del cilindro. Recuérdese en el solenoide ideal e infinitamente largo se hace el supuesto que
el campo magnético es nulo fuera del mismo.

Figura 14.3: Célculo de Campo Magnético Usando Ley de Ampere.

En la Figura [14.3| se muestra el rectangulo con el cual puede ser usada la Ley de Ampere de la
siguente forma

ygﬁl-cfl:1|ibre:>Hl-L:mLI:>FI1:m12
Analogamente, es posible hacer el mismo analisis para H,, por lo que también se puede concluir
Hy=mlI?

El resultado anterior es coherente con la condicién de borde 7o x (Hy — Hy) = Kjipre Ya que en la
interfase de los medios no hay corrientes libres circulando por ende H; = H,. Por otro lado, los
campos magnéticos estan dados por

él = ,ulmlé ég = ,uyn]%
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A partir de lo anterior, se procede a determinar las magnetizaciones de cada medio, las cuales
cumplen B = po(H + M), por lo tanto

M, = <“1—1>m12 M, = (“2—1>m12
Ho Ho

Ahora, para encontrar las densidades de corrientes presentes se usan las definiciones K, = M xn
y Ju = V x M. Hay que tener precaucién debido a que los medios tienen mas de una normal.

A

r
M1 12‘1\, y

RABERT,

X

Figura 14.4: Calculo de Corrientes de Magnetizacion.

Siguiendo la Figura [14.4] se pueden determinar las corrientes superficiales en la divisién son

R = K’“ - 1) m[é] x (=) = (“1 - 1) mI#
Ho Ho

K, = [(M—1>m121 xgj:—<u2—1)m[:ﬁ
Ho Ho

Mientras que en los mantos se tiene que

Finalmente, dado que M es constante J =V x M = 0.

Solucion

a) En primera instancia, debido al solenoide enrolado en el toroide, existe un campo magnético
confinado dentro del material magnético y también en el entrehierro. A priori, se supone
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que existen los campos H, y B en el hierro dulce y los campos H, y By en el entrehierro.
Adicionalmente, en este tipo de problema se suele suponer que el campo magnético es mas
bien homogéneo dentro del toroide, por lo cual es una buena aproximacién es tomar el
camino medio del mismo para calcular H y B en todos los puntos.

Entonces, usando Ley de Ampére al camino medio de radio R y usando el supuesto que
H, = H\0y Hy = Hyf se obtiene que

ygﬁ-cfl:NI:>H1-(27TR—€)+H0-€:N[

Dado que el hierro dulce alcanzé su maxima magnetizacién, se puede afirmar que
By = po(Hy + M,)
El paso clave del problema, es usar la siguiente condicién de borde
(Bo — By) -7 = 0= By, — Bi, = 0 = By, = By,

Noétese que es posible aplicar esta condicién ya que el campo magnético es perpendicular
a las interfases del problema (hierro-entrehierro y entrehierro-hierro), por ende B debe ser
continuo en esos puntos. Adicionalmente, como Hy = 1By se obtiene que

— NI — Ml -
™

En consecuencia,

- NI — M ~ - - - 1 (NI — M. -
= ¥ h <9+Ms)
2T R

Usando el resultado obtenido en la parte anterior, se tiene ahora que [ =0y My — M,..
Por lo que los valores de los campos son

. M0
H, = —
! 2R
- - M. .0 ~
Hy= M, — —"
0 2R
a - 1 (- M.l »
BlzBQ—f Mr— a
Mo 2R
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion
= Utilice la Ley de Ampere para determinar el campo magnético en todo el espacio. Debe

separar el problema en cuatro casos.

= Recuerde que se considera que los conductores tiene una permeabilidad igual a .

Indicacién

= Aplique la Ley de Ampére en un camino circular alrededor del alambre con corriente I. Por
condiciones de borde Bj,, = B»,, el campo magnético B es continuo para un mismo radio
r (ie. el campo magnético no depende del medio en el cual se encuentre).

= Note que existen tres vectores H en cada medio: H;, H, y H;, de modo que la integral de
camino de Ampére debe dividirse en tres.

= El hecho de que ;1 — oo provoca que el vector H — 0 en ese medio.

= Una vez determinado los vectores H y B en cada medio, determine el vector magnetizacién
M y con ello las densidades de corrientes de magnetizacién.

Indicacion @

» Para determinar las corrientes de magnetizacién (volumétricas y superficiales) en el cilindro
es (til recordar que & = cos 67 — sin 60 en coordenadas cilindricas.

= Una vez determinadas las corrientes de magnetizacién, use Biot-Savart para determinar el
campo en el eje z. Note que debido a que el cilindro es infinito el campo magnético debe
ser igual en todo el eje del cilindro, por lo que se recomienda determinarlo en el centro del
cilindro.

Indicacion

» Para determinar la corriente I(r) recuerde que esta se distribuye en forma homogénea, por

- . I ~ — . I ~
|O Cual Jinterior - ngz y Jexterior - _7r(c20—b2)z
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= Use la Ley de Ampere para determinar el campo magnético en todas las zonas. Note que
en el caso b < r < c se tiene que aplicar la condicién de borde By, = B>,.

= Conocido H y B determine M y con ello las cinco densidades de corriente superficiales que
existen en el problema.

Indicacion

= Use la Ley de Ampeére dentro del material magnético para determinar el valor de H.

= Determinado H y junto a la relacién que da el enunciado del problema es posible determinar
el valor de B. Finalmente, es directo determinar M a partir de lo anterior.

Indicacion )

s Como L > R es posible aplicar la Ley de Ampére para determinar B y H.

= Con lo anterior, determine M y las corrientes de magnetizacién.

Indicacion

= |dentifique las seis normales del cubo y haga los productos cruces correspondientes para
determinar las densidades superficiales. La densidad volumétrica es directa de aplicar el
rotor al vector magnetizacién.
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MEDIOS MAGNETICOS

V. Resultados
Problema Respuestas
—““;Joé r < 3a
@ a1 B %HA 3a <71 <4a
%(25@2 - TQ)é da < r < ba
0 r > 5a
@ a2 B = L o0 NI
@ 14.3 Dcentral = N{%l(:A y Pgerecho = Ni%ZA
= .= [ umlz si0<f0<m
Hm[z,B{ pomlz sim <6 <27m
@ 14.4 i ﬁ— mlz si0<6O<m
B Z—i— mlz sim<60<2mw
2 JE TSV Y S Ny & P Y S| - (S 1Y S— ) J p—
@ 14.5 a) B = R(91Ml2ﬁ92lt1)9 Hy = R(01H22+02M1)9 Hy = R(91H21+92N1)9 Hs =0
. 2 pi—p pol | pa—p pl 7=
b) |Ki|= IMO : R(91H22+02M1 K| = 2#0 ’ 3(91N21+92H1 J
(P) 14.6 f:O,K:MO,%st,B:’L%%"fc
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Problema Respuestas

p r<a
I a<r<b
a) I(r) =
10(1—%) b<r<c
0 r>c
2{?;@ r<a
%é a<r<b
@ ha7l b)) @)=

6 b<r<c 0<fO<m
6 b<r<c pi<f<2rm

3 Iy —r
po+pz wr c2—b?

r>c
Ior )
27;’&2 r<a
—» Jo g a<r<b
B(’f’): 27r

paps Ig =1 4§
prPw Trrcz—b20 b<r<e

r>c

a) B= 08 g = Iog

2000mr+1o 7! e
” 148 Vi 1,61 o\ A
= ) 0
b) M= <Wﬂ'r+lo) — o) 0
K, = Moz 5. Ky = _ Moz 5 {s = Moya. En las otras caras no hay densidades
@ 14.10 1 a - 2 _' ﬁ ’ 3 o y
superficiales. J = —Mog
a) Hy = NMLL) fiy = NIML) ], By = By = L
P 1411 ) o S #
6) = ~440, Ho = M, = 340, By = By = & (v, -
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Parte IV

Campos Electromagnéticos Variantes en
el Tiempo
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Ley de Faraday-Lenz

I. Resumen Teoérico

Ley de Faraday

La ley de Faraday indica que la fem (fuerza electromotriz inducida) en un circuito cerrado esta
dado por
dd

- (15.1)

E =

donde ® es el flujo de campo magnético por el area respectiva.

Ley de Lenz

La corriente inducida en un circuito debido a la variaciéon temporal del flujo del campo magnético
siempre es opuesta al crecimiento/decrecimiento del mismo.

Ley de Faraday (Forma Diferencial)

En presencia de campo magnéticos que dependen del tiempo, se cumple que

OB

VxE=—"— 15.2
ot ( )
Nétese el hecho que el campo eléctrico deja de ser conservativo cuando existen campos depen-

dientes del tiempo.
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CAPITULO 15. LEY DE FARADAY-LENZ

Ley de Faraday (Forma Diferencial)

Integrando en una superficie la Ecuacidn [15.2] se obtiene que

— 8 — —
B.dl=—— B- 15.
55 di 875// ds (15.3)
T Q

donde (2 es la superficie delimitada por I'.

Induccién por Fuerza de Lorentz

Las conductores también pueden sufrir diferencias de potencial en algunos de sus puntos si estos se
encuentran moviéndose con velocidad ¥ en campos magnéticos constantes B. El campo eléctrico
inducido esta dada por

——UxB (15.4)

Por lo cual el médulo de la fem estara dada por

le| = /(Ux B) - dl (15.5)

Recomendaciones

» La ley de Faraday viene a cambiar lo visto en los capitulos anteriores, donde el (nico
generador de campo eléctrico eran las cargas. Como fue mostrado, la variacién del flujo
magnético en el tiempo también inducen campos eléctricos en el tiempo.

= A la naturaleza no le gustan los cambios, siempre intentard oponerse al cambio de flujo
magnético con la generacién de la corriente inducida. Si el flujo aumenta, aparecerd una
corriente inducida que intentard hacer que ese flujo disminuya. Por otro lado, si el flujo
magnético esta disminuyendo aparecera una corriente oponiéndose a eso.

» Para determinar el sentido de la corriente inducida basta hacer el andlisis anterior del punto
anterior, sin la necesidad de otros calculos.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 15.1 ®

Una bobina muy larga de radio b tiene m vueltas por
unidad de largo y lleva una corriente I(t) = Iysinwt.

a) Encuentre el campo magnético dentro de la bo-
bina.

b) Encuentre el campo eléctrico dentro de la bobi-
na.

c) Encuentre el campo eléctrico fuera de la bobina.

Problema 15.2 ® @ B=By?

e 6 o6 o o o
Un carrito de masa m que se desplaza con velocidad RS
A ./ . V= vok e e 0o 0 0 o
vo, hasta llegar a una regién en que existe un campo 0 c o o o o o
magnético uniforme en x = 0. e oo o0
) . ) . e 6 o6 o o o
a) Si el carrito posee solamente una resistencia R« e s oo o e
(Figura a), encuentre la velocidad del carrito e o000
como funcién del tiempo. *
b) Si el carrito posee una resistencia R y un con- (a) Circuito Simple
densador C' inicialmente descargado (Figura b),
encuentre la velocidad del carrito como funciéon B=By?
: : y
del tiempo y la carga del condensador en el tiem- AR
e 6 o6 o o o
po. ¥ =yt o 0o 0 0 0 0
— e 6 o6 o o o
En ninguno de los dos casos, considere el campo i M
. . . . . e 6 o6 o o o
magnético producido por la corriente en el circuito a| =—=cC c 0 0 0 0 o
por ser mucho menor al campo externo constante y o 0o 0 0 0
suponga que el carrito es muy largo por lo que no *
debe preocuparse de lo que ocurre una vez que entra
entero al campo. (b) Circuito RC
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Problema 15.3 ® @

Un generador de corriente G produce una corriente
I(t) en un circuito formado por un riel conductor sin
roce, en forma de U y una barra conductora de masa
m que atraviesa los rieles en direccion perpendicular-
mente. Un campo magnético constante y uniforme B
que apunta perpendicular al plano del circuito existe
en todo el espacio. La corriente I(t) que circula en el
circuito varia en el tiempo de acuerdo con

0 t<0
It)y=< bt 0<t<T
0 T<t

Para t < T, determine la fuerza electromotriz induci-
da en el circuito y la velocidad de la barra en funcién
del tiempo.

Problema 15.4 ® @

Un disco de material aislante de radio R tiene en su
borde una carga uniformemente distribuida A [C/m] y
esta suspendido horizontalmente de un hilo que coin-
cide con su eje. Dentro de un circulo mas pequeno de
radio a < R existe un campo magnético B uniforme
paralelo al eje. El disco estd inicialmente en reposo.
En ¢ = 0 se desconecta la fuente del campo magnéti-
co, el que cae a cero después de un corto intervalo
de tiempo. Si I es el momento de inercia del disco,
encuentre:

a) La velocidad angular final del disco

b) ;Depende ésta de la forma en que cae a cero el
campo B?

Problema 15.5 ® @

Una bobina circular plana de N vueltas tiene didme-
tro D y resistencia R. La bobina se orienta con su
eje paralelo a un campo magnético B uniforme y los
extremos de la bobina se conectan a un dispositivo
capaz de medir la carga que pasa a través de él. Si
la bobina se gira en 180° sobre un eje perpendicular
al campo magnético el dispositivo mide una carga Q).
Encuentre el valor de B en términos de N, D, Ry
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Problema 15.6 ® @

Una barra conductora de masa m desliza sin roce so-
bre dos rieles conductores paralelos separados una dis-
tancia b. El circuito posee un switch que puede cam-
biar entre dos posiciones. Si el switch se encuentra en
la posicion 1, los rieles quedan conectados inicamente
mediante una resistencia 12, mientras que si se mueve
a la posicién 2, los rieles quedan conectados por la
misma resistencia R y una bateria que provee un di-
ferencia de potencial V; (ver Figura). Hay un campo
magnético uniforme B= Bz uniforme perpendicular
al plano de la Figura.

a) Considere que inicialmente el switch se encuen-
tra en la posicién 1y se le imparte una velocidad
vy a la barra en t = 0. Determine la velocidad
en funcion del tiempo de la barra y el desplaza-
miento maximo que alcanza la misma.

b) Suponiendo que la barra alcanzé su maximo
desplazamiento, el switch se cambia la posicién
2 y se reinicia el tiempo. Determine nuevamente
la velocidad de la barra en el tiempo.

Problema 15.7 @®

Los hornos de induccién se usan para fundir metales.
Ellos consisten en grandes contenedores donde caben
hasta 30 toneladas, aislados térmicamente y rodeados
de una gran bobina donde circula corriente. A modo
de ejemplo, considere el siguiente modelo simplificado.
Una barra conductora de radio a, largo h y conduc-
tividad g se coloca en la interior de una bobina que
tiene n vueltas por unidad de longitud y que lleva una
corriente alterna I = Ipsinwt con w la frecuencia
angular. Calcule la potencia disipada en el cilindro.
Desprecie efectos de borde. (Propuesto: ;jCudl es el
valor de la corriente que circula dentro del cilindro?).
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Problema 15.8 &® @

Una espira circular de radio a, masa M vy resistencia R
se deja caer desde z = () con su eje de simetria vertical
en una zona donde el campo magnético es axialmente
simétrico alrededor del eje z y cuya componente ver-
tical es B, = C'z. El eje de la espira coincide con el
eje de simetria del campo.

a) iEn qué direccién fluye la corriente en la espi-
ra mientras cae bajo la accién de la fuerza de
gravedad?.

b) Encuentre la corriente en la espira en funcién
de la velocidad. Desprecie las contribuciones al
flujo provenientes de la corriente inducida.

c) Determine las fuerzas que actiian sobre la espira
provenientes axial y radial del campo magnético.

d) Encuentre la velocidad de la espira después que
ha caido un largo tiempo.

Problema 15.9 @

Una espira rectangular de resistencia R, ancho a, lar-
go L (muy grande) y de masa m cae bajo efecto de la
gravedad bajo un campo magnético B perpendicular
al plano de la espira y no nulo solo en la parte superior
del plano. Asuma que una parte de la espira siempre
esta afuera de la regidon de campo magnético, deter-
mine la velocidad terminal y el sentido de la corriente
inducida en la espira.

Problema 15.10 @®

La parte final de un riel de resistencia nula esta co-
nectada a un condensador de capacidad C', el cual
esta inicialmente cargado a un voltaje V (ver figu-
ra). El sistema se encuentra ademas en presencia de
una campo magnético B homogéneo y perpendicular
al plano de la figura. Una barra de masa m y resis-
tencia R es dispuesta perpendicularmente a los dos
rieles separados una distancia L, de modo que puede
deslizarse sobre ellos sin roce. En ¢ = 0, se cambia
la configuracién del interruptor de modo que la barra
comienza a moverse desde el reposo hacia la derecha.
Encuentre la velocidad de la barra cuando ¢ — oo .
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Problema 15.11 @

Una barra metalica de largo d y espesor despreciable
se mueve con rapidez v constante, de forma paralela a
una corriente eléctrica de intensidad I. Si el extremo
izquierdo de la barra estd a una distaba a del cable
con corriente, determine la diferencia de potencial en-
tre los extremos de la barra. j Cual es el valor de esa
diferencia cuando a > d? .

Problema 15.12 ®

El disco de Faraday consiste en un disco conductor de
radio R que gira con velocidad angular Qk bajo la ac-
cién de un campo magnético constante B = Byk (ver
Figura). Calcule el médulo de la fuerza electromotriz
(fem) inducida entre el centro y el borde del disco.

Problema 15.13 @®

Considere un cable infinito de seccién transversal cua-
drada de largo ¢, sobre el cual cruza una corriente [
con una densidad de portadores n homogénea (ie. can-
tidad de portadores por unidad de volumen) y carga e.
Si todo el sistema esta bajo la influencia de un campo
magnético uniforme By perpendicular a la direccion
de la corriente. Encuentre el voltaje (voltaje de Hall)
que se genera entre las placas transversales.
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I1l. Soluciones

Solucion

a) En primera instancia se debe usar el hecho que dentro de una bobina se tiene B= B(z)2yse
esta trabajando en un régimen cuasiestacionario (se desprecia la corriente desplazamiento).
Luego, usando Ley de Ampere para el camino I" recorrido en sentido antihorario y suponiendo
que la bobina tiene una largo L, se obtiene que

ygé cdl = polentsy = B(z,t) - L = pgmLI(t)
I
Lo que finalmente implica que

B = pom Iy sen(wt)z

b) Usando un camino circular de radio r < b, se tiene que por ley de Faraday-Lenz

- — - — — I A
=2 [ Bdb — B 2rr =~ SB0) = Bty = - tell
Q

ot

I

c) Usando el mismo procedimiento anterior para un r > b

b2 pomIyw cos(wt) j

2r

%E-cﬁ - —gt //E-diq — BE(r,t)2nr = —anStB(t) — E(r,t) = —
Q

1)

Fz E’

I

Figura 15.1: Senoloide
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Solucion

La fuerza electromotriz inducida es

de este modo se obtiene que
€= BLz1

Por otro lado, considerando que la fuente de corriente es capaz de mantener la corriente constante
(en el sentido de la figura) y sin alteraciones durante cada periodo de tiempo (ie. se ignora la
corriente adicional inducida en el circuito), se tiene que la velocidad de la barra esta dada por

—

dF = —I(t)dyj x —B2 = —BI(t)dyt = F = BI(t)L&

Entonces

p v(t) BLt

v

— =BLI(t dv=—"— [ I(t)dt

my =11 — [ =" [ 1)

0 0
Sit<0
v(t) =0

Sio<t<T

t

2
o(t) = BL/btdt _ BLU

m 2m
0

Por lo tanto se tiene que la fem inducida en el circuito es

0 t<O0

E(t) = B2L2 th
2m

0<t<T

Solucion

a) Lafuerza que mueve a la barra estd determinada por el campo magnético B= ByZ (saliendo
de la hoja) y la corriente que circula por el circuito. La corriente dependera de la fem inducida
de la siguiente forma:

I:—:——i_
R R dt R
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Luego la fuerza que siente la barra es

(=

(Bob)st
R

z

ﬁ:/mxg_

0

Planteando la ecuaciéon de movimiento de la barra se tiene que

(BQb)QJJ — mdv _ (Bob)2U

R dt R

Resolviendo la ecuacién diferencial

o(t) t
mR dv (Bgb)?
- — = — t
(Bob)? / » /dt:>1)(t) erxp< R
0 0

La posicidén que se detiene la barra estd determinada por (asumiendo que comienza en el
origen)

de modo que

0= (1o ()

Por lo que finalmente la barra en ¢ — 0o se quedara en

vomR
T final =
final (BO b) 2

En primera instancia, dado que hay una fuente de voltaje fija de valor V{, existe una corriente
permanente

Vo

R

Donde se ha considerado positivo el sentido de la corriente antihoraria. La corriente I
circula en la direccién positiva debido a la forma de como estd conectada la fuente de
voltaje. La fuerza que mueve a la barra esta determinada por el campo magnético B = By?
(saliendo de la hoja) y las corrientes que circulan por el circuito (corriente inducida y fija).
La corriente inducida dependera de la fem inducida de la siguiente forma:

[0:

fng=5=—5— =
‘"R~ Rt R
Luego la fuerza que siente la barra es
b
~ - Bybi Bb)%i Bb
F:/(IindJrIod /( L €O>dyyxBoz—<—<R)x+vor >x
0
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Planteando la ecuacién de movimiento de la barra se tiene que

Byb)?i Byb d Byb)? Byb
m$:—< 0)I+% 0 :>£+( O)U:VU 0

R R dt mR mR

Resolviendo la ecuacién diferencial con factor integrante

dv mw>  (Bob)*v mw?*  VyBob (B> d (Bgb)2t VoBob (Bo»*t
—e mR —l—ie mR = —¢ mR > — (U t)e mR >: e mR
dt mR mR dt mR

Finalmente integrando a ambos lados (e imponiendo que la barra parte del reposo)

t

(Bob)%t VoBob (Bob)%t % (Boh)?

v(t)egziR = 0207 e nr dt = v(t) = 0 (1 — e_w?Rt>
m B()b

Solucion

Al igual que el Problema [15.1} se tiene que el campo magnético dentro la bobina es

—

B(t) = ponlysinwtz

= — E = e s 4 E d
En este caso se aplica la ley de Maxwell V x E = —aat = //(V x E)dS = —/ a—dS,

usando el teorema de Stokes con la Ultima expresion

Asumiendo que E' = E(r,t)0 (el campo eléctrico rota en torno a los campos magnéticos variables
en el tiempo) y que 2 es un circulo de radio  con normal Z, se tiene que

. 0 [ ~ o B R
%E-dl =5 //B-dS = E(r,t)2mr = —§(u0nfo sinwt-mr?) = E = —guonlow cos wtf
Q

Considerando que se trata de un material ohmnico, J = gE , luego

J = —%Mon[[)w cos wt

Finalmente, la potencia que disipa el cilindro es

21 a

h
oR ? hia?uol, t)2
" /// E-Jdvz///g(guonlowcoswt) rdrdods = 9" (a”Ho QWCOSW)
0O 0 O

Cilindro
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Solucion

Para iniciar el problema hay que determinar el valor de la corriente inducida, la cual debe ir sentido
antihorario ya que se opone al aumento del flujo magnético. Esta corriente provoca una fuerza
magnética sobre la barra, la cual puede ser determinada como

L
ﬁmz/ﬂxéz—wm
0

Luego, la derivada temporal del flujo que atraviesa por el circuito cerrado es

L =z
d
—_— = — = —BL
dt dt// ) - dxdyz v
0

Usando la Ley de Voltajes de Kirchhoff, se tiene un circuito RC' alimentado por un fem debida a
la induccién. De la parte anterior se sabe que

dd

t)=—— =BL
e(t) o v
Luego debe cumplirse que

e=IR+ g = BlLv

Derivando la ecuacién anterior, se obtiene

dv d?Q 1dQ
BL—=R——+ =—

@~ tae o
Usando el hecho que

P o—mid = _IBLp — 0 _ IBL _ BLdQ
dt m m dt

Reemplazando y reordenando se obtiene que

d2Q+< L, (B ))d@_o

dt? RC mR ) dt

La solucién de esa EDO es

Aplicando las condiciones iniciales Q(0) = CV; e I(0) = % se obtiene que C; = =% y C, =
Vo(C' + ﬁ) Finalmente, a partir de la ecuacién obtenida en la parte anterior
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Solucion

Dado que el disco esta girando con velocidad angular constante, todas sus cargas en su superficie
sienten una fuerza magnética (carga libre con velocidad bajo un campo magnético). El material
crea un campo eléctrico al interior de él, debido a que desea que todas sus cargas se queden en
el mismo lugar y anule la fuerza magnética que se esta produciendo. Por lo tanto

=
I
|
N ‘;l

—7x B

— —(@x7) xB

— —(Qk x ) x Bok
= —Byrs

Finalmente
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Asuma que el carrito ha entrado una distancia x a la zona de campo. Determine la fuerza
que siente el carrito en funciéon de la corriente inducida y luego plantee su ecuacién de
movimiento. Con lo anterior, llegard a una EDO con respecto a la velocidad y con ello al
resultado final.

= Con la presencia del condensador ahora ¢ # IR ya que hay que agregar el efecto del
condensador. Haciendo un Kirchhoff de voltaje, se cumple que ¢ = IR + %

» Usando la fuerza de Lorentz, determine la ecuacién diferencial que cumple la velocidad y
con ello el valor pedido.

» El Problema [15.10] puede ser muy atil para referencia de como enfrentar este problema.

Indicacion

= Determine el campo eléctrico inducido en la zona donde se encuentra el anillo.
= Utilizando ese valor, determine el torque 7 = 7 X F que siente el anillo completo.

= Utilizando el hecho que 7 = I, donde I es la inercia del disco, encuentre una ecuacién

diferencial que describa la velocidad angular del disco. Puede ser itil recordar que 42 ~ 8

d A At
dw ~ Aw
y que 5 ~ Ay

Indicacion

= Asumiendo un campo magnético B uniforme, determine el cambio de su flujo entre el
instante inicial y final (ie. antes y después del giro).

% ~ Q y que por otro lado la corriente inducida vale [ = — 557 =

es facil concluir el problema

» Recordando que [ =

1 Ad
TR At

Indicacion

= Note que para resolver este problema es necesario determinar las otras componentes del
campo magnético. Para ello recuerde que V-B =0, puede ser muy util revisar el Problema
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12.5]

» Determine el flujo de campo magnético sobre la bobina y con ellos la corriente inducida. A
partir de ello, use la Fuerza de Lorentz para determinar el valor de la fuerza total que actia
sobre la espira.

= La velocidad terminal puede ser obtenida a partir de encontrar la ecuacién de movimiento
de la espira o de un analisis energético. En el dltimo caso, la energia total de la espira en
un instante ¢ es la suma de su energia cinética mas potencial gravitatoria. La derivada de
la energia en el tiempo es igual a P = —I?R que es la potencia que disipa la resistencia.
Concluya el problema imponiendo que en el infinito la aceleracién es nula.

Indicacion

= Tome un sistema de referencia adecuado para el problema, por ejemplo z creciendo hacia
abajo.

= Determine la corriente inducida en el circuito, para ello determine el flujo sobre la parte de
la espira que ha caido en la zona de campo magnético y con ello la fem inducida.

» Una vez determinada la corriente inducida, calcule la fuerza de Lorentz sobre el lado inferior
de la espira. Los lados verticales anulan su fuerza entre ellos.

= Usando la ecuaciéon de movimiento y la segunda ley de Newton, determine la ecuacién
diferencial que cumple la espira. Puede ser atil recordar que en la velocidad terminal la
aceleracion es nula ya es nula.

Indicacién

= Usando Ley de Ampére, determine el campo magnético que sentira la barra.

= Conocido el campo magnético y la velocidad de barra (dato), determine el campo eléctrico
en los puntos sobre la barra. Integre el resultado anterior y concluya.

= Puede ser til la aproximacién In(1 4 ) ~ x cuando = < 1.

Indicacion

= Determine la velocidad de los portadores, para ello recuerde que I es dato y que J = PoU.

= Conocida la velocidad de los portadores, determine el campo eléctrico que aparece dentro
del cable e intégrelo entre las caras transversales para hallar la diferencia de potencial.
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V. Resultados

Problema Respuestas

o]

= pomIy sin(wt)2

)
@ 5.1 b) E(rt
)

_ rugmlow cos(wt) é
2

_ b2 pomIgw cos(wt) é
2r

®

132 b) w(t) = o [1 - 27 (1 —exp (—1)) |, Q(t) = B2 (1 — exp (1)), donde L =

1 B2 2
RO T R
P 153 o(t) = BLEE o (p) = B°L°b
a) wp = ARma’B
P 5.4 !
b) Es independiente de B(t), solamente importa el valor inicial y final.
2QR
@ 55 B = 298

2
a) v(t) =wvgexp (—%t) Tmax = g’g;’gg

15.6 (Bon?
b) w(t) = 3% (1 — e “mR t)

®

gha?
4

@ ||

15.7 P = Qﬂh(a2#01;)wcoswt)2

, Prop. I = — ponlow coswt

a) Antihorario (considerando normal positiva +2)

b) I=-Cma;

®

15.8 . .
¢) F.=0, F =raCI2

d) vr = i
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Problema Respuestas
6 15.9 vp = gﬁ%, el sentido de la corriente en la figura es antihorario.
B 5o o) e (04 ) coma— o+ 22
6 15.11 |AV| = #2L1n (1 + 2), si a > d entonces |AV| ~ LovLd
6 15.12 le| = BB
@ 15.13 AV =15
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Inductancia y Energia Magnética

I. Resumen Teoérico

Inductancia Mutua

Sean dos circuitos I'y y I'y, los cuales circula una corriente I; e I, respectivamente. Sea ®;_,5 el
flujo magnético que genera el circuito I'; sobre I'y y ®5_,; el flujo que genera el circuito I'y sobre
I'y. Luego, se define la induccién mutua M como

cI)l—>2 (132—>1
M = = 16.1
7, T (16.1)

Notese el hecho que la induccién mutua es simétrica. A partir de lo anterior, si I; = I;(t) existira

una fem inducida en el circuito I'; dada por

APy dly
dt dt

£y = (16.2)

Inductancia Propia

Sea un circuito I'; por el cual circula una corriente 1 y sea ®5_,; el flujo de campo magnético que
genera el circuito sobre si mismo. Se define la inductancia propia de ese circuito o autoinductancia
L como

=% (16.3)
L
La fem autoinducida en un circuito debido a su corriente estd dada por
AR, dl
1= — di =—-L dt (164)

En presencia de otro otro circuito I'y con una corriente I5, la fem total inducida en el circuito es

dl. dl
&1 = —2—L !

—M— T (16.5)
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CAPITULO 16. INDUCTANCIA Y ENERGIA MAGNETICA

Energia Magnética

La energia magnética de un circuito esta dada por

U:; /// B-HdV (16.6)

Todo el
Espacio

Por otro lado, también puede ser determinada en forma equivalente en funcién de la inductancia
L, el flujo ® y la corriente I como

U=_LIP=_0l = _— (16.7)

Recomendaciones

= Tanto la inductancia propia como mutua dependen netamente de la geometria del problema.

= Es interesante notar que la inductancia es analoga a la capacitancia. Mientras que en una
capacitancia la carga no puede variar abruptamente, la corriente no puede hacerlo en una
inductancia.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 16.1 ©® »

Encuentre el coeficiente de inductancia mutua entre 3
un alambre infinitamente largo y un triangulo isésceles L
de altura h dispuestos como se muestra en la Figura. 3

‘AZ

b
Problema 16.2 @® @ """""""""""
Considere dos espiras de radios a y b (a > b) dis- |

d

puesta de forma que sus centros se ubican en el eje z
separadas por una distancia d, como se muestra en la
Figura. Encuentre el coeficiente de induccién mutua
del sistema.

Problema 16.3 ® @ I

Dos cables infinitos llevan una corriente I y estan se-

parados una distancia 2a como se muestra en la Fi-

gura. Un anillo circular conductor de radio a yace en 20
el mismo plano entre entre los dos cables totalmente <

aislados de ellos. Encontrar el coeficiente de inductan-

cia mutua entre los cables y el anillo circular. Puede -

7+i] darcsinx __ 1
ser atil SHEPRE = —er

Problema 16.4 ® @

Considere una bobina muy larga de radio a y n vueltas

por unidad de largo. Al interior de la bobina, existe un /\ N\ AN
espira de radio b que forma un angulo o con respecto
al eje de la bobina. b

a) Determine la inductancia mutua entre la bobina
y la espira.

b) Si por la espira empieza a circular un corriente
I(t) = Iysin(wt), jcudl es la maxima diferencia
de potencial en los terminales de la bobina?.
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Problema 16.5 ® @

Dos alambres infinitos estan separados una distancia d
y llevan una corriente eléctrica [ en direcciones opues-
tas (ver Figura). La corriente I incrementa a una tasa d

dI/dt suficientemente baja de tal manera que la ley I a—
de Ampere se cumple. Una espira cuadrada de lado
d se encuentra dispuesta en el mismo plano de los
alambres, tal como se muestra en la Figura. +

a) Calcule la inductancia mutua entre la espira y d
los alambres. - -

b) Indique la direccién de la corriente inducida en d
la espira cuando dI/dt es positivo. Justifique su . .

respuesta. 1

c) Sabiendo que la resistencia de la espira es 7, cal-
cule la fuerza que actda sobre la espira (magni-
tud y direccién).

Problema 16.6 ©®

Un cable coaxial estd formado por dos superficies
cilindricas infinitamente largas, por las cuales circu-
la una misma corriente en sentidos contrarios. Si las
densidades superficiales de corriente que circulan por
las superficies cilindricas de radios a y b son, respec-
tivamente:

-

B

4

AN
[RY
[
[
[
[
1=
[
[
(]
\ g

51

L n I o
K,=-2%2 Ry=-—-22 Kp
2ma

. Determine:

a) La energia por unidad de largo.

b) La autoinductancia por unidad de largo del cable L
coaxial.

Problema 16.7 &® @ @(t)i

Un cilindro de radio R y largo H > R, posee una 00
densidad de carga oy con su eje coincidente al eje
z. En t = 0 el cilindro comienza a rotar lentamente
con velocidad angular &j(t) = «tZ, donde « es una :
constante. Determine la energia eléctrica y magnética ' H ‘ '
dentro del cilindro 3
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Problema 16.8 ® @

Considere toroide de seccién transversal rectangular
de N vueltas, de radio interior a y exterior b, y altura N
h.

a) Determine la autoinductancia de este toroide. Ih

b) Demuestre que si b — a < a entonces la au-
toinductancia del toroide puede ser aproximada ‘ b
como

. ILLoNQh(b - Cl)
N 2ma

L

Problema 16.9 ® @

Considere inicialmente una espira circular de radio a
que yace sobre el plano xz. En t = 0 la espira comien-
za a girar con una velocidad angular & = wyZ2. Si en
el espacio existe un campo homogéneo y constante de
valor B = Byy determine:

a) La fem inducida en el circuito.

b) La corriente en funcién del tiempo que circula
por la espira, si la espira posee una resistencia

R y una autoinduccién L.
c) El torque que siente la espira, suponiendo que

ésta ha estado rotando un tiempo muy largo.

Problema 16.10 ®
. . B =By

Un carrito de masa m que se desplaza con velocidad M e o o o o o
vo, hasta llegar a una regién en que existe un campo e o0 0o

- . o . ~ ¥ = vot e 0o 0 0 0 o
magnético uniforme en z = 0. El carrito es perfec . 0 c o o 0 o o
tamente conductor (ie. resistencia nula) y posee una e e e 0 0o
autoinductancia L. Determine la velocidad del carri- DR
to en el tiempo y la corriente que circula por éste. e o oo o0
i Cual debe ser la condicién sobre el largo del carrito x
para que éste logre entrar completamente a la zona
de campo?.
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Problema 16.11 ®

Considere que interruptor S del circuito mostrado en
la Figura, ha estado abierto un tiempo muy largo.
Determine las corrientes I, I> e I3 que se muestran
en la figura, cuando:

a) Instantdneamente una vez que el interruptor es
cerrado.

b) Un largo tiempo después que el interruptor es
cerrado.

Problema 16.12 ®

En el circuito de la Figura se ha tenido conectada la
bateria por mucho tiempo (desde t = —o0) con el
interruptor S abierto. Luego en ¢t = 0 el interruptor se
cierra. Considere que V) =120V, Ry = Ry, = 30Q y
L =50 mH.

a) Determine por inspeccién la corriente I ent = 0
(“justo” antes de cerrar S) y en t = oo (“mu-
cho" después de haber cerrado S) .

b) Obtenga una expresion analitica para I(t), entre
0 <t < oo . Grafique su resultado.

Problema 16.13 ® ] [Z]

Se debe determinar los valores de L y C' en un circuito
RLC en serie cuando se conoce R. Para ello se carga
el condensador con una carga () y se cierra el circuito
observandose que la corriente partiendo de cero, oscila
con una frecuencia angular wg y amplitud decreciente.
Si al circuito se le reemplaza la resistencia R por otra
de magnitud 2R, éste queda justo en el limite cuando
ya no oscila.

a) Determine los valores de L'y C.

b) Escriba la funcién Q(t) en funcién de t.

En ambos casos sus resultados deben quedar expresa-
dos a lo mas en funcion de los datos R, (o y wo.
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Problema 16.14 &

Un toroide de material magnéticamente lineal de per-
meabilidad p, de seccién circular de radio R, tiene un
radio interior a y exterior b. El toroide tiene un entre-
hierro de longitud e, que estd ocupado por un disco
conductor de radio Ry conductividad g. Si al enrolla-
do de N vueltas se le da una corriente I(t). j Cuanta
potencia disipara el disco?.

Problema 16.15 ®©

Considere un toroide de permeabilidad p de seccién
cuadrada a? y de largo 8a. El toroide cuenta con dos
entrehierros de una longitud muy pequena g tal como
y se muestra en la Figura. En uno de sus extremos el
toroide posee un enrollado de N vueltas, el cual esta
conectado una fuente de corriente I,. Determine

a) El flujo magnético y la autoinductancia del sis-
tema.

b) Si el lado izquierdo con forma es U es fijo, la
fuerza que siente el material de la derecha.
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I1l. Soluciones

Solucion

Dado que una espira es mucho mas pequefia otra, se supondrad que el campo magnético que pasa
a través de la espira de radio b es aproximadamente igual a B(z = d), donde B es el campo
magnético que genera la espira de radio a. Usando la definicion de campo magnético

uo/]cﬁ x (77— )

7 — 3

B(z=d) = =

27 A~
fo [ 11 -adfd x (dZ — af)

T 4 R
0
27 ~
_ poha / dhd x (dz — ar)
I A2 — ar]?

2w

21
_ poha / d - dor +/ a-dfz
= . J (d2 + aQ)% / (d2 + a2)%

2
. M0]1a2 / doz
A7 / (d2 + QQ)%
,uo-lla2 A

= 732
22 + a2)?

Por lo tanto el el flujo en la espira de radio b estd dado por

@2://§-d§:wb2-w
2(d? + a2)2

Por lo que la inductancia mutua esta dada por

®y  pom(ab)?

L 2(d? +a?)2

Solucion

Sabiendo que el campo producido por un alambre infinito con corriente I vale B = ‘2%0, entonces
a una distancia r de uno de los dos cables se tiene que el campo magnético total es:

B = -
2T r+2a—r
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Donde Z es el vector unitario que entra a la hoja, perpendicular a ella. De esta manera, se calcula
el flujo magnético, teniendo en cuenta que » = a + x donde z es la coordenada vertical en la
figura, e y es la coordenada horizontal, con el origen ubicado al centro del anillo.

/B s — //“OI ! ) “OI/ / )dydx
2a —r a+x a—2x

—VaZ—z2

Luego:

= 2upla

I [/ 2 2101
o= Ho / ( a ) (2ava? — x?)dx = Ho @
s a? — x? T

—a

/ dx
JaZ — 12
—a

Y recordando la relacién de induccién mutua ® = M I, finalmente resulta:

M = 2ppa

Solucion

a) Para determinar la induccién mutua, se supone en primera instancia una corriente I; que
pasa por la bobina y una corriente nula en la espira. Luego, es necesario determinar el flujo
®,_,5 que genera el campo magnético de la bobina sobre la espira. EIl campo magnético que
genera la bobina dentro de ella es

B = ponl 2

y la normal de la espira (dado que esté rotada con respecto al eje de la bobina) es
n = cosay + sina?

Por lo tanto el flujo es

27 b

Dy = //E -dS = //uonhé -rdrdf(cos af) + sin a2) = ponl;7h? sin o
00

Luego la inducciéon mutua es

o
M= 22— tonmh? sin a
A
b) La fem inducida en la bobina estard dado por ¢ = —&ﬁ—t—”. Donde ®,_.; es el flujo de la

espira sobre la bobina. A priori, parece complicado determinar el valor del flujo ®5_,;, sin
embargo es posible utilizar el calculo anterior, ya que por simetria de la inductancia mutua

P P
M= —"122_"221_ &, =ML
I, I
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Figura 16.1: Representacién normal espira y campo magnético.

Utilizando el hecho que I5(t) = Isinwt, se obtiene que
APy dly
_ - M2
dt dt

Finalmente, el méximo valor que alcanza la fem en la bobina (o equivalentemente, la dife-
rencia de potencial en sus terminales) esen t = "

€= = —pionmb? sin o - Iow cos wt

AVimax = ptonlowmh? sin a

Solucion

a) El campo magnético que genera cualquier alambre con corriente I es

Extrapolando ese resultado al problema, y considerando que el sistema de referencia esta
ubicado con el alambre inferior y = 0

pol pol
27ryz * 27 (y — d)( ?)

d 3d o .
ﬂawﬁz//mz—-mwz
2m y y—d
0 2d
i (n(5) -ne)
— % g (I (2) — (2
27rd n|; n(2)

Btot = Bcablel + Bcab|e2 -

Luego

Finalmente como
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b) Usando la Ley de Lenz y los resultados de la parte anterior & = ’;%fdln (%) <0.

Luego
dd ol 3\\ dI
= —— = == — 1 — -
T T 2nd(n<4)> i Y
~—

<0 >0

Como ¢ > 0, la corriente va en el sentido positivo de la normal Z (antihorario).

c) Como la resistencia de espira es r, la corriente que ciercula por ella es

€ Lod (3) dl
=——1In

[ =—-—=— - —
T 2mr 4) dt

La fuerza puede calcularse en los cuatro lados de la espira.

Para los lados verticales la fuerza es simétrica, igual en médulo pero en sentidos contrarios,
por ende se anulan.

Por otro lado

P L kol (1 1 M0111<1 1) .
dFy = I1dl X Biot(y = 2d) = I1d — | -—-— — — = | dz(—
1 1dl X Biot(y ) 1aTT X o (y y—d) e on \2d  d z(—7)
y_
Integrando en x entre 0 y d,

= I7

Flz,uo 13?

AT

Andlogamente para la seccién horizontal del cable superior, usando y = 3d

dF; = I[1dl X Bit(y = 3d) = — — — ) dz(—
3 1at X tt(y 3 ) o 3d  2d x( y)
- II
:>F3:—MO 1?2

127

Finalmente la fuerza estd dada por la suma de ﬁl + ﬁg

= polly . ol pod (3> dl .
_ _ _Hol oty

YT 6 7 61 27 4 Ey

Solucidn

Existen dos maneras de resolverlo, mediante la energia magnética o mediante el flujo magnético:

i) Energia magnética: Primero que todo, se calcula el campo magnético en el espacio mediante
Ley de Ampére en una superficie circular de radio r, perpendicular a los dos cascarones
cilindricos. De esta manera, para a < r < b:

—

B:B(T)é:/é-df:2ﬁrB:uol
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Luego, la corriente que atraviesa dicho camino es:

I:/(Kaxﬁ)~df

Donde 7. = 7 es el vector normal a la superficie cilindrica de radio a (superficie a través de
la cudl circula la corriente enlazada), y dl = rdff. Por lo tanto:

2

Iy Iy »
I=[ 2add=1 = Bla<r<b)= fofog
2ma 2mr

0

Ademas, se debe tener claro que g(r < a) = 0 debido a que no hay corrientes enlazadas
para r < a; y B(r > b) = 0 debido a que la suma de corrientes enlazadas es nula para
r > b.

Ahora, se calcula la energia magnética asociada a una altura A arbitraria en los cilindros:

2
// |B|2dV = /// ”Oordedd _“01h1n<b>
4 a

Asi, se obtiene la energia por unidad de largo:

o Un ol (0
™ h T Arx a

Para calcular la autoinductancia por unidad de largo, se debe recordar que la energia
magnética asociada a una autoinductancia es (recordar que en este caso [ = Ij):

2 2
UmZLIOZMO[Ohln<b>:>L—MOh1 <b>

2 4 a 2 a

Por lo tanto, la autoinductancia por unidad de largo vale:
L Mo b
== =% (2
h 27 . <a>

Flujo magnético: Usando los resultados anteriores del campo magnético, se calcula el flujo
magnético a través de una superficie rectangular, perpendicular al campo B, de lado (b—a)

y altura h:
[T I 1 b
&= /* 5’://““% _ Hotoy,
2rr 21 a
a 0

&=Ll — L — ’;(’h n<b>:>5:“°1n<b>

™ a

Recordando que:
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Solucién

Dado que la carga comienza a rotar, se genera una densidad superficial de corriente K(t) =
oow(t)R. Este problema es analogo al de una bobina con una corriente circulando por ella, por
ende el campo magnético fuera del cilindro es nulo. A partir de eso se obtiene por ley de Ampére:

%E-JZZMOJ:B-H:uoKﬂ:ézuoaoamé
El camino elegido es el mismo que se usa en bobina, un rectangulo de altura H. Luego, usando

la ley de Faraday para un disco de radio r < R

- - d S d A
%E‘dl:—dt//B'dS:E(ﬁt)-%rz—dt( oot R) = E(r) = *“)“020‘37”9

El campo eléctrico cambia debido a la induccidn que provoca el campo magnético en el tiempo.
Finalmente, la energia magnética es

H 27 R
1 tR)? - TR’H
U, // B2 W =g / / / Hoooat R)?rdrddds — MoL70 Rz) mh
Ho
0 0

y la energia eléctrica es

2

H
:50// |E|2dvza)//
2 2
0 0

Solucion

a) Para t = 0, el interruptor S ha estado abierto mucho tiempo, por cual la corriente que
circula en el circuito se vuelve constante (la inductancia en un tiempo muy extenso actia
como un cortocircuto, es decir, como un simple cable). Por ende la corriente estd dada por

R
2 4
/ uoaoaRr cdrdfds — eo(poooaR) rH . R
4 4
0

Para el caso que t — o0, el interruptor se cierra y quedan las dos resistencias en paralelo.
Al igual que el caso anterior se tiene la corriente es

](t—>oo):%<];1+];2>:8[A].

b) Usando un Kirchoff de Voltajes, se obtiene

dl dl R Vo
Vo=sIRTLG = Gt pi=1
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Donde R = (Ry' + Ry')™' = 15 Q. Usando factor integrante (ie. multiplicar a ambos

lados ez?)
I Vi 1%
flte?t + ]Z”Jeft = ‘feft — jtu(t)eft) = foe%t — I(t)el! — I(0) = Eo(e%t —1)

Reemplazando los valores de R e I(0), se obtiene que

= Etﬂf%t + E(1 — e%t) =8 — 4e 300

I(t) 2 7

Figura 16.2: Gréfico de I(t)
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Divida el flujo en dos tridngulos rectangulos mas pequeiios, los cuales quedan definidos a
partir de la altura del tridngulo isésceles. Por simetria ambos flujos son iguales.

= Note que al integrar el tridngulo rectangulo definido por la altura se cumple que z(r) =
rtan a.

Indicacion

= Determine el campo magnético que existe dentro del toroide suponiendo que por este circula
una corriente I, para ello use la ley de Ampere tomando un camino circunferencial de radio
r entre a y b.

= Una vez determinado el campo magnético, determine el flujo sobre todo el toroide. Recuerde
que el flujo total sobre el toroide es N veces el que cruza una seccién transversal. La
autoinductancia es directa a partir de lo anterior.

» Para la segunda parte puede ser Gtil la relacién la aproximacién In(1 + x) ~ x cuando
r <1

Indicacién

= Para determinar la fem inducida en el circuito determine el valor de la normal de la espira
circular. Note que la espira rota con respecto al eje z , por lo cual su normal vale 7(t) =
—Z sinwot + g coswt (demuéstrelo).

= Determine el flujo recordando que dS = dSh = rdrdf(—& sinwot + § cos wt)

= Para determinar la corriente en el tiempo es necesario considerar el efecto de la inductancia
Ly la resistencia R. Haga un Kirchhoff del voltajes para encontrar una ecuacién diferencial
con respecto a al corriente, la cual deberia ser de la forma £(t) = RI + LI. Resuélvala.

» Si la espira ha estado rotando entonces los términos de la forma e=* = 0. Considerando

eso, estime el valor de la corriente la cual circula por la espira y determine el torque a partir
del momento magnético de la espira.
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Indicacién [16.10

= Determine la fem inducida en el carrito suponiendo que este a penetrado una distancia x
en la zona de campo magnético. Por Kirchhoff debe cumplirse que (t) = LI.

= Por otro lado, determine la fuerza que siente el carrito debido a la corriente I que circula
por ella y encuentre la ecuacién de movimiento del carrito en funcién de la velocidad.

» Las dos ecuaciones anteriores forman un sistema de ecuaciones diferenciales, donde las dos
incégnitas a resolver son la velocidad y la corriente. Encuentre las condiciones iniciales y
resuélvalo.

= Una vez encontrada la velocidad, determine la posicién en el tiempo del carrito. El movi-
miento deberia ser oscilatorio ya que no existen perdidas de energia en el carrito. Determine
cual es la maxima penetracién que puede tener el carrito antes que se devuelva y deduzca
la condicién pedida.

Indicacion @ @

= Para este problema no es necesario hacer ningtn célculo. Recuerde que la corriente no puede
ser discontinua en una inductancia (ie. no pueden existir variaciones abruptas de ella).

Indicacion @ @

» Mediante la aplicacién de la ley Kirchhoff de voltaje, establezca las ecuaciéon que sigue
el circuito RLC con respecto a su carga (). Esta deberia ser una ecuacién diferencial de
segundo orden.

= El circuito se encuentra subamortiguado inicialmente debido a que se encuentra oscilando
con una amplitud decreciente. Si el circuito ya no oscila al cambiar la resistencia, significa
que su régimen ahora es de criticamente amortiguado.

» Establezca las soluciones de cada caso y relacione los valores de L'y C con los de Ry wy.

Indicacion @

= Determine el campo magnético dentro del disco conductor. Para ello debe usar la ley de
Ampeére previamente en el toroide.

= Como B tiene una dependencia temporal, éste inducird un campo eléctrico.
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= Dada la conductividad asociada del disco, se provocara una densidad corriente en el cilindro.
Conocido E y J es suficiente para determinar la potencia.

Indicacion

= Plantee el toroide como un circuito magnético con reluctancias. Utilizando eso, determine
el flujo que circula por el toroide y luego la autoinductancia.

= Conocido el flujo y la autoinductancia determine la energia del sistema. Recuerde que la
fuerza es posible de determinar mediante F' = —VU donde U es la energia.
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V. Resultados

Problema Respuestas

P| 6.1 M = thiana
— Mon(ab)2
Pl 6.2 M= Jemely
16.3 M = 2uoa
a) M = ponmb?sina
®|  [16.4
b) AViuae = ponmb?wlysin
a) M= @ _ ugderlTE4/3)
P) 16.5 b) Antihorario en la figura.
©) Fior =~ 52t In () 9
a) u, = #ol 1y, (2
®|  [16.6 ) " (@)
b) [=5In (5)
ooat)?R*nH a)?RSHr
P 6.7 U, = tolooat U, = solion’
P 6.8  a) L=y (b
a) ¢ = —ma?Bowy sin(wot)
(P 16.9 b) I(t) = 1;?5?52 (R sin wot — woL(cos wot — e_%t))
c) 7(t) = %(R sin wot — wo L cos wot) sin wot
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Problema Respuestas
P 16.10 v(t) = vg cos \/a%t, i(t) = f\’/"% sin \/“%t. El largo del carrito debe ser menor a
ey VBmL para que logre entrar.
a) I3 = 0 (la corriente no puede aumentar en forma abrupta en una inductancia),
Li=1I= Rl‘fR
P 6.11 :
b) I, = I3 = %, I, = 0 (la inductancia actda como un cortocircuito en un tiempo
muy largo).
a) I(0)=4A.eI(c0)=8A.
@ 6.12
b) I(t) =8 — 4e 300t A,
_ V3R _ 2woR
a) L=y> 0=
® 16.13 b) Q(t) = Ae tcos(W't+ ¢) con v = L, W = /(L) + ()2 A = Qo
= Y = 35 = 2L Lc/ = Cosg Y
tang = — L
P 1614
NI a® N2ppoa®
a) ¢ = SQaZﬁiOZgu’ L= 320,;;@2_(];4
@ [16.15 L
b) |F| = g 5s,07 |a fuerza es atractiva.
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Corriente Alterna

I. Resumen Teoérico

Corriente Alterna

Los circuitos de corriente alterna son circuitos alimentados por una fuente de voltaje de la forma
V(t) = Vg cos(wt — @) (17.1)

donde V[, es amplitud de la sefial, w su frecuencia angular y ¢ su fase. En general, para enfrentar
problemas de este tipo se utiliza la técnica de fasores, es decir

V(t) = Re{Voed*t} (17.2)

donde se expresa la tensién de la fuente como una exponencial compleja donde j = /—1Y
Adicionalmente, se suele tomar como referencia la fuente de voltaje de modo que ¢ = 0. Como
notacién, se suele obviar el hecho que se trabaja sélo con la parte real, por lo cual

V(t) = Vol (17.3)

Impedancias

La impedancia es la resistencia aparente (compleja) que tiene un circuito alimentando por una
fuente de voltaje alterna. Se define entonces

Zp =R (17.4)
1

To= —— 17.5

C=70 (17.5)

7y = jwL (17.6)

Donde Zr, Zc y Zp, son las impedancias de una resistencia, un condensador y un inductor,
respectivamente.

1En Ingenierfa Eléctrica no se suele la notacién i = v/—1 para evitar confusién con la corriente i. En este libro
se denotard j como la unidad compleja.
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CAPITULO 17. CORRIENTE ALTERNA

Potencia

La potencia instantidnea de un circuito con una fuente de voltaje V' (¢) que entrega una corriente
I(t) estd dada por
P(t) =V (t)I(t) (17.7)

Por interés practico, es util conocer el valor de la potencia promedio que emite

(P(t)) = ; / P(t)dt (17.8)

donde T = 22, En caso de usar fasores, con V(t) = Voe' y I(t) = Ioe’ =% la potencia
promedio puede ser determinada en forma equivalente como

(P(t)) = ;Re{V(t)I*} _ ;VOIO cos ¢ (17.9)

Donde I* es el conjugado de I. A partir de lo anterior, se define el valor rms (“Root Mean
Square”) o efectivo de una sefial como

Vo
Vims(t) = —7= 17.10
=" (17.10)
de modo que
(P(t)) = VimsLims cOs & (17.11)

Frecuencia de Resonancia

La frecuencia de resonancia wy de un circuito eléctrico es aquella frecuencia la cual anula la parte
imaginaria de la impendancia equivalente de un circuito eléctrico. En esta frecuencia ocurre

= La maxima corriente que circula por el circuito.

= La maxima potencia promedio.

Recomendaciones

» El uso de fasores en la notacién de circuitos de corriente alterna facilita su desarrollo. Los
condensadores y inductores pueden ser vistos como “resistencias complejas” iguales a su
impedancia.

A0

336



CAPITULO 17. CORRIENTE ALTERNA

= Recuerde que a pesar de trabajar con nimeros complejos, el resultado que tiene sentido
fisico es la parte real del resultado complejo.

= Distinga entre la tensién peak-to-peak y la rms. En general, los artefactos eléctricos hacen
referencia a su consumo promedio y tensién en rms. En Chile la tensién maxima no son 220

V , sino 220v/2 V.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 17.1 ®

Considere el circuito de corriente alterna mostrado en
la Figura. El circuito es alimentado con un generador
de voltaje V(t) = V} cos wt.

a) Demuestre que el médulo de la diferencia de po-
tencial entre los puntos A y B es independiente
de la frecuencia w del generador.

b) Calcule la fase de esta diferencia de potencial
con respecto al generador.

c) Explique cualitativamente como cambiarian sus
resultados si el generador tuviese una resistencia
interna Rine = R/10.

Problema 17.2 ®

Un circuito RLC serie tiene R = 100 2, L = 10 mH
y una frecuencia de resonancia de wy = 3 kHz.

a) ;Cuél es el valor de C?

b) ;Cudl es valor de la impedancia total cuando la
frecuencia es de w’ = 5 kHz?

c) ;Cudl es la corriente de respuesta a un voltaje
V(t) = 200 cos(10*rt)?

d) iCual es la potencia promedio consumida?

e) ;Cudl es el maximo voltaje en cada uno de
los tres elementos de circuito? jPor qué estos
ndmeros no suman 200 [V]?
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Problema 17.3 ® @

Considere el circuito eléctrico de la figura, que es ali-
mentado por una fuente de voltaje alterno V(t) =
Vo cos wt. Determine:

a) La impedancia equivalente de la configuracion, AA
especificando claramente su parte real e imagi-

naria.
;33 L
b) La frecuencia de resonancia wy del circuito, tal Vj @ —0
que haga maxima la corriente que sale de la
fuente. —_

c) La corriente que circula por la resistencia R en
funcién del tiempo (ie. escriba la corriente de
la forma I(t) = Iycos (wt — ¢), especificando
claramente los valores de Iy y ¢).

d) La potencia promedio entregada por la fuente.

220v]  [220V]

Problema 17.4 @ @ [220 V] [110 W] [1100 W]
: _ > [15A]

En la figura se esquematiza la conexién de un compu-

tador personal, una lampara de escritorio y una estufa
eléctrica a un enchufe mdltiple (“alargador”) el cual
es conectado al enchufe de 220 V en la muralla. Las
especificaciones de cada articulo aparecen en la figura.
El enchufe E conectado a la muralla tolera una co- o)
rriente maxima de 7 A. Examine cuantitativamente la
conexién y determine si el enchufe E es el adecuado.

Problema 17.5 ® @

Un circuito tiene dos resistencias R; y R5, un conden-
sador C'y una inductancia L dispuestas de la forma
que se indica en la Figura. El circuito es alimentado
mediante una fuente de voltaje alterno de ecuacién
V(t) = Vysinwt. Determine Ry R

Vo (R

a) La impedancia equivalente del circuito y el Y0 '\
médulo de la corriente en funcién del tiempo L —0
por cada rama del circuito.

b) La frecuencia de resonancia del circuito, j Cuél
es el valor de la corriente maxima que sale de la
fuente? (exprese su resultado en funcién de la
frecuencia de resonancia).
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Problema 17.6 ® @

Los enchufes eléctricos chilenos proveen una fuente
de voltaje alterno con 220 [V] y una frecuencia 50
[Hz], por otro lado, los enchufes en Estados Unidos
usan 120 [V] y una frecuencia 60 [Hz]. Si se trae una
ampolleta de 60 [W] y 120 [V] de Estados Unidos a
Chile, jCuan grande debe ser una inductancia L, en
henrys, que debe ser conectada en serie tal que la
ampolleta opere normalmente, produciendo la misma
cantidad de luz como si fuese conectada en Estados
Unidos?. Explique brevemente por qué es ventajoso
corregir la iluminacién con una inductancia en vez de
una resistencia.

Problema 17.7 ® ©

Para el circuito en la figura, muestre si

L
R1R2 - 6

entonces V4 = Vg sin importar la frecuencia w. Am-
bos potenciales estan medidos de la tierra del circuito.

Problema 17.8 @®

El circuito de la figura tiene una fuente de voltaje
alterno V'(t) = Vj coswt , conectada en serie con una
resistencia R = 1 €2 y una “caja negra”, que puede
contiene un condensador, un inductor, o ambos. Se
mide la corriente que circula en el circuito con una
frecuencia angular w; = 1 rad/s y se observa que la
corriente adelanta al voltaje de la fuente en una fase
de 7/4 radianes. Si se repite el experimento con una
frecuencia a wy = 2 rad/s se encuentra la corriente
se atrasa exactamente 7 /4 radianes con respecto a la
fuente.

a) iQué hay dentro de la caja negra?.

b) ;Cual/es es/son los valor/es de inductancia o/y
capacitancia?.

c) iPuede ser el circuito resonante?, en caso de
serlo, jcual es la frecuencia de resonancia?.
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a) Un circuito RLC serie contiene una inductancia
de 0.1 H. y una resistencia y capacitancia de
valor desconocido. Cuando el circuito es conec-
tado a una fuente AC V(t) = 230sin 1007,
la corriente que fluye por el circuito es I(t) =
2,3sin 1007t. Encuentre: los valores de la resis-
tencia y la capacitancia, la diferencia de poten-
cial en la inductancia y la potencia promedio
total consumida.

b) Un circuito resonante en paralelo consiste en un
condensador C' = 32 pF en paralelo con una in-
ductancia F' = 18 pH y una resistencia R = 60
(), respectivamente. Determine la frecuencia de
resonancia del circuito y el médulo de la impe-
dancia equivalente en funcién de la frecuencia
w del generador.

c) Un generador entrega un voltaje constante con
frecuencia variable de Vs = 100 [V] (rms) a un
circuito RLC serie que contiene R = 5€), L =4
mH, y C = 0.1 uF . La frecuencia del generador
se varia hasta que se obtiene el maximo valor de
la corriente. Determine el valor de la corriente
maxima, la frecuencia en la cual ocurre, y el
voltaje entre la inductancia y el condensador.

Problema 17.10 @

Suponga usted que cuenta con dos herramientas que
operan 110 V. Una de ellas es un taladro eléctrico
cuyas especificaciones son (110 V - 2,6 A). La otra
herramienta en una sierra eléctrica de especificacio-
nes (110 V - 3 A). Para utilizar estas herramientas
requiere un transformador que reduzca el voltaje de
220 V a 110 V. Estos aparatos se encuentran en el
comercio y los hay de 50 W, 100 W, 800 W, 1000
W, 1500 W. Mientras mayor es la potencia tolerable
por el transformador mayor es su precio. Determine el
transformador mas econémico que permita la opera-
cién simultanea de ambas herramientas.
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I1l. Soluciones

Solucion

a) La impedancia equivalente estd dada por

1 1\
Z =R+ |- . + —
(]XL —J X —JX02>
_ R (—chg +i Xz —ij)‘l
=R+
(X1 — Xe1)Xeo
i (X1 — Xer)Xeo
Xeo+ X — X,
CUZLOl —1
W(Ol + CQ - wQLC’ng)

— R+

=R+

b) La frecuencia de resonancia es tal que la parte imaginaria de la impedancia se vuelve nula,

es decir
1

chl vV LCl

Noétese el hecho que al elegir esta frecuencia, el médulo de la impedancia se vuelve minimo,
y en consecuencia, se maxima el médulo de la corriente que sale de la fuente.

XL:X01:>CUQL: — Wy =

c) La corriente que circula por la resistencia es

%ejwt %ejwt ‘/0
](t):Re{ 7 }:Re{|Z|ej¢ :mcos(wt—gzﬁ)

donde de la parte anterior se tiene que los valores de |Z| y ¢ son

Wchl -1 2
7| = 2
| | J & + (w(C’l + 02 — w2L0102)>

¢ t w2L01 -1
= arctan
RW(Cl + 02 — wQLCng)
d) Finalmente, la potencia media que entrega la fuente es
V2
Py =90
(P) 27 cos ¢
‘/02
= Re{Z
o)z Het#)

_ ViR

N Ww2LC1—1 2
2R2 + 2 (W(C1+CQ—LA112L0102))
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Solucion

a)

La impedancia equivalente estd dada por

2o~ (niz*7i )
“““\Ri+Z, Ry+Zo

donde Z;, = j Xy Zoc = —j X, con X, =wlLy X¢g = i Luego

o= (i )
“ Ry +jXr Ry —jXc
(B1 4+ jXp) (B2 — jXc)
~ (Ri+ Ry) + (X — Xo)
_ (RiRy+ X1 X¢) + j(Xp Ry — XcRy)
(R1+ R) + j(XL — Xo)
[(RiRy + X1 X¢) + (XL Ry — XoR))][(Ry + Ro) + 7(X1, — X¢)]
(R + R2)?+ (X — X¢)?
(RlRQ + XLXC>(R1 + RQ) - (XLRQ - Xch)(XL — XC>
(Ri + Ro)? + (X1 — X¢)?
+ (RiRy + X Xo) (XL — Xo) + (Xp Ry — XoRy)(Ry + Ry)
(R1+ Rp)? + (X — X¢)?

Los mddulos de cada una de las corrientes vale

o) = | “ _— |f<t>|" == Tﬁ%
! Ry + jwL R2 + w22 2 Ry —ji R2 + (i)z

Nétese que los médulos de las corrientes son constantes en el tiempo y sélo dependen
de los parametros fijos del circuito. El aporte temporal estd dado netamente por la parte
exponencial compleja de la corriente.

La frecuencia de resonancia puede ser calculada al hacer nula la parte imaginaria de la
impedancia, de modo que

(RiRs + X Xo)( X — Xo) + (XpRy — XeR1)(R1+ Ry) =0

Reemplazando los valores de X y X¢

L 1 R
(RlRQ -+ C) (W — w0L> = <WOLR2 — w()lC'> (Rl + RQ)

donde puede despejarse el valor de wy como

1 R¥C — L

Wy =

El valor de la corriente para esa frecuencia vale

Vv _ Wl (B + Ro)” + (wol — 5o6)*

[ - i I = — V .
Zeq d | Zeq| " (RiRs + £)2 4 (woLRy — M%CRDQ
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Solucion 2

Previamente, antes de resolver el problema, es bueno conocer el concepto de “Divisor de
Voltaje" que es sumamente Util en problemas de corriente alterna.

Zl Vout

V@ Z

Figura 17.1: Divisor de Voltaje con Impedancias

En la Figura[l7.1]es posible apreciar una malla de un circuito CA que posee dos impedancias
en serie Z1 y Zs. El divisor de voltaje permite obtener el voltaje el punto V., que es
justo antes de donde comienza la impedancia Z,. Nétese que V,,: representa la caida de
tension al pasar la corriente por Z;. Para determinar el valor de V,,; se debe considerar que
Vin=1-(Z1+ Z3) y Vour = I - Z5, juntando ambas ecuaciones se llega a

Zs

Vour = Vo 2
' Zy + Zy

Volviendo al problema, usando notacién fasorial para la fuente V(¢) = Vpe/*?, se tiene que
usando la férmula del divisor de voltaje para la rama que contiene a C'y Ry:

. A . R . 1
VA:‘/()ejw’f-ﬁ:‘/()ewt~7lj:%€jwt-7j
¢t Zm Ry — & I el
De la misma manera, para la rama que contiene a Ry y L:
. JwlL ot 1
VB:%e]m-i = Vyelt . ———
. JR
R2 —i—ij 1-— TI?
Luego, usando el dato que Ry Ry = % o equivalentemente R;C' = R%, se llega a que
o 1 " 1
VA:V()ejt'il_ ; :V()ejt'l_@:VB
wR1C wlL

que era lo que se queria demostrar.
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacién
» Use las Leyes de Kirchhoff aplicadas al circuito y encuentre el la diferencia de potencial

entre Ay B.

= Recuerde que las impedancias pueden ser tratadas como resistencias. Se recomienda llamar
Z. a la impedancia del condensador y no reemplazar su valor hasta obtener el resultado
final.

Indicacion

= Determine el valor de la frecuencia de resonancia de un circuito RLC', a partir de ello puede
encontrar C.

= Las demas partes del problema son aplicaciones directas de férmulas expresadas en el resu-
men.

Indicacion

= Recuerde que la potencia entregada por los fabricantes es promedio y que la corriente y el
voltaje son rms (y no maximos).

Indicacién

= Determine la resistencia de la ampolleta con los datos entregados sobre Estados Unidos.
Recuerde que los valores entregados de voltaje son rms.

= Ajuste el valor de la inductancia que debe ser colocada en serie para que la potencia emitida
por la ampolleta en Chile sea la misma que en Estados Unidos.

Indicacion

= Haga inicialmente el andlisis de que pasaria si hubiese sélo un condensador o sélo un inductor
en la caja negra. jPodria darse la condicion del enunciado al cambiar la frecuencia?.
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= Una vez impuesto el circuito RLC, imponga las condiciones del enunciado y despeje los
valores de Ry C.

= De lo anterior es directo poder determinar la frecuencia de resonancia del circuito.

Indicacion

= Para el primer problema, note que cuando se alimenta el circuito con una fuente de voltaje
con esa frecuencia la corriente esta totalmente en fase. Lo anterior ocurre cuando el circuito
esta en resonancia.

= En el segundo problema, determine la impedancia equivalente del sistema (todas las impe-
dancias se encuentran en paralelo). Lo pedido es directo de esa expresion.

= Para el tercer problema, recuerde que la maxima corriente ocurre en la frecuencia de reso-
nancia.

Indicacién

= Encuentre la potencia consumida por las herramientas, recuerde que el voltaje y la corriente
entregada es en rms.
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V. Resultados
Problema Respuestas
b) ¢ = 2arctan
@ 17.1 c) Cambian los dos resultados anteriores, ya que ocurre una divisién de voltaje previa
que cambia el médulo y el desfase de la diferencia de potencial.
a) C =281n[F)
b) R = (225)e/b11Q)
@ [7.2 ) I(t) = 0,89 cos(10000rt — 1,11) [A]
d) (P)=39,6 [W]
e) Imax - O 89 [A] ma:c = 89 [V] mar = 8971— [V] mam - 10037 [V]
LCi—1
a) Z=R+ Jw(cl+02 —WLOCa)
_ 1
b) wo = 7ie
2
_ W _ w2LC1—1
P h73 €) I(t) = 7 cos(wt — ¢) donde |Z] = \/R2 + (w(CHrszulﬂLClCz))
_ Ww?LCi—1
¢ = arctan (RW(C1+C2710.)2LC7102))
2
d) (P)= Lt :
2R+2( S, i)
@ 17.4 Toax =TV2> 17 [A] . El enchufe no es capaz de trabajar con esa corriente.
a) Zeq = (R1+1jXL + R2 1ch)71’ donde X; =wlLy X¢ = i, |Il(t)| = \/ﬁ
I —
P s B0 = 7ty
o RZC—L (R1+R2)*+(wo L~ 51e)?
b) wy = Vic RZC’ Y=V (RiR2+Z)2+(woLRa— chRl)2

347




CAPITULO 17. CORRIENTE ALTERNA

Problema Respuestas

2 _P.R2
P) 17.6 Rampolleta = 240Q, L = \/V'msc"”e%,mgr;h_ll;Ram’“’"e“ = 1,2[H] (una inductancia muy

grande!). Es mejor un inductor ya que no consume potencia.

a) Contiene un inductor y un condensador.
@ l178 b)) C=05FyL=1H.
c) Si, y la frecuencia es wy = v/2 rad/s .

a) R=100Q, C ~10~° F, AV(t) = 237 sin(100nt + I), P = 72,25 W.
R4

|Z| = L2 2 272 1
V(EPHR (L~ )

_ 1
@ 79 P W=y

c) Imax = V’%ﬁ, esto ocurre en resonancia con w = wy = \/% y AVpo(w = wp) = 0.

17.10 La potencia consumida es de 616 W, por lo que bastaria un transformador de 800 W.

| S|
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Leyes de Maxwell

I. Resumen Teoérico

Ley de Ampere-Maxwell

Debido a la incompatibilidad de lo propuesto por Ampére con la Ecuacion de Continuidad en el

caso no estatico, es necesario corregirla de la siguiente forma

o

0

x H=J+

<
o))

t

En su forma integral, la ecuaciéon se transforma en

yﬂﬁﬂ://f-d@#%//ﬁ-dﬁq
N Q Q

(18.1)

(18.2)

donde I" es el borde de superficie 2. En particular, se define la corriente desplazamiento como

a — —
ly=— || D-dS 18.3
=5l (183
Q
debido a que es provocada por el cambio el tiempo de ese vector.
Teorema de Poynting
El vector de Poynting se define como
— 1 — — — —
S=—ExB=FExH (18.4)
Ho
Por otro lado, la energia electromagnética por unidad de volumen estada dada por
1 — — — —
uemzﬁ(D~E+B H) (18.5)
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CAPITULO 18. LEYES DE MAXWELL

El teorema de Poynting indica que

OUeyy, =

o +V.-§S=-J-E (18.6)
En su versién integral
;///umdv+//§-cf:—///ﬁﬁdv (18.7)
equivalentemente
ag;’” +®g=—P (18.8)

Esta ecuacidn constituye un balance de energia electromagnética U,,,, ya que relaciona la variacién
de la energia electromagnética con el flujo de vector de Poynting ®¢ y con las fuentes que provocan
esta energia (término J - F).

Ecuaciones de Maxwell en el vacio

Las ecuaciones de Maxwell en el vacio son

. E_Pr
€o

Supo 98

o ot (18.9)

V-B=0

V x B = MOJ‘FHJO%E

Mientras que las ecuaciones de Maxwell en medios materiales estd dado por

V-D=p
Vxp-_98
L, ., o (18.10)
V-B=0
- - - 9D
H = -
V x J+ BT

Ecuaciéon de Onda

Se dice que una funcién u(x,y, z,t) satisface la ecuacién de onda cuando

1 0%u

Vi — ——
v2 Ot?

—0 (18.11)
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Donde se denomina v es la velocidad de la onda.

Suponiendo que las ondas viajan en vacio, de modo que p =0y J=0 y a partir de las Ecuaciones
en [18.9] es posible afirmar que

. ’E
2 —
V°E — Moo 12 =0 (1812)
. 0°B
2
VB — M06078t2 =0 (1813)

Esto quiere decir que los campos eléctrico y magnético satisface la ecuaciéon de onda. En el caso
particular de un campo eléctrico tenga dependencia de una Unica variable, ie. E(z,y,z2,t) =

E(z,t) la Ecuacién [18.12] se reduce a

O2E OE
_ Z =0 18.14
o2~ M0 (18.14)
La Ecuacién 18.14] es la ecuacién de onda para una funcién de una sola variable, la cual tiene por
solucién E(x,t) = F(z — vt) + G(x + vt), donde F'y G son funciones reales. La velocidad de

esta onda es 1

v Ho€o
Las ondas electromagnéticas viajan a la velocidad de la luz. Por lo que se deduce que hay una

infinidad de formas posibles tanto para el campo eléctrico como magnético mientras satisfaga las
Ecuaciones en [18.91

1
— = UoEg —> UV = =c (1815)

02

Ondas Planas Monocromaticas

El caso particular de estudio son las ondas planas y monocromaticas. El campo eléctrico pertene-
ciente a este tipo de onda es de la forma

E = Eycos(k - 7 — wt) = Egncos(k - 7 — wt) (18.16)

donde k es conocido como el vector de onda el cual indica la direccién de propagacion de la onda,
. es vector que indica la direccion del campo eléctrico (también llamado vector de polarizacién
de la onda) y w su frecuencia. En su forma compleja, también se denota como

E = Byel k) (18.17)
El argumento de la exponencial compleja se puede reescribir como

E-F—wt:k(l%-F— :t) (18.18)

A partir de esto se deduce que

= El vector de onda k = kk es inversamente proporcional a la longitud de onda A = 2?” El
vector unitario k senala la direccién de propagacién de la onda.
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= La velocidad de fase de la onda es v = 7, donde en el caso particular del vacio se tiene que
w _

L =c
27 —

» La frecuencia angular de la onda es w = 7% = 27 f donde T es el periodo de la onda y f
su frecuencia.

» En el caso de la polarizacion lineal 7 es fijo en el tiempo. En otras polarizaciones como
circulares y elipticas, el vector . = 7(7, t) depende de la posicién y el tiempo.

Dada las Ecuaciones de Maxwell es posible afirmar que

EL1LB1Ek (18.19)
Por lo anterior B B
E-B=k-B=k-E=0 (18.20)
Adicionalmente, también debe cumplirse que
g="" (18.21)
w

Intensidad de una Onda

La intensidad de la onda se determina a partir del vector de Poynting promedio de una onda el
cual puede ser determinado como
T
I
(3 =7 / (1)t (18.22)
0

donde T' = %T Si la onda es tratada en su forma compleja, el vector de Poynting promedio puede
ser determinado en forma equivalente como

(S) = ;Re{ﬁ x H*} (18.23)

donde H* es el vector conjugado a H.

Recomendaciones

= Las ondas electromagnéticas son un resultado notable dentro de un curso de electromagne-
tismo.

= En la mayoria de los casos es mas sencillo trabajar la expresién de onda como un complejo
MAas que CoNn Senos y COSenos.
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Il. Problemas Propuestos

Problema 18.1 ® @ ; d

Se tiene dos discos conductores paralelos de radio ¢ . -
y separados una distancia d < ¢ entre los cuales se c ]
b

ha colocado una sustancia homogénea de conductivi-
dad g y permitividad (. Los discos se someten a una ~ —{{-------b—- Lt
diferencia de potencial V (¢) conocida.

a) Calcule la fem inducida en un rectangulo de la-

dos a y b como se muestra en la Figura. Evalle Ho € 8

9
en particular esa fem si V(t) = Vpe %"

b) Determine el vector de Poynting S dentro del V(t)
condensador y compruebe el teorema de Poyn- YN

ting. U
Problema 18.2 ®

Para calcular de una forma mas exacta el campo
eléctrico dentro de un condensador de placas paralelas
circulares (ver Figura), en el que se aplica una fuente a
de voltaje alterna se plantea el siguiente método:

a) Determine Ey(t) como valor del campo en un
régimen cuasiestatico.

b) Conocido Ey(t), determine B (¢) inducido. V(1) = Vocos
c) Con B,(t), determine E(t) inducido.

d) Finalmente, determine el valor més exacto como
E(t) = Eo(t) + Ex(t).

Problema 18.3 ® &

a) Explique qué es una onda plana monocromatica
e identifique explicitamente la direccién de pro-
pagacién, la velocidad de propagacion, la fre-
cuencia, y la longitud de onda.

b) En el caso que la onda plana sea electromagnéti-
ca, demuestre que los campos E y B son per-
pendiculares entre si y (ambos) perpendiculares
a la direccion de propagacién. Indicaciéon: use
las ecuaciones de Maxwell.
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Problema 18.4 ® @

Se plantea estimar en forma idealizada la incorpora-
cién de energia solar para suplir necesidades de po-
tencia eléctrica del area metropolitana. Se sabe que la
potencia electromagnética del Sol es Py = 3,8 - 10?0
W. Ademas, la distancia entre la Tierra y el Sol es
R=15-10" m.

a) Calcule la magnitud del vector de Poynting (va-
lor medio) en la Tierra

b) Suponiendo que: no hay pérdidas de energia por
la atmosfera; que el Sol sale a las 8h00 y se pone
a las 18h00; y que el Sol pasa por el zenit a las
13h30 (simplificacion), calcule la energia solar
directa recibida por un panel horizontal de 1 m?
de superficie durante un dia. MR

c) Si el consumo anual promedio por habitante es
de 700 kWh, y suponiendo eficiencia de 100 %
en el proceso de generacién de energia eléctri-
ca a partir de la solar, dimensione los paneles
solares necesarios para cubrir el consumo de un
habitante. jQue area es la que se necesitaria
para seis millones de habitantes? Comente.

Problema 18.5 ® @

Considere una onda electromagnética que posee el si-
guiente campo eléctrico

E = Eycos[(10m ™) -2+ (3-10°s7)-1)2

Encuentre:

a) La longitud de onda A y el periodo 7.
b

) La direccién y el sentido de propagacién.
c) El campo magnético B asociado a esta onda.

d) El vector de Poynting S.
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Problema 18.6 ® @

a) Escriba una expresién para el campo eléctrico y
magnético de una onda electromagnética plana,
cuyo campo eléctrico estad contenido en el plano
xy y se propaga desde el origen hasta el punto
(0,3,3). La frecuencia angular de la onda es
w = 1007 [rad/s] y la velocidad de la luz es c.
La magnitud del campo eléctrico es Ej.

b) Encuentre la potencia promedio que transporta
esta onda.

Problema 18.7 ® @

Una onda plana linealmente polarizada se propaga a
lo largo de la direccién %(:ﬁ + 7) en el vacio. La
polarizacién de la onda yace sobre el plano XY (ie,
el campo eléctrico vive en el plano XY").Si el médulo
de campo eléctrico es E y la frecuencia de la onda
es w, encuentre

a) Las funciones reales que representan E' y B.

b) El promedio temporal del vector de Poynting.

Problema 18.8 ® @

Considere una onda electromagnética que viaja en la
direccién z en el vacio, el cual posee un campo eléctri-
co dado por

E — Elej(szwt)i_ + E2€j(kz7wt7¢>)g

donde F y Fy son nimeros reales.

a) Determine el campo magnético asociado a esta
onda electromagnética y el promedio temporal
de Poynting.

b) Considere el caso ¢ = Ty Ey = Ey = Ej.
Encuentre las funciones reales que describen el
campo eléctrico y magnético de la onda.

c) Realice un grafico E vs tiempo (en z = 0) y E
vs posicién z (en t = 0) ; Qué comportamiento
tiene la onda electromagnética?.
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Problema 18.9 ®

Al interior de una guia de ondas se transmite una
onda electromagnética (solucién de las ecuaciones de
Maxwell en ausencia de cargas y corrientes p = 0
y J = 0) tal que las Gnicas componentes del campo
magnético son B son B, y B,. Su expresién en funcién
de las coordenadas x, z y del tiempo t es:

B, — aBok <in (71’1‘

) sin(kz — wt)

™ a

B, = By cos (m) cos(kz — wt)
a

en donde a, By, k y w son constantes. La relacion
entre k y w es

2 2
W s
k’: _— —

2 a?

Se sabe que el campo eléctrico E sélo tiene compo-
nente I, que es funcién solamente de las coordenadas
x, z, t. Encuentre |a expresion para este .

Problema 18.10 & @

Dos ondas electromagnéticas son emitidas desde dos
diferentes fuentes, de modo que

E, (x,t) = Eypcos(kx — wt)y
Ey(x,t) = By cos(kz — wt + @)

a) Encuentre el vector de Poynting asociado a la
onda electromagnética resultante.

b) Encuentre la intensidad de la onda.

c) Repita el calculo si la direccién de propagacién
de la segunda onda electromagnética viaja en la
direccion contraria a la primera

El(a:, t) = Eygcos(kx — wt)y
Ey(2,t) = Egg cos(kx + wt + ¢))
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Problema 18.11 ®

En un buen conductor, cuando la frecuencia no es de-
masiado grande, una buena aproximacioén consiste en
despreciar el término de la corriente desplazamiento.
En tal caso la ecuacion para E es

V2E — pog 2 — 0
Hog ot

Considere el caso de una onda plana que ha penetrado
a un medio (interfaz: plano XY’) con conductividad
g.

a) Tomando k = (0,0, k) demuestre de lo anterior

que k = (1 + j)y/wpog/2. En lo que sigue se
usara la notacién ko = \/wppg/2

b) Para el campo eléctrico de una onda plana en el
medio conductor, luego de una incidencia nor-
mal, es E = Eyeik==“02  (convencionalmente
escoja Fjy real). Determine el valor de B.

c) Calcule el flujo temporal del vector de Poynting

(5
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I1l. Soluciones

Solucion

a) Dado que el potencial depende del tiempo V' (¢), el campo eléctrico también estara variando
en el tiempo y éste provocara un campo magnético que inducird una fem en la espira
rectangular. En una primera aproximacion, el campo dentro de un condensador puede ser

estimado como
— — — t
vz/E.dz:w(z) :E(t)d:>E:VC(l)2

Luego, para puntos dentro del condensador r < ¢ debe cumplirse que

L e e d [~ -
H.-dl = . 2D,
515 i //J d5+dt// S
Q Q

r

—

Donde € es un circulo de radio r y T su borde. Como J = gE, D = eoE y H = H(r, t)é
la expresion anterior se transforma en

5511 dl—g{/E dS + ey //E dS

IV tyrr? + 2V (t)mr?

H(r) - omr —
(r) - 2mr y 7

Luego como B = pyH el campo magnético dentro del condensador vale

B(r) = B2 gV (1) + 2oV (1))

2d
Luego, el flujo sobre la espira es
et+a b b2
¢= / //;0; (gV(t) + £V (t))drdz = “2;; (GV () + 20V (1)
e 0
Por lo tanto 2
_ AP peab .
e=—— == (gV({t) + &V ()
En el caso particular de potencial entregado, se tiene
g9 . 2 Y
V(t) = Voe_%t — V(t) = _‘g)ge—sot . V( ) = Vgg &t
0 0

Al evaluar los valores anteriores se obtiene ¢ = (.
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b) El vector de Poynting dentro del condensador vale

rV (t)

S=ExH=— (gV (t) + eV (1))7

Por lo que el flujo sobre la superficie del condensador (manto cilindrico) es

2r d

bg = //_cV(t) (gV (1) + oV ()7 - cdfdzr = —LTCQV@)

S gV () + 2V (1)

2d?

Por otro lado, la energia electromagnética vale
2172
o 2 EoTC %
Uen = — ElfdV = ———
a2 // 1] 2d
Cilindro

No se ha considerado la energia magnética, ya que al ser inducida por el campo eléctrico
es de mucho menor magnitud. Falta por determinar el valor de la potencia disipada en el
cilindro la cual estd dada por

2172
P:// T Bay = 7V

d
Cilindro
Finalmente
Uem eon?VV  wAV .
by = - %4 Vv
ot + Pg P ] (gV +&oV)
_ grv?
N d
=—P

Lo que comprueba el Teorema de Poynting.

Solucion 2

a) Una onda plana es una onda tal que se propaga en una sola direccién en el espacio, o
equivalentemente, su frentes de ondas son infinitos planos perpendiculares a la direccién de
propagacién. Un onda plana es monocromatica debido a que posee una tnica frecuencia de
propagacion. La forma matematica para expresarla (solucién de la ecuacién de ondas) es

A(7,£) = AR
donde:

e La direccion de propagacion esta dada por el vector k,
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e La velocidad de onda puede ser obtenida al reemplazar la expresién anterior en la
ecuacion de ondas, resultando v = wal
e La frecuencia angular estd dada por w = 27 f, donde f es la frecuencia.

e La longitud de onda A est4 dada a partir del médulo del nimero onda como |k| = 27”
b) Se debe considerar un campo eléctrico arbitrario como
B = By ®T = (Ey, + Eoy + Bo.2)e F7"

Reescribiendo k = kyz+k,J+k.2 se tiene que E = (EoxZ+ Eoy§+ Eo,2)ed ket tkyythzz—wl)
Tomando la divergencia de este campo
OE, O0E, OF,

0$+8y+az J (ko Eog + kyEoy + k. Ey. )e

—

i
Por Ia primer:i Ieyﬂde Maxwell, se;sabe que V E=0—F -k=0—F 1 E de igual
forma como V- B =0 = B L k. Por otro lado

- OE., OE, . 0E, OE, . oE, OE,
VxE= (83/ 82) v (5)2 890) v+ <8x 8y>

j(kyEOZ—k:ony)ej(/;~F—wt) j(kZEOx_kIEOZ)ej(EJFfwt) j(szOy—k:yon)ej(’;"Lm)

Por lo tanto
VxE = j[(kyEo. — k.Foy)d + (k. Eop — ko Fo.)j + (ko Eoy — kyFog)2] /F™40 = jkix E

EXE_:O

Suponiendo que el campo magnético también es de la forma B = Bﬁoej(’;'**“t) y aplicando
la Ley de Faraday

VXE:—a—:>jk><E:jw32>B: x
ot w
Aplicando producto punto con E a ambos lados
w w

Por lo que se deduce finalmente que ELBlEk

Solucion

a) La radiacién del Sol tiene la misma intensidad en todas las direcciones, por lo que la tasa
a la que llega a la Tierra es la misma tasa la que pasa a través de una esfera centrada en
el Sol con un radio igual al radio de la 6rbita de la Tierra. Luego tiene que cumplirse

P 3.80 - 1026 W

donde A se considero el drea de la Tierra.
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b) Dado los horarios del enunciado, se explicita que el sol se mueve con una velocidad angular
constante sobre el panel.

18:00 hrs + 08:00 hrs

Figura 18.1: Movimiento del Sol.

La componente de vector de Poynting que apunta directamente al panel es |§] sinf =
|S|sinwt, donde w = = y AT = 10 horas. Luego, si se desea encontrar la energia solar
directa sobre el panel hay que integrar esa componente de la siguiente forma

AT

AT
U= APaneI / ‘S| sin wtdt = APaneI |S| (— COS T + COS 0) = 2APaneI |S|

Evaluando numéricamente el resultado U =~ 8,6 kWh .

c) Del resultado anterior se tiene que la generacién de energia por unidad de area es de

8,6 K- = 3139 K%M L uego, para alcanzar los 700 KWh anual, debe tenerse un 4rea de

700 kWh

il 2
t = W = 0,22m

m ano

Para 6 millones de personas el 4rea total vendria siendo 1,32 km? esto es del orden de

casi 2000 canchas de fatbol una al lado de la otra o casi el doble del tamafio del Parque
O'Higgins en Santiago de Chile.

Solucion

a) Se debe recordar que la forma general del campo eléctrico de una onda electromagnética

es en este caso:
E — Eoﬁej(k-F—wt)

Donde 7 = (x,y,2) vy k = kk indica la direccién de propagacién de la onda y 7, la
polarizacién del campo eléctrico. En este caso la direccion de propagacién de la onda es &
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(unitario) y estd determinado por

“ 1 1 g+ 2
k= ——«=(0,3,3) = —=(0,1,1) =
32 + 32( ) \/5( ) V2
Por otro lado se sabe que el campo eléctrico esta polarizado en el plano xy por lo que
1
n=———-=(«a,f,0)

Va2 + 52
Ahora usando el hecho que la direccién de propagacién es siempre perpendicular a la pola-
rizacion de la onda se cumple que

k-a=0=(0,1,1) (0, 3,0) =0=5=0

Por ende ]
n= «,0,0)=(1,0,0) =z

El campo eléctrico es entonces

E=Ez (5 W2 —wt)

El valor de k se determina volviendo a la ecuacién de onda
L 10°E  O*E  O*E  10°E Kk w? w
C

o L _ _ — T —
ViE 2 Ot? 8y2+8z2 2 Ot? 0= 2 2+c2 0=k

Finalmente el campo magnético B puede ser determinado como

]%X E (Q—i—f) X Eoi.ej(%(erz)*wt) EO (A A)
= = Yy —z)e

c V2 cV 2

En resumen como w = 1007rad/s :

(25 (y+2)—wt)

B =

B Eofvejlooﬂzz_t) 5 Ey (A ) ]1007r(y\+/f—t)

b) El vector de Poynting Promedio esta dado por

2
Jeigo| By

- L 1

2#0 2Mo

Eoi’€

Soluciéon @

a) Para determinar el vector de Poynting es necesario determinar el valor del campo magnético
B. Luego para el campo E1 se tiene que

6 X El = 3@1 gy % = Elok sin(k:x — wt)é
0 FEjgcos(kx —wt) 0
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y dado que por Maxwell

B . k E
6(9; — —ksin(kz — wt)2 = By(z,t) = By~ cos(kx — wt)2 = —2 cos(kx — wt)?
w c

El calculo es andlogo para determinar By, por lo tanto por principio de superposicion se
tiene que

—

E = [Eygcos(kx — wt) + Ey cos(kxr — wt + ¢)|y

-1
B = —[Eyocos(kx — wt) + By cos(kx — wt + ¢)]2
c
Donde finalmente el vector de Poynting vale

- ExB 1
S = 2 —[Eyg cos(kx — wt) + Egq cos(kx — wt + ¢)]*%
Mo Cllo

b) La intensidad de la onda estd dada por

T

1 1

I=(S)= 7 / CTLO[EIO cos(kx — wt) + By cos(kx — wt + ¢))*dt
0

Antes de comenzar a trabajar la expresion debe usarse el hecho que

T

1 1

T/cosz(kx—wt—l—@ =5

0
Por lo tanto
. T T
I=—— |E} / cos? (kx — wt + ¢)dt + E3, / cos? (kx — wt)dt
cppT’
0 0

T
+2F0E9 / cos (kx — wt + ¢) cos (kx — wt)dt
0

T
1 | E? E? 2E 0 E
= o # + 220 + 17(1 20 /cos (kx — wt + @) cos (kx — wt)dt

0

J
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Para la dltima integral se tiene que
T

1
J = T /cos (kx — wt + ¢) cos (kx — wt)dt

[cos (kz — wt) cos ¢ — sin (kx — wt) sin @] cos (kx — wt)dt

I
el
O\ﬂ =

T
(O}

T s (kz — wt) sin (kz — wt)dt

cos? (kx —

0

I
Q
ASE
O\yﬂ

T
_ Cos¢ sin / 2k — wt))dt
0

_ coso
2
Finalmente la intensidad vale
1 [FE? E2
] = — lm + —20 + EloEQ()COSQZ)
cly | 2 2

c) Repitiendo nuevamente los calculos de parte anterior se tiene que el campo magnético
asociado a F; se mantiene, mientras tanto el campo asociado a Es vale

z ] z
— — . g @ @ B . .
V x Ey = |5 By 5| = Eooksin(kx + wt)Zz

0 Eycos(kr +wt+¢) 0
Nuevamente por Maxwell,

0B - E
a—: = —Eyksin(kz + wt + ¢)2 = By(z,t) = ——= cos(kx + wt + ¢)2
c

donde se tiene que

E = [Eqo cos(kx — wt) + Eag cos(kx + wt + ¢)]7

- 1
C

lo que implica que en este caso

.1
S = —[E% cos®(kx — wt) — B3y cos?(kx + wt + ¢)|2
CHo

Por lo que la intensidad de la onda vale

1 [Efy  E5
2 2

T
1

/ —[E%, cos*(kx — wt) — B3y cos® (kx + wt + ¢)]dt = —

/ Clho CHo
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Solucion

a)

c)

Como el campo eléctrico es de la forma E = Eped(Fr=wt), luego como k - 7 = (0,0,k) -
(x,y,z) = kz lo que entrega que

- OE S L
V’E — Hog 5 = —k?Eped "7 4 11y gjw Eped "= =
Esto implica que

k* = pogjw = k = \/pogjw

Pero por otro lado se tiene que

i 1+
\/;:(ejf)% = ¢l :cos%+jsin%: ( j/—;)

N

Por lo que se demuestra que
Hogw

k=(1+4+j) 5

Para encontrar el valor de B se usa el hecho que

B Fx B _ (14 j)ko? x Egeilkz—t)3 _ (1 +j)k0EUej(szwt)g

X
w w w

Como 1+ j =+/2¢’T y k = (14 j)ko el campo magnético puede ser reescrito como

é _ ko%ﬁe—kozej(koz—wt-l-Z)g

Noétese que el conductor agrego un desfase del campo magnético con respecto al eléctrico
y adicionalmente una exponencial real decreciente (ie. la onda va perdiendo energia dentro
del material debido a las corrientes que provoca el campo eléctrico).

Finalmente, el vector de Poynting promedio estd dado por

<@:;Rqﬁxﬁﬂ

2 Who
koEZ\/2 i
Syt A Ofe_QkozéRe{e_]Z}
2u0w

2
kOEO —2k0z2

2w
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IV. Indicaciones Problemas Sin Solucion

Indicacion

= Determine el valor de Ej, suponiendo que la dependencia del tiempo no existiese.

= Usando la Ley de Ampere-Maxwell determine §1 (t). Recuerde que el campo magnético rota
en alrededor del campo eléctrico, en este caso By = Bj(r,t)0.

s Usando la ley de Faraday, determine el campo eléctrico Eg(t) inducido a partir de B;.
Recuerde que este campo eléctrico apunta en la direccién Z.

Indicacion

= A partir de la forma general de onda onda electromagnética identifique en primera instancia
los valores de k y w. A partir de ello, es directo identificar Ay T'.

= Recuerde el direccién y sentido de la propagacion esta dada por k.

= Tanto la determinacién de B y S es directo a partir del campo eléctrico.

Indicacion

= Note que el enunciado esta diciendo que k= ”TQy y que 7 = . Con esto deberia ser

suficiente para encontrar E B y S

= Recuerde que en una onda que viaja en el vacio siempre se cumple que |k| = ¢ donde c es
la velocidad de la luz.

Indicacion @

= |dentifique la direccién de la onda electromagnética y determine en forma directa cuanto es
el valor de B.

= Evalle ¢ pedido junto con las condiciones de los médulos. Recuerde que la funciones reales
de las ondas electromagnéticas estan dadas por su parte real.

= Note que la polarizacién del campo eléctrico y magnético cambia con la posicion y el tiempo.
i Qué tipo de polarizacion sigue la onda?; Lineal, Circular o Elipica?

A0
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Indicacion

» Evalué magnético dado en la Ley de Faraday (forma diferencial) y determine el campo
eléctrico pedido.
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V. Respuestas

Problema Respuestas

a) e = —”Zi‘fibz(gf/(t) + EOV(t)), caso particulare =0

@ 8.1

b) §= YD (gV(t) + oV (t))F

a) Eo= —Y03¢lz (4 crece de la placa inferior a la superior)

b) B, = % sin wtf

@ 8.2

— 2 2 N
c) By = M%coswt (r2 - %) z

—

d) E = _Vocgswt [1+ wQZoeo (% _TQ)} 2

a) ||~ 1350 %%
18.4 b) U =~ 8,6 kWh .
c) 0,22 m?, para 6 millones 1,32 km?.

®

_ T _ 27 —
a) )\—gmyT—?lo 95.

@ 185
b) La onda se propaga en —2.
a) o onejlo(]w(%ft)
®| 186 B = Bo(y— 50 E
an B2
b) (IS)) = £
a) E = on;\/g’ cos(%ﬂ(x +y) — wt)
B (87  B=-Ereos((e+y) - w)
- E2
b) (IS]) = 5.
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Problema Respuestas
a) b= Briltbemwtly — Bacilke-ui=dlg, (5) — (B} + E3)2
P 8.8 b) E = Ey(cos(kz —wt)i +sin(kz —wt)j) y B = £2(cos(kz —wt)j —sin(kz — wt)7)
c) La onda esta polarizada circularmente.
(P) 18.9 E = —aBow gin (I2) sin (kz — wt) §
a) S = Cl%O[Elo cos(kx — wt) + Eayg cos(kx — wt + ¢)]*%
2 2
P 8.0 b) I=- [ET + 220 4 BBy cos ¢}
E? EZ
€) 1=k [He - 2]
b) E _ E:Lko \/iefkrozej(koszﬂr%)
P .11 o e
Q) (IS = fikee 2
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CAPITULO 18. LEYES DE MAXWELL
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Herramientas Matematicas

Sean Ay B campo vectoriales y f un campo escalar.

Triple Producto

Reglas del Producto

V(A -B)=(A-V)B+ (B-V)A+ A x (

owsI13ou8ewo04309|g ap S03ansay A soisendoid sewa|qoid



CAPITULO 18. LEYES DE MAXWELL

Coordenadas Esféricas

Figura 18.2: Coordenadas esféricas

of . 19f, 1 of .

v r 00 +rsin0%@

—
| |

or
- - 10 1 0 1 0A,
V'A_ﬁﬁi( AT)+TSln986’(Sm0A0) rsinf dp
5o 1 0 0Ap\ .
VXA_r51n0<80(Sm0A) &p)T

1/ 1 04, 0

+r<sin9 dp  Or (rde )>0
1

0 0A,\ .
+ <87"(TA9)_ 80)90

,0f 1 of
2 [ —
V= r2 or (r 8r> T 25608 (Sl 909)

1 ¥F
r2 sin? 0 Op?

Diferenciales:
dl = drf + rdff + r sin Odpp

dS = 1% sin 0dOdr + rsin Odrdpd + rdrdfd
dV = r?sin Odrdfdy
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CAPITULO 18. LEYES DE MAXWELL

Coordenadas Cilindricas

\'.U | {\)
N J
/
; /
\
N

) y
X" 0
Figura 18.3: Coordenadas cilindricas
V= gfﬂiggmgig
ﬁﬁ:i;(r&ﬂigfé‘#ﬁz
VA= (qlﬂaa% —6;;9>f
N <8Ar - aAz> )
9z Or
* 71“ (;ﬁ”Ae) - 8(;:) 2
2 2

Diferenciales: . .
dl = dr? 4+ rdff + 22

dS = rdfdzi + drdz0 + rdrdf?
dV = rdrdfdz




CAPITULO 18. LEYES DE MAXWELL

Notacidon usualmente usada

Magnitud Fisica Simbolo Unidades SI Dimensiones
. 2.02
Capacidad C faradays (F) kg.ncﬂ
Carga q coulomb (C) C
.o : 5-C?
Conductividad g siemens/metro (S/m) Fg?
Intensidad de Corriente I ampére (A) ¢
Desplazamiento Eléctrico D coulomb/m? %
Densidad Superficial de Corriente K ampere/m <
Densidad Volumétrica de Corriente J ampere/m? 8%2
Campo Eléctrico E volt /metro b
. -m?
Fuerza Electromotriz (fem) £ volt (V) kng,C
Trabajo 1% joule (J) ’“95;;”2
Fuerza F newton (N) kgﬁm
Frecuencia f hertz (Hz) st
Impedancia Z ohm () kggf
Inductancia L henry (H) kgc'TQ
Intensidad de Campo Magnético H ampere/metro %
Largo 1 metro (m) m
. o~ kg-m?
Flujo Magnético o weber (Wb) Fao
" = k
Campo Magnético B tesla (T) 50
Momento Magnético m ampere-m? mi'c
Magnetizacion M ampere-vuelta/m %
Permeabilidad 1 henry /metro kg;“
Permitividad € faraday/metro ;Zf;
Polarizacién P coulomb/m? <
Potencial Eléctrico Vv volt (V) ksgz'_’g
Potencia P watt (W) kgé:gnQ
Vector de Poynting S W /m? b
Resistencia R ohm () kﬁ'gf
Resistividad i ohm-metros kg'cnég
Tiempo t segundos s
Velocidad U metro/segundos -
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