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P1.- Sólido rígido 1

Dos discos de radio R y masa M ruedan sin resbalar sobre una superficie horizontal, en el interior
de una caja de largo 3D (con D >> R). Los ejes de los discos permanecen conectados entre sí y las
paredes mediante resortes de largo natural D y constante elástica k (ver Figura 1). Para describir
la configuración del sistema, considere las posiciones x1 y x2 del centro de masas de los discos a lo
largo del eje x. Cada disco tiene una distribución de masa superficial dad por σ(r) = 6M

πR4 (Rr − r2),
donde r es la distancia al centro del disco.

a) Encuentre expresiones para las velocidades angulares Ω⃗1 y Ω⃗2 de cada disco como función de
ẋ1 y ẋ2, respectivamente

b) Encuentre una expresión para la energía cinética de cada disco como función de ẋ1 y ẋ2 respec-
tivamente

c) Determine las ecuaciones de movimiento para los discos

d) Encuentre las frecuencias normales del sistema, e ilustre los modos de oscilación correspondiente
para cada frecuencia

Figura 1: Dos discos atados a resortes

Auxiliar 30 1



P2.- Sólido rígido 2

Considere una estructura rígida formada por un arco de un aro de radio R y masa M , que tiene
en sus extremos dos partículas de masa m cada una (ver Figura 2). El sistema está inicialmente en
reposo, apoyado en un soporte colocado en el punto medio del arco (punto P ). Se sabe que el arco
de aro subtiende un ángulo 2α, como se ve en la figura.

a) Encuentre la distancia desde O hasta el centro de masa de la barra

b) Obtenga el tensor de inercia del sistema (barra + masas) con respecto al punto P

c) Considere que el sistema comienza a oscilar, encuentre la ecuación de movimiento para el ángulo
θ definido como el ángulo entre la línea OP y la vertical

Figura 2: Sistema masas + barra

P3.- Roce 1

Considere el sistema mostrado en la Figura 3. el cual consiste de una guía metálica ABCDE por
el cual se desplaza una argolla de masa m. La argolla está unida a un resorte de masa despreciable,
de constante elástica k y largo natural R, el cual está pivotado en un soporte fijo en el punto O. El
tramo recto AB de la guía y el semicircular BCD (de radio R) no tiene roce, sin embargo el tramo
recto DE tiene un coeficiente de roce cinético µc. En cierto momento, el sistema se deja evolucionar
libremente con la argolla ubicada inicialmente en la posición mostrada en la figura

a) Determine el valor máximo posible mmax de la masa m para que la argolla llegue al punto D

b) Calcula la máxima distancia X que alcanza la argolla, si justo al pasar por el punto D ésta se
desprende del resorte. Considere que m = 3

4mmax donde mmax es el valor encontrado en la parte
a)

c) Suponga ahora que la argolla no se desprende del resorte, pero que la masa es apenas menor
que el valor mmax encontrado en la parte a). Es decir, escriba m = (1 − ϵ)mmax con ϵ << 1.
Encuentre la distancia δX que la argolla alcanza a recorrer después de pasar por D a orden
O(ϵ)
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Figura 3: Guía metálica

P4.- Roce 2

Considere el siguiente modelo simplificado de la generación de un terremoto por convergencia
de placas (ver Figura 4). La partícula de masa m se encuentra apoyada sobre una cuña de π/4
respecto de la horizontal, a la vez que ligada a una barra vertical fija mediante un resorte horizontal
de constante elástica k y largo natural l0. Entre la partícula y la cuña existen coeficientes de roce
estático y cinético de coeficientes µe y µc, respectivamente.

a) Si la cuña se acerca muy lentamente a la barra vertical, determine el largo del resorte en el
momento en que se vence el roce estático y la partícula asciende pendiente arriba sobre la cuña
(es decir, el momento en que ocurre el terremoto)

b) Determine el desplazamiento total de la partícula hasta que se detiene nuevamente. Suponga
que en este proceso la cuña se mantiene en reposo, el resorte se mantiene horizontal (su otro
extremo asciende por la barra vertical), y la partícula no se separa de la cuña

Figura 4: Simulador de terremotos

P5.- Roce 3
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Un bote, con velocidad inicial v0, que se mueve solo en una dirección/eje disminuye su velocidad
debido a la presencia de una fuerza de rozamiento dependiente de la velocidad v

F = −beav ,

donde a, b son constantes positivas conocidas.

a) Encuentre la velocidad del bote como función del tiempo

b) Encuentre el tiempo transcurrido hasta que el bote se detiene

c) Encuentre la distancia recorrida como función del tiempo

d) ¿Cuál es la distancia recorrida hasta que el bote se detiene?

P6.- Perturbaciones 1

Una molécula diatómica se puede considerar como formada por dos masas m, conectadas por un
resorte de constante elástica k y largo natural a (ver Figura). Demuestre que si al molécula rota con
un momentum angular L⃗ y vibra al mismo tiempo, el movimiento de rotación no es uniforme, y tiene
una modulación con una frecuencia:

ω =
√

2k

m

(
1 + 6L2

kma4

)
.

Suponga que la amplitud de vibración es mucho menor que a. ¿Qué sucede si L = 0?

(a) Ejemplos moléculas diatómicas (b) Modelo simple de una molécula diatómica
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Formulario
Tensor de inercia

Para un sólido rígido con una distribución continua (no necesariamente homogénea) de masa,
su tensor de inercia (tomando como pivote/origen un punto O′) se calcula como

IO′ =
∫ 

(y′)2 + (z′)2 −x′y′ −x′z′

−y′x′ (x′)2 + (z′)2 −y′z′

−z′x′ −z′y′ (x′)2 + (y′)2

 dm′

que también se puede escribir como

I ij
O′ =

∫
(r2δij − xixj) dm , con i, j ∈ {1, 2, 3}

donde x1 = x, x2 = y, x3 = z, r2 = x2 + y2 + z2 y δij = 1 si i = j y δij = 0 si i ̸= j.
El diferencial de masa se expresa de distintas formas según si el sólido es lineal, superficial o
volumétrico

dm′ = λ dl′ , dm′ = σ dA′ , dm′ = ρ dV ′ ,

estás densidades pueden ser homogéneas o depender de la posición en el cuerpo.

Teorema Steiner

Si tenemos calculado el tensor de inercia con respecto al CM, ICM, podemos calcular el tensor
de inercia con respecto a otro pivote/origen O usando el teorema de Steiner

I ij
O = I ij

CM + Mtot
[
R2

CMδij − RCMiRjCM
]

, con i, j ∈ {1, 2, 3}

donde R⃗CM = (RCM1, RCM2, RCM3) es el vector posición que va desde O a CM.

Ecuaciones de movimiento

La relación entre el momentum angular y torque de un sólido rígido es:

dL⃗

dt
= τ⃗

donde L⃗ = IOΩ⃗ con IO el tensor de inercia medido c/r al pivote y Ω⃗ el vector velocidad
angular del cuerpo.

La segunda Ley de Newton para un sólido rígido se expresa como:

Mtot
¨⃗
R = F⃗ ext

con Mtot la masa total, R⃗ el vector posición del centro de masa y F⃗ ext =
∑

i F⃗ ext
i la suma de

las fuerzas externas actuando sobre el sólido rígido.
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Energía y Lagrangiano de un sólido rígido

La energía cinética de un sólido rígido está dada por

K = 1
2Mv⃗ 2

CM + 1
2Ω⃗ tICMΩ⃗ ,

donde v⃗CM es la velocidad del centro de masas, Ω⃗ la velocidad angular de sólido ICM el tensor
de inercia medido c/r al CM. Luego, su energía mecánica es

E = K(q̇) + U(q) ,

donde U es la energía potencial asociada a fuerzas conservativas externas actuando sobre el
sólido. Mientras que el Lagrangiano es

L = K(q̇) − U(q)

con el que se obtiene las ecuaciones de movimiento ocupando las ecuaciones de Euler-Lagrange
usuales

d
dt

(
∂L

∂q̇

)
= ∂L

∂q
.
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