Mecanica FI12001-5
Control 1: Sabado 9 de abril, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padré

P1: El sistema tubular mostrado en la figura gira alrededor de un eje vertical con una
velocidad angular de magnitud constante w. Un pequeno cilindro P de masa m se puede
mover libre de roce dentro del tubo horizontal. El cilindro estd sujeto de una cuerda
que pasa por una pequena polea y sale por la parte inferior del conjunto con velocidad
constante v. Considere que en t = 0, el cilindro P se encuentra a una distancia ry de la
polea, y que tanto la cuerda como la polea son ideales.

(a) Determine la aceleracién del cilindro en funcién del tiempo ¢.

(b) Determine la fuerza de contracto del tubo sobre el cilindro y la tension de la cuerda,
ambas cosas en funcién del tiempo t.

oy

Recuerde: La aceleracion en coordenadas cilindricas es

i=(p—pd*)p+ (pd+ 2pd)¢ + Zk.



P2: Un anillo de radio R gira con velocidad angular &, = w¢l% en torno al eje vertical z de
la figura, el cual pasa por su centro en el punto O y se intersecta con el anillo en los puntos
Ay B. La velocidad angular wy no es necesariamente constante. Otro anillo mucho més
pequeno, de masa m, desliza sin roce y en presencia de aceleracion de gravedad § = — gl%
a lo largo del anillo de radio R. La posicion del anillo pequeno esta determinada por el
angulo € que se muestra en la figura.

(a) Encuentre el valor de w, en funcién de 6 (es decir, wy(#)) de modo que 6 sea constante
en todo instante. Determine el rango para 6 en el cual esto es posible.

(b) Si se sabe que en todo instante § = \/g/R, y considerando la fuerza normal N
que ejerce el anillo de radio R sobre el anillo pequeno, encuentre su componente radial
N, =7 - N en términos de m, g y 6.

oy

=

B

Recuerde: La aceleracidén en coordenadas esféricas es

a= (¥ —r0*—rsin®0¢*)¢ + (rf 4+ 270 — rsinf cos§ ¢*)0 + —— — (r2 sin” 9¢) 9.
rsinf dt



P3: Una particula de masa m (particula 1) puede deslizar sin roce sobre la superficie de un
cilindro de radio R. Una segunda particula de igual masa (particula 2) permanece atada
a 1 mediante una cuerda ideal de largo L > wR/2. Inicialmente (¢ = 0) las particulas
estdn en reposo, con 1 en la parte més alta del cilindro (ver figura).

(a) Escriba expresiones para las fuerzas que actiian sobre ambas particulas.

(b) Obtenga la ecuacién de movimiento para el dngulo ¢ que describe la posicién de la
particula 1.

(c) Integre la ecuacién obtenida en la parte (b) para obtener ¢ en funcién de ¢. (Recuerde
que ¢p = §567).

(d) Obtenga una ecuacién que permita determinar el dngulo en el cual la particula 1 se
despega del cilindro.

t=0 £>0 ®



Solucién P1: Se nos dice que p = —v donde v = ||¥]|. Sigue que p = ry — vt. Luego,
junto con £ = 0y ¢ = w, la aceleracién es @ = —(rg — vt)w?p — 2uwe. Las fuerza total
sobre P es F = —mgl% —Tp+ N¢$ + N k. Luego, la segunda ley de newton adquiere la
forma:

—m(ry — vt)w?p — 2muwe = —mgk — Tp + N¢g5 + N, k. (1)

Igualando componentes encontramos T' = m(rg — vt)w?, Ny = —2mow y N, = myg.

Solucién P2: La aceleracion en coordenadas esféricas con ¢ = wg y r = R constantes es:

d = —R(#* + sin’ 0 w3)F + R(6 — sinf cos Qwi)é + R(20wg cos B + sin 6) .

Las fuerza total es Fio; = N¢g5 + N,7 + mg(— cos 67 + sin 6@) Luego, la segunda ley de
Newton por componentes adquiere la forma

N, = —mR(6* + sin? 0 w3) + mg cos f (2)
é—sin@cos@wi—%sinQZO. (3)

Ny = mR(20w cos 0 + sin Ouw,). (4)

Para lograr 6=0se requiere wﬁ = — 2. Insertando este resultado junto con 0= g/R

sin29).

en la ecuacién para N,, obtenemos N,.(¢) = mg(cosf —1 — 43—

Solucién P3: Las aceleraciones de 1 y 2 son: a; = Rgbgg — RQISQ,Z} y Gy = k. Se tiene
que (7/2 — )R — z = L. Luego dy = —R¢k. Las fuerzas actuando sobre 1 y 2 son
Fi = Np+mg(—cosgp+sinod) +Toy Fy = —mgk + Tk. La 2* de Newton para 1y 2:

m(Rop — R$*p) = Np + mg(— cos ¢p + sin ¢¢) + T, —mRok = —mgk + Tk.
De aqui siguen 3 ecuaciones:
mRp =mgsing + T, —mR$?* = N — mg cos é, —mRp = —mg+T.

Juntando la primera con la tercera da la ecuacién de movimiento buscada ¢ — 5% (1 +

sin ) = 0. Multiplicando por ¢ e integrando obtenemos % [%qbz — 55(¢ —cos¢)| = 0.
Luego sigue que %qf)Q — 55(¢ — cos¢) = C donde C es una constante de integracién.
Imponiendo condiciones iniciales encontramos C' lo que arroja ¢? = Z(1+ ¢ — cos ).
Usando la ecuacién para N finalmente obtenemos N(¢) = mg(2cos ¢ — 1 — ¢). Luego, la

ecuacion que determina el dngulo en que se despega 1 es: 2cos¢p — 1 — ¢ = 0.



Mecanica FI12001-5
Control 2: Sabado 11 de junio, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padré

P1: Un bloque de masa 5m/2 sostiene, a través de una rétula, un péndulo compuesto por
dos masas idénticas m adosadas a una varilla sin masa de largo L. El bloque descansa
sobre una superficie rugosa sin moverse, y el péndulo es tal que las masas permanecen a
distancias L/2 y L del bloque (ver figura). El coeficiente de roce estético entre el bloque y
la superficie rugosa es .. En ¢t = 0 el péndulo se suelta desde una posiciéon completamente

horizontal (¢ = 7/2) y en reposo (¢ = 0).

(a) Obtenga una expresion para el momento total del péndulo con respecto a la rétula.
(b) Obtenga una expresién para el torque total actuando sobre el péndulo con respecto
a la rétula.

(c) A partir de los resultados encontrados en (a) y (b), determine la ecuacién de movimiento
del péndulo, y obtenga una expresién para ¢ en funcién de ¢.

(d) Obtenga expresiones para la aceleracién del centro de masas del péndulo y la fuerza
total actuando sobre el péndulo.

(e) A partir de los resultados de la parte (¢) y (d), obtenga una expresién para la fuerza
que el bloque ejerce sobre el péndulo en funcién de ¢. Exprese su resultado en términos
de la base (z,7) de la figura.

(f) Determine el valor que debe tener p. si se sabe que el bloque comienza a deslizar
cuando ¢ = 7 /4.

5 7

Nagl
>
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P2: Considere el sistema mostrado en la figura, el cual consiste de una guia metélica
ABCDE por la cual se desplaza una argolla de masa m. La argolla estd unida a un re-
sorte de masa despreciable, de constante elastica k y largo natural R, el cual esta pivotado
en un soporte fijo en el punto O. El tramo recto AB de la guia y el semicircular BC'D
(de radio R) no tienen roce, sin embargo el tramo recto DE tiene un coeficiente de roce
cinético p.. En cierto instante el sistema se deja evolucionar libremente con la argolla
ubicada inicialmente en la posiciéon mostrada en la figura.

(a) Determine el méximo valor posible mp,.x de la masa m para que la argolla llegue al
punto D.

(b) Calcule la maxima distancia X que alcanza la argolla, si justo al pasar por el punto
D ésta se desprende del resorte. Considere que m = i—immax, donde m.. es el valor
encontrado en la parte (a).

(c) Suponga ahora que la argolla no se desprende del resorte, pero que la masa es apenas
menor que el valor my,., encontrado en la parte (a). Es decir, escriba m = (1 — €)mpax
con € < 1. Encuentre la distancia 6 X que la argolla alcanza a recorrer después de pasar

por D a orden O(e).

Hc X




P3: El bloque 1 de la figura tiene masa m, permanece conectado a la pared O medi-
ante un resorte (k, D) y puede deslizar sin roce sobre una superficie horizontal de largo
L. El bloque 1 sostiene a un segundo bloque (2) de masa m que cuelga verticalmente
mediante una cuerda ideal inextensible de largo L que pasa por la polea P. El segundo
bloque sostiene a un tercer bloque (3) de masa 2m mediante un resorte (k, D). Use la
coordenada y para designar la distancia de 1 desde O y la coordenada x para designar la
distancia de 3 desde P (ver figura).

(a) Escriba la segunda ley de Newton para cada bloque.

(b) Obtenga expresiones para las posiciones de equilibrio estable e, € Yeq €n términos de
los datos del problema.

(c) Defina x = xeq + 02 € y = yoq + 0y y obtenga las ecuaciones de movimiento acopladas
para dz y dy. Identifique la matriz de frecuencias 2? y determine las frecuencias de os-
cilacién de los modos normales.

(d) Deduzca los modos normales de oscilacién correspondiente a cada frecuencia obtenida
en la parte anterior. Haga un bosquejo que describa los modos.

k.D fL

TR 1 P
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g oD
L
3| 2m

Indicacién: Para la parte (d) no es necesario que normalice los vectores propios de 2.
Puede usar la aproximacién v/5 ~ 2.2.



§01u_’cién P1: (a, 1pt) L = m&p x %?(ﬁ +mLp x Logp = gmL%lAﬂ. (b, 1pt) 7 =
0 x Fyp + £p x (mg) + Lp x (mg), donde Fi, es la fuerza del bloque sobre el péndulo Us-

ando § = g(cos qbp— sin ¢¢) obtenemos 7 = ——mgL sin ¢k (c, 1pt) Igualando dL/dt =7
obtenemos qﬁ —i— 4sin¢ = 0. Integrando 2¢2 —:%cosgp = C. Impomendo condiciones
iniciales C' = 0, y por lo tanto ¢? = 24 cos ¢. (d 1pt) Fom = 5=(mEp+mLp) = 3Lp.

Luego: doyv = iLgbqﬁ 3Lngp Por otro lado, Ftot = Fbp + 2mg (e, 1pt) La segunda
ley de Newton implica 2m( L¢¢ 3L¢2 h) = Fbp + 2mg. Usando las expresiones para qb
y ¢ encontradas: [y, = —gmg(sm ¢¢ + 2cos ¢p) — 2mg Expresando en términos de ¢ y

I se encuentra ﬁbp = —2myg [sin gzﬁcos 7 — cos ¢*g] + mgy (f lpt) La aceleracién del
bloque es 0, luego: Fi.z + Ny — —mgy + F pb = 0, donde F Fbp es la fuerza que el
péndulo ejerce sobre el bloque. Reemplazando F pb Obtenemos ﬂe = —%mg sin ¢ cos ¢ y

N = %mg cos ¢? + %mg. El bloque se mueve cuando ¢ = 7/4. En este caso |Fre| = pelN.
Reemplazando: . = 1/2.

Solucién P2: (a, 2pts) By = g(\/ [(V3R)?+ R’ — R)? = tR* y Ep = Imo} +

E(R — R)?> + mg(2R) = imv} + 2mgR. La energfa se conserva Ep = Ejyy;, luego

vp = 1/%]%2 —4gR. Usando vp = 0 sigue mya.x = %R. (b, 2pts) En el tramo DA ten-
emos Fy. = Zp10||N||. Dado que la argolla se separa del resorte: N = mgg y Fie = Zptemg.
Usando dr’ = zdx sigue Wye = fO_X drpu.mg = —pu.mgX. Luego, de Er — E4 = Wne
obtenemos 2mgR — £ R* = —ji,mgX, de donde X = 2R/3p.. (c, 2pts) Si la argolla sigue
pegada al resorte tenemos Fj, = —k(vz2 + R2 — R)(z& + jo)/\/m Luego N =
[mg + kR(1 — R/vV2? + R?)] §. Dado que z es pequetio N ~ [mg + } §. Luego Fr, =

Tfhe [mg + —] y Wxe = fo dx i [mg + —} — e [mg(SX + 3 k. (5X3] ~ —pemgoX.
Usando Eg, — E4 = Wic obtenemos 2mgR + (V[0X2 + R? — R)? %RQ = —pumgoX.
Usando /[0 X2+ R}~ Rym=(1—¢) 4gR obtenemos 0X ~ 26R/,uc.

Solucién P3: (a, 1.5pts) Tenemos mij = —k(y—D)+T, mis = —T+mg+k(x—x93—D)
y 2mi = 2mg — k(x — z9 — D), donde z5 es la distancia del bloque 2 a P. Dado que 1y 2
estan conectados por una cuerda de largo L, se tiene x5 = y. Luego, las ecuaciones para
2y 3son: mij=-T+mg+k(x—y— D)y 2mi=2mg— k(x —y— D). (b, 1.5pts)
Eliminando 7" obtenemos: 2mg = —2ky + mg + kz. Los puntos de equilibrio requieren
Z = ¢ = 0. Se encuentra z., = 2D + bmg/k e yeq = D+ 3mg/k. (c, 1.5pts) Usando
T = Teq + 0T € Y = Yoq + 0y sigue (53:+ k 50T — 3 6y:O, 5"y—i5x+£5y:0. Luego
QP?== (_11//22 _11/2>. Los valores propios son wf = 1(3—V5)£ yw? = 1(3+v5)£. (d,
1.5pts) Los vectores propios son & o (1(v/5—1),1) y & o (3(1++/5), —1). Aproximando
€1 x (0.6,1) y & o (1.6, —1). Estos vectores definen direcciones que se pueden bosquejar.



Mecanica FI12001-5
Control 3: Sabado 25 de junio, 2022
Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padré
Ayudantes: Sebastian Vargas y Antonia Villegas

P1: Un cono hueco de radio R y altura R, tiene un orificio pequeno en su extremo superior
por el cual pasa una cuerda inextensible de largo R. Los extremos de la cuerda sostienen
dos masas idénticas m, una de las cuales permanece unida a la base del cono mediante un
resorte &k de largo natural D = 72(1 — \%), mientras que la otra desliza sin roce sobre la
superficie del cono. Utilice la coordenada r para denotar la distancia de la segunda masa
a la punta del cono, y ¢ para denotar el angulo entre la proyeccion de la cuerda sobre la

base y un eje fijo (ver figura). En ¢t = 0 se tienen r = ro, 7 = 0, ¢ = 0, ¢ = wp.

gl

(a) 2pts. Determine el Lagrangiano del sistema para las variables r y ¢.

(b) 1pt. Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange.

(c) 1pt. Integre la ecuacién para el dngulo ¢ y utilice su resultado para obtener una
ecuacién de movimiento exclusivamente en términos de r.

(d) 1pt. Determine el valor que debe tener la velocidad angular wy para que r se mantenga
constante (r = rg).

(e) 1pt. Para el valor wy encontrado en la parte (d), obtenga la ecuacién de pequenas
oscilaciones para 0r = r — rg. Determine la frecuencia de pequenas oscilaciones.

Indicacion: Le puede ser 1til recordar que la velocidad de una particula en coordenadas

esféricas vienen dadas por:
U =177+ r00 + r¢sinfp.



P2: La figura muestra un disco horizontal que gira en torno a su eje de simetria con
velocidad angular 0 = Qok’. A una distancia R del centro O del disco hay un pivote O’
que sostiene un péndulo de masa m y largo L (ver figura). El dngulo ¢ denota el angulo
entre la cuerda del péndulo y la recta que pasa por OQO’. Note que los vectores 7' y 7 de
la figura satisfacen @ = Qpf v 7 = —Qo?’.

(a) 2.5pts. Determine expresiones para cada fuerza no-inercial que participa en la se-
gunda ley de Newton valida en el sistema de referencia solidario a la pared.

(b) 2.5pts. Encuentre la ecuacién de movimiento para el dngulo ¢. Determine la fre-
cuencia de pequenas oscilaciones.

(c) 1pt. Suponga que en t = 0 se cumple ¢ = ¢g vy ¢ = 0. Encuentre una expresién para
la tension de la cuerda en funcién de ¢.

Indicacion 1: Recuerde que la segunda ley de Newton en un sistema no inercial adquiere
la forma: ) )
ma'=F —mR—mQx (Qx7)=2mQxv" —mQ x 7'

Indicacion 2: La posicion, velocidad y aceleracién en coordenadas polares son:

F=ph,  T=pp+pdd,  d=(p—pd®)p+ (260 + pd)o.



P3: El sélido de la figura consiste en un disco delgado de radio R y masa M /2 atravesado
por una varilla de largo 3R y masa M/2. El disco rueda sin resbalar sobre una superficie
horizontal plana y los extremos de la varilla estan unidos a una pared paralela mediante
dos resortes idénticos de constante elastica k y largo natural D > R. Los resortes siempre
permanecen horizontales (ver figura). Escriba la posicién del centro de masas del sélido
con respecto al origen O como 7cy = (D +92)i, donde dz es el desplazamiento horizontal
del centro de masas con respecto al punto de equilibrio del sistema.

—

gl

(a) 1pt. Encuentre la matriz de inercia del sélido con respecto a su centro de masas.
Procure que la orientacién del eje k' del sistema solidario al sélido coincida con el eje k
de la figura.

(b) 1.5pts. Determine una expresiéon para el momento angular ECM del solido con re-
specto a su centro de masas en términos de d1.

(c) 2pts. Determine el torque total 7oy que actiia sobre el sélido con respecto a su centro
de masas. Junto con el resultado de la parte (b), obtenga una relacion entre la fuerza de
roce que el suelo ejerce sobre el sélido y la aceleracién 0.

(d) 1.5pts. Obtenga la ecuacién de movimiento del desplazamiento horizontal dz. Iden-
tifique la frecuencia de oscilaciones del sistema.

Indicacion: Las matrices de inercia de un disco R, m con respecto a su centro de masas
y una varilla L, m con respecto a su centro de masas son:

) 100 ) 100
I =gmB* | 010 ), I&"™ =5ml* | 010
002 000



Solucién P1: (a) sinf = 1/v/2. La altura de la masa en el interior es z = r. Luego

K =imr? +im(i* + %7“2452) = mr? + imngz'SQ y U = Lk(r — D)*+mgr+mg(R — \/Lir) =

1kr?+constantes (donde se usé el valor de D). Luego L = m#? + 1mr2¢? — Lkr?+const.
(b) Las ecs de EL son 2m7'“' —imr¢? + kr =0 y L(Lmr?g) = 0. (c) r?¢ es constante.
Usando CI tenemos ¢ = 1117’64;0;0 +5ir =0. (d)

Para que r = r( se debe Cumphr 7 = 0, de donde wy = /2k/m. (e) Fijando wy = /2k/m
y escribiendo r = ro + r la parte (c) se reduce a: 67 + 267 = 0, de donde w = \/2k/m.

Solucién P2: (a) R = —RQ%Z Las fuerzas NI son: —mR = mROZ(cos ¢p — sin o),
Fooner = m)2 Lp, FCor = 2mLQo¢p, y Fay = 0. (b) La posmlon demc/raQ esr’ = Lp.
Luego: 7' = Lod v @ (¢¢ $%p). Ademés F = —mgk+ Nk — Tp. Juntando todo en
la segunda ley: mL(gzﬁgzﬁ #p ) = —mgk + Nk —Tp +mRQ2(cos ¢p — sin ¢¢) +mQ2Lp +
2mLQbp. La componente ¢ entrega: ¢ + BOZsing = 0. Luego: wy = /R/LQ. (c)
Integrando: ¢? = 2RQQ(COS ¢o — COS P). Luego. T = mQ3L + mRO2(2cos pg — cos @) +

QMLQO\/Q%Q%(COS o — cos @). El signo + es para ¢ > 0y el — para ¢ < 0.

Solucién P3: (a) Usando la indicacién con m = M/2 y L = 3R, y sumando ambas
matrices: [g'® = TMR*Diag(2,2,1). (b) La velocidad angular es Q= ——k Luego
Lom = [0 = —1MRdik. (c) Los torques c/r al CM son 7%y, = 0, 7y = (2Rk) x
(—bad) 4 (~ SRR x (ki) = 0, 72y = (~Ri)x (N) = 0, 7 = (— Rj) X (Fui) = REwh.
Usando Loy = 7o se encuentra Fl, = 1M(55é (d) Las fuerza son ﬁ = —Mygj, fk =
—2koxi, N = Njy F.= F.. A partir de Mdcy = F*t ge obtiene M&i + 2kdx =
Con (d), vemos que: 0% + $+26z = 0. Luego w = /8k/5M.



Mecanica F12001-5
Ejercicio 1: Jueves 24 de marzo, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padré

Un punto P se mueve en una trayectoria que, descrita en coordenadas cilindricas, satisface z(t) = p(t), dz = Rd¢
y ¢ = wot. Se trata de una trayectoria apoyada en una superficie cénica, como lo indica la figura. Para t = 0 se
cumple z = 0.

(a) Encuentre la velocidad de P en coordenadas esféricas para un tlcmpo cualquiera. Es decir, encuentre expre-
siones para las componentes vy, vy ¥ vg del vector ¥ = v, 7 + v¢¢ + vgf en términos de R V wo.

(b) Obtenga la velocidad angular de P con respecto al origen en coordenadas esféricas en términos de wy.

Recuerde: La velocidad en coordenadas esféricas viene dada por ¥ = 7 + rsin 9(;5(% + 766. Ademés, la velocidad
angular es @ = 7 x ¥/||7]|2.

Solucién: Del enunciado se deduce (imponiendo condiciones iniciales) que z(t) = Rwot. Por geometria se tiene
que 7 = /p? + 22. Luego r(t) = v/2Rwot. Notemos que 6 = 7/4, por lo que § = 0. Entonces, usando la ayuda,
tenemos:

1 .
¢ = V2Rwor + 5\/§Rw§tq§, (1)
donde usamos sin(mw/4) = 1/2. Realizando el producto cruz, finalmente obtenemos
G = #(\/iRw t7) x (V2Rwof + lﬁRthé) — L (2)
2 R2w2H2 0 R 0 207



Mecanica FI12001-5
Ejercicio 4: Martes 3 de mayo, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padré

En el sistema de la figura, la barra rota en torno a la rétula O con aceleracién angular constante o = 2g/R,
habiendo iniciado su movimiento desde la posicién 8 = 0, con 6 = 0. Una particula de masa m descansa sobre
la barra a una distancia R de O. Determine el minimo coeficiente de roce estatico p. que debe existir entre la
particula y la barra para que la particula no deslice en el intervalo 0 < 6 < 7.

Le

Recuerde: La posicion, velocidad y aceleracién en coordenadas polares vienen dadas por:

F=pp,  U=pptpdd,  d@=(p—pd®)p+ (pp +260)d + k. (1)

Solucién: Se nos dice que la aceleracién angular es @ = 2g/R. Luego se tiene que 6 = 29t/Ry 6 = gt?/R. Por lo

tanto la aceleracién viene dada por

49°t?
R

La fuerza total sobre la masa es F = —mg(cos 66 + sin 0p) + NG — Fiep. De la segunda ley de Newton sigue que

a=- p+ 290 (2)

2,2
t p+2mgh = —mg(cos 06 + sin0p) + NO — Frop (3)

—m

. A 40242
Igualando componentes obtenemos las incognitas F,. = m gRt

Fre < peN. Luego (usando 6 = gt?/R) se tiene que

—mgsinf, y N = mg(2 + cosf). Recordemos que

40 — sin 6 < p, (2 + cos ) (4)

La particula deslizara cuando se satisfaga la igualdad. De este modo, el minimo . se obtiene reemplazando 0 = 7
e imponiendo la igualdad obtenemos: p. = 4.



Mecanica FI12001-5
Ejercicio 5: Martes 14 de junio, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padrd
Un casquete semi-esférico de radio R tiene un orificio pequeno en su parte superior. Por él, pasa una cuerda ideal
inextensible de largo mR/2 con dos masas idénticas m en sus extremos. Una de las masas cuelga verticalmente

desde el orificio, mientras que la otra siempre permanece en contacto con la superficie del casquete (ver figura).
Inicialmente, la masa sobre el casquete es tal que § = /4, 6 =0, ¢ =0, ¢ = wp.

gl

(a) Obtenga una expresién para el Lagrangiano del sistema en funcién de las coordenadas esféricas 6 y ¢ que
denotan la posicién de la masa sobre el casquete.

(b) Derive las ecuaciones de Eiiler-Lagrange asociadas a 6 y ¢.

(c) Note que ¢ es una coordenada ciclica (el Lagrangiano depende de é pero no dg ¢). Esto implica que £y = 0L/ D¢
es una constante de movimiento. Use esto para determinar una expresién para ¢ en funcion de 6.

(e) Use el resultado de la parte (c) para eliminar (b de la ecuacién de Eiler-Lagrange asociada a 6. A partir de
este resultado, determine el valor de wy para que la trayectoria alrededor del casquete sea circular (con 6 = 7/4).

Recuerde: La posicién y velocidad en coordenadas esféricas vienen dadas por:

7 =rr, T =77 + rsin0¢d + r60. (1)

Solucién: (a) Debido a la cuerda, la altura de la masa que cuelga (con respecto al orificio) es R(6 — 7/2)
(también se puede considerar la altura con respecto al origen de la esfera). Luego, el Lagrangiano del sistema es
L =mR2%0% + %mR2 sin? 0¢? + mgR6 + mgR cos f+constantes. (b) Las ecuaciones de E-L son

i ‘5 2 . _ _ i ECSAN
20 — sin @ cos 8¢“ + R(Sln6‘ 1) =0, 7 (Sln 9¢) = 0. (2)

(c) Ly = mR?sin? 0 = imR%wy. Esto implica que b= 5z (d) Insertando el resultado anterior en la ecuacién

de E-L para 6 obtenemos:
2
wiecosl g .
-+ = 0—1)=0. 3
8sin® 0 * 2R (sin ) ®)

El movimiento circular corresponde a 6 = 0. Luego wy = \/2—13(1 —1/Vv2).



Mecanica FI12001-5
Ejercicio 6: Jueves 23 de junio, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padré
La figura muestra un tren que se desplaza hacia la derecha con aceleraciéon constante ag. Desde un pivote O’ en

el techo de uno de los vagones, pende un péndulo de masa m y largo L. Encuentre la ecuaciéon de movimiento del
angulo ¢ del péndulo, y determine el angulo ¢, para la configuracién de equilibrio estable.

gl
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Indicacion 1: Recuerde que la segunda ley de Newton en un sistema no inercial adquiere la forma:
ma'=F —mR-—mQx (Qx7")—2mQx 7 —mQ x 7.
Indicacion 2: La posicion, velocidad y aceleracién en coordenadas polares son:

F=pp,  T=pp+pdo, = (p—pd*)p+ (260 + pd)o.

Solucién: Se tiene que R= apZ, donde  apunta hacia la derecha. Con O=01la segunda Ley de Newton adquiere
la forma ma’ = F — magi. Usando @' = —L¢2p + Lop, F = mg(cos dp — singd) — Tp y & = cos ¢ + sin ¢p la
segunda ley de Newton queda como:

m(—Ld?p + Lod) = mg(cos ¢p — sin ¢p) — Tp — mag(cos ¢ + sin ¢p). (1)

La componente ¢ entrega la ecuacién b+ %(g sin ¢ + agcos @) = 0. El dngulo de equilibrio corresponde al caso
¢ =0, el cual da ¢. = —arctan(ap/g).



Mecanica FI12001-5
Examen: Jueves 14 de julio, 2022
Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padré
Ayudantes: Sebastian Vargas y Antonia Villegas

P1: Desde un péndulo de masa m y largo L se sujeta otro péndulo exactamente igual de
modo que ambos pueden oscilar libremente en el plano vertical (ver figura). Las oscila-
ciones del sistema se describen respecto a los angulos 8 y 65 que cada péndulo forma con
la vertical (ver figura).

(a) 2pts. Encuentre el Lagrangiano del sistema en funcién de las coordenadas 0y y 6o, y
velocidades 91 y 92.

(b) 2pts. Determine las ecuaciones de Euler-Lagrange para ambos angulos.

(c) 1pt. Deduzca las ecuaciones lineales acopladas para 6; y 6, vélidas en el régimen de
pequenas oscilaciones en torno a la configuracién de equilibrio estable 6; = 65 = 0.

(d) 1pt. Determine las frecuencias propias del sistema.

-----g-----
\V}
h



P2: Considere un péndulo formado por una barra rigida de masa despreciable y largo L,
la cual tiene adheridas dos masas m; y ms ubicadas en el extremo y en la mitad de la
barra respectivamente (ver figura).

(a) 1.5pts. Determine el tensor de inercia respecto al extremo superior O’ del péndulo
(figura derecha).

(b) 1pt. Determine el momento angular del péndulo respecto del extremo superior del
péndulo si éste rota con una velocidad angular ¢ en 2.

(c) 2pts. Calcule el torque total sobre el péndulo con respecto al extremo superior. A
partir de este resultado, obtenga la ecuacién de movimiento para el angulo ¢ y determine

la frecuencia para pequenas oscilaciones

(d) 1.5pts. Determine el Lagrangiano del sistema y compruebe a partir de éste su
resultado de la parte (c).




P3: Un soélido rigido consiste en la mitad de un disco delgado de radio R y densidad
uniforme o (ver figura).

(a) 1pts. Determine una relacién entre o y la masa total M del sélido.

(b) 1pts. Determine la posicién del centro de masas foy = 57 [ dm 7 del sélido con
respecto al origen O’ (figura izquierda). Exprese su resultado con respecto el sistema de
referencia solidario al sélido mostrado en la figura.

(c) 1.5pts. Determine el momento de inercia del sélido respecto a un eje perpendicular al
disco que pasa por Q' (componente zz de la matriz de inercia /). Exprese su resultado
en funcién de la masa total M del disco y R.

(d) 1pt. A partir del resultado anterior, obtenga el momento de inercia del sélido respecto
a un eje perpendicular al disco que pasa por CM (componente zz de la matriz de inercia
ICM)-

(e) 1.5pts. Si el sdlido rueda sin resbalar sobre un plano horizontal, encuentre la energia
mecanica total como funcién de ¢ y ¢ (ver figura derecha).

Indicacion: Recuerde que para superficies se tiene dm = odA donde o es la densidad
superficial y dA es el infinitésimo de area. En coordenadas polares se tiene dA = rdrd#.



Formulas utiles:

La matriz de inercia es con respecto a un punto O solidario al sélido constituido por N

particulas:
N
IO’ = Zmz (H 7:’7;/ HQ]I o Fi/Fi/t) )
i=1

En el caso de un sélido continuo:

JO,E/dm(||f'||2]1—f'f't).

El teorema de Steiner es:

-1t

T = Ien + My, [y |7t 12T — féMrCM} .

Recuerde que EO = EgM + ECM, donde

L(’) = MTCM X VCM, LCM = ICMQ

Ademas la energia cinética es:

1 1o, =
K = S Mgy + 59 Toudl

Si O = P es un punto fijo del sélido:
Lp = IpQ,

y la energia cinética es:

1o, =
K == §QtIPQ

(1)

(7)

La ecuacion de Euler-Lagrange para la coordenada generalizada x; a partir del Lagrangiano

L=K-U:

d (9L _(oL\ _,

(8)



Solucién P1: (a) Las posiciones son: 7 = Lsin6yi — Lecosby] y 7 = (sinf; +

sinfy)i — L(cos 0y + cosfs)]. Luego, las velocidades son v = L6, cosHli+ L 0y sinb;) v
Uy = L(91 cos 01 + 65 cos 0)1+ L(@l sin 0, + 0 sin 0)j. Ademas K = imvl + 2m1}2 . Luego
K =mL*? + %mlﬂﬁg + mL?cos(0; — 02)016,. Ademés U = —2mgL cos 61 + mgL cos 0.
Luego L = K — U. (b) Las ecuaciones de E-L son: 26 + cos(fy — 62)0> + sin(61 —
92)92 +22sin0; =0, y 0y + cos(@l - 92)91 — sm(@l — 92)02 Zsinf, = 0. (c) Usando
<1y 92 < 1 obtenemos 26, + 6, + 2260, =0y Oy + 6, + 992 = 0. (d) Combinando:

2 ) de donde:

01 + 2461 — £0, = 0,y 6 — 2461 + 246, = 0. Sigue que O = %(—2 1

—(2-V2)§ yud = 2+ VD)L,

Solucién P2: (a) Usando la férmula de la matriz de inercia es directo encontrar:

, /100 100 . 100
lo=my= 000 | +mL? (000 | = (fﬂnl) 2{ooo]. (9)
001 001 001

—

(b) El momento angular del péndulo ¢/r al punto fijo @ = O es Lo = Io(¢2) =
(22 +my) L2¢Z. (c) Eltorquec/ra O es 7o = £pximag+Lpxiig = —gL ("2 4+ my) sin 2.

4mq+2mo <4m1 +2mo

4dm1+mo L

(d)L=K-U= §(gz52) Io/(p2)+Lyg (Z2 +my) cosd =1 (22 +my) L2+ Ly (2 + my) cos ¢.
De la ecuacién de E-L es directo recobrar (c).

4mi+ma

Usando —Lo = To encontramos gb+ ( ) sin ¢ = 0. Sigue que w? = <

Solucién P3: (a) M = [dm = [*" [{Tordrdd = 0 x 7 x L1R? = lnoR% (b) fom =
= 2 [ or(rRdrdd = & [77 [ or?(cos 03’ + sin 0 )drdd = L2 x (—2) x 1R®. Luego
Fom = —3=RY. (¢) La matriz de inercia del sélido ¢/r a O’ es:

y* 4 22 —:L'y —xz
Io = / / —xy 2?2+ 22 —yz | rdrdd. (10)

Tz —yz x2—|—y2

Usando x = rcosf, y = sinfl y z = 0 la componente zz es I3 = f:ﬂ fOR orddrdd =

TMR?. (d) Usando Steiner: Icy = lor — M(||Fem|’T — Foméy). Usando parte (b)
I&1 = s MR> — M||fou|” = (5 — 55) M R?. (e) Fijemos el origen O en el punto donde el
solido esta en contacto con el suelo cuando 6 = 0. Luego, la posicién del CM c/ra O es
Tom = —RoT + Ry + 5 . 3-Rtp. Entonces voy = —ROT + 5 R¢¢ Luego, K = s M(—R¢z +

LR ¢P)2+118,0° = 1M(——— cos ¢)R2$*. Ademads U mgrom-y = ng(l—— cos ).



