
Mecánica FI2001-5

Control: Miércoles 8 de julio, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

Instrucciones: Escriba su nombre y RUT en todas las hojas que entregue. ESTE CONTROL ES INDI-

VIDUAL. No comente con otras personas los temas o contenidos del control. Ud. no debe recibir ayuda.

Ud. no debe otorgar ayuda. Puede consultar la literatura según lo considere pertinente. Esto incluye sus

apuntes personales y los apuntes de clase, pero NO incluye apuntes de otras personas. Escriba en su hoja

de soluciones la literatura consultada (libros, apuntes propios, problemas resueltos, páginas de internet,

etc.). Las respuestas a las preguntas deben ser manuscritas de su propio puño y letra. Escriba claramente:

no habrá evaluación si la caligraf́ıa no se entiende. No se aceptarán respuestas escritas en un computador.

Sobre este control: A continuación se enuncian 2 problemas que repasan distintos as-

pectos de la materia cubierta. Cada uno de ellos puede ser resuelto de distintas maneras.

Usted es libre de escoger el método para enfrentar cada problema. Desarrolle cada prob-

lema con el mayor detalle posible, sin saltarse pasos, y justificando claramente cada paso.

Si en un problema dado usted no puede avanzar con un cálculo espećıfico, se sugiere que

explique cómo proceder, aún sin contar con expresiones anaĺıticas concretas.

P1 - Dinámica: Considere una masa m unida a un bloque de masa M a través de una

varilla ŕıgida de largo L y masa despreciable. La varilla puede girar libremente en torno a

una bisagra sobre el bloque. El bloque descansa, sin moverse, sobre un plano inclinado en

un ángulo α (ver figura). Entre el plano y el bloque existe una fuerza de roce estática con

coeficiente de roce µe. Inicialmente, la varilla se encuentra en la posición vertical (φ = 0),

en reposo (φ̇ = 0), y un pequeño impulso hace que comience a moverse hacia la derecha.

Asuma que el bloque M permanece en reposo durante todo el tiempo.

↵
<latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit>

µe

<latexit sha1_base64="X+sB/NyWswGB/foSz+ac/UhQ0Cw=">AAAB8nicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKoN6CXjxGMA/YXcLspJMMmccyMyuEJZ/hxYMiXv0ab/6Nk2QPmljQUFR1092VpJwZ6/vfXmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61jco0hRZVXOluQgxwJqFlmeXQTTUQkXDoJOO7md95Am2Yko92kkIsyFCyAaPEOimMRNbLIy0wTHvVml/358CrJChIDRVo9qpfUV/RTIC0lBNjwsBPbZwTbRnlMK1EmYGU0DEZQuioJAJMnM9PnuIzp/TxQGlX0uK5+nsiJ8KYiUhcpyB2ZJa9mfifF2Z2cB3nTKaZBUkXiwYZx1bh2f+4zzRQyyeOEKqZuxXTEdGEWpdSxYUQLL+8StoX9eCyfvNwWWvcFnGU0Qk6RecoQFeoge5RE7UQRQo9o1f05lnvxXv3PhatJa+YOUZ/4H3+AEzXkUk=</latexit>

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

L

<latexit sha1_base64="pj7Vh9GyVkna0pxsEqh7tiQpBAs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHZBGwuLBMwHJEfY28wla/b2jt09IYT8AhsLRWz9SXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRrczv/WESvNYPphxgn5EB5KHnFFjpfp9r1hyy+4cZJV4GSlBhlqv+NXtxyyNUBomqNYdz02MP6HKcCZwWuimGhPKRnSAHUsljVD7k/mhU3JmlT4JY2VLGjJXf09MaKT1OApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8MqfcJmkBiVbLApTQUxMZl+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw2BRuCt/zyKmlelL1K+bpeKVVvsjjycAKncA4eXEIV7qAGDWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaM052cwx/IHz+QOnaYzc</latexit>

ı̂
<latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit>

|̂
<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

Encuentre expresiones para los módulos de la fuerza normal ~N y la fuerza de roce estática
~Fe, que el plano ejerce sobre el bloque, en términos φ y los parámetros m, M , g y α.

1



P2 - Pequeñas oscilaciones: Considere un péndulo de largo ` y masa m que pende

de otro péndulo idéntico, de igual largo e igual masa (ver figura). La masa del péndulo

superior tiene una carga positiva q. Aparte del campo gravitacional, en este sistema existe

un campo eléctrico ~E = E0̂ donde E0 es una constante positiva. Dicho campo ejerce una

fuerza ~Fq = q ~E sobre la carga.

c

`

<latexit sha1_base64="wHmIV61ugEdEZp+IqBsURq4b+xA=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aCIV/+QN/+NSZuDtj4YeLw3w8y8IBbcWNf9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCobaJEM2yxSES6G1CDgitsWW4FdmONVAYCO8HkLvc7T6gNj9SjncboSzpSPOSM2lzqoxCDas2tu3OQVeIVpAYFmoPqV38YsUSiskxQY3qeG1s/pdpyJnBW6ScGY8omdIS9jCoq0fjp/NYZOcuUIQkjnZWyZK7+nkipNGYqg6xTUjs2y14u/uf1Ehte+ylXcWJRscWiMBHERiR/nAy5RmbFNCOUaZ7dStiYaspsFk8lC8FbfnmVtC/q3mX95uGy1rgt4ijDCZzCOXhwBQ24hya0gMEYnuEV3hzpvDjvzseiteQUM8fwB87nDxFGjkc=</latexit>

`

<latexit sha1_base64="wHmIV61ugEdEZp+IqBsURq4b+xA=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsJ+3S3U3Y3Qgl9C948aCIV/+QN/+NSZuDtj4YeLw3w8y8IBbcWNf9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCobaJEM2yxSES6G1CDgitsWW4FdmONVAYCO8HkLvc7T6gNj9SjncboSzpSPOSM2lzqoxCDas2tu3OQVeIVpAYFmoPqV38YsUSiskxQY3qeG1s/pdpyJnBW6ScGY8omdIS9jCoq0fjp/NYZOcuUIQkjnZWyZK7+nkipNGYqg6xTUjs2y14u/uf1Ehte+ylXcWJRscWiMBHERiR/nAy5RmbFNCOUaZ7dStiYaspsFk8lC8FbfnmVtC/q3mX95uGy1rgt4ijDCZzCOXhwBQ24hya0gMEYnuEV3hzpvDjvzseiteQUM8fwB87nDxFGjkc=</latexit>

�1

<latexit sha1_base64="yTRIdLK+JMd0M9YftAHalu7Wny8=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisYD+gXUo2zbax2WRJskJZ+h+8eFDEq//Hm//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirVlDWpEkp3QmKY4JI1LbeCdRLNSBwK1g7HtzO//cS04Uo+2EnCgpgMJY84JdZJrV4y4n2/X654VW8OvEr8nFQgR6Nf/uoNFE1jJi0VxJiu7yU2yIi2nAo2LfVSwxJCx2TIuo5KEjMTZPNrp/jMKQMcKe1KWjxXf09kJDZmEoeuMyZ2ZJa9mfif101tdBVkXCapZZIuFkWpwFbh2et4wDWjVkwcIVRzdyumI6IJtS6gkgvBX355lbQuqn6ten1fq9Rv8jiKcAKncA4+XEId7qABTaDwCM/wCm9IoRf0jj4WrQWUzxzDH6DPHz8mju8=</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="CrWya9e+ajsdelyvrLxrXLh/MX0=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8ld1SUG9FLx4r2A9ol5JNs21sNlmSrFCW/gcvHhTx6v/x5r8xbfegrQ8GHu/NMDMvTAQ31vO+0dr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuGZVqyppUCaU7ITFMcMmallvBOolmJA4Fa4fj25nffmLacCUf7CRhQUyGkkecEuukVi8Z8X61Xyp7FW8OvEr8nJQhR6Nf+uoNFE1jJi0VxJiu7yU2yIi2nAo2LfZSwxJCx2TIuo5KEjMTZPNrp/jcKQMcKe1KWjxXf09kJDZmEoeuMyZ2ZJa9mfif101tdBVkXCapZZIuFkWpwFbh2et4wDWjVkwcIVRzdyumI6IJtS6gogvBX355lbSqFb9Wub6vles3eRwFOIUzuAAfLqEOd9CAJlB4hGd4hTek0At6Rx+L1jWUz5zAH6DPH0CqjvA=</latexit>

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

m

<latexit sha1_base64="Y/m7QO0Q9B60/d96H5fRVtLZZ5Q=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto5TxbDFYhGrbkA1Ci6xZbgR2E0U0igQ2Akmd3O/84RK81g+mGmCfkRHkoecUWOlZjQoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX1atXbZq1Sr+VxFOEMzuESPLiGOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MH1TeM7w==</latexit>

m, q

<latexit sha1_base64="mjQm7rdSu3ag5BvpnNFbwHgerUU=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBg5RdKai3ohePFe0HtEvJptk2NMmuSVYoS3+CFw+KePUXefPfmG73oK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53Cyura+kZxs7S1vbO7V94/aOkoUYQ2ScQj1QmwppxJ2jTMcNqJFcUi4LQdjG9mfvuJKs0i+WAmMfUFHkoWMoKNle7F2WO/XHGrbga0TLycVCBHo1/+6g0ikggqDeFY667nxsZPsTKMcDot9RJNY0zGeEi7lkosqPbT7NQpOrHKAIWRsiUNytTfEykWWk9EYDsFNiO96M3E/7xuYsJLP2UyTgyVZL4oTDgyEZr9jQZMUWL4xBJMFLO3IjLCChNj0ynZELzFl5dJ67zq1apXd7VK/TqPowhHcAyn4MEF1OEWGtAEAkN4hld4c7jz4rw7H/PWgpPPHMIfOJ8/Ek+Nrg==</latexit>

~E

<latexit sha1_base64="0aYn+ZJpvdL7ryOpAJoQavMUrdM=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FRfAYwTwgWcLspDcZMzu7zMwGQsg/ePGgiFf/x5t/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHDR2nimGdxSJWrYBqFFxi3XAjsJUopFEgsBkMb2d+c4RK81g+mnGCfkT7koecUWOlRmeEjNx1iyW37M5BVomXkRJkqHWLX51ezNIIpWGCat323MT4E6oMZwKnhU6qMaFsSPvYtlTSCLU/mV87JWdW6ZEwVrakIXP198SERlqPo8B2RtQM9LI3E//z2qkJr/wJl0lqULLFojAVxMRk9jrpcYXMiLEllClubyVsQBVlxgZUsCF4yy+vksZF2auUrx8qpepNFkceTuAUzsGDS6jCPdSgDgye4Ble4c2JnRfn3flYtOacbOYY/sD5/AH5I47B</latexit>

ı̂
<latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit>

|̂
<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

(a) Derive el sistema de ecuaciones de movimiento para pequeñas oscilaciones en torno a

φ1 = φ2 = 0.

(b) Para el caso qE0 = mg, determine las frecuencias y modos normales del sistema.

Bosqueje los modos normales. (Puede usar
√

5 ' 2.2).
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Mecánica FI2001-5

Examen: Martes 4 de agosto, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

Instrucciones: Escriba su nombre y RUT en todas las hojas que entregue. ESTE EXAMEN ES INDI-

VIDUAL. No comente con otras personas los temas o contenidos del control. Ud. no debe recibir ayuda.

Ud. no debe otorgar ayuda. Puede consultar la literatura según lo considere pertinente. Esto incluye sus

apuntes personales y los apuntes de clase, pero NO incluye apuntes de otras personas. Escriba en su hoja

de soluciones la literatura consultada (libros, apuntes propios, problemas resueltos, páginas de internet,

etc.). Las respuestas a las preguntas deben ser manuscritas de su propio puño y letra. Escriba claramente:

no habrá evaluación si la caligraf́ıa no se entiende. No se aceptarán respuestas escritas en un computador.

Sobre este examen: A continuación se enuncian 2 problemas que repasan distintos

aspectos de la materia cubierta. Cada uno de ellos puede ser resuelto de distintas man-

eras. Usted es libre de escoger el método para enfrentar cada problema. Desarrolle cada

problema con el mayor detalle posible, sin saltarse pasos, y justificando claramente cada

paso. Si en un problema dado usted no puede avanzar con un cálculo espećıfico, se sugiere

que explique cómo proceder, aún sin contar con expresiones anaĺıticas concretas.
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P1: Dos discos de radio R y masa M ruedan sin resbalar sobre una superficie horizontal,

en el interior de una caja de largo 3D (con D � R). Los ejes de los discos permanecen

conectados entre śı y las paredes mediante resortes de largo natural D y constante elástica

k (ver figura). Para describir la configuración del sistema, considere las posiciones x1 y x2
del centro de masas de los discos a lo largo del eje x. Cada disco tiene una distribución

de masa superficial dada por σ(r) = 6M
πR4 (Rr − r2), donde r es la distancia al centro del

disco.

x1

<latexit sha1_base64="Zgso4r/5+qHuvA0cy8G5JHMuw8k=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsTsQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QNHGqGW+wWMa6HVDDpVC8gQIlbyea0yiQvBWMbqZ+65FrI2L1gOOE+xEdKBEKRtFK9089r1euuFV3BrJMvJxUIEe9V/7q9mOWRlwhk9SYjucm6GdUo2CST0rd1PCEshEd8I6likbc+Nns1Ak5sUqfhLG2pZDM1N8TGY2MGUeB7YwoDs2iNxX/8zophpd+JlSSIldsvihMJcGYTP8mfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG06JRuCt/jyMmmeVb3z6tXdeaV2ncdRhCM4hlPw4AJqcAt1aACDATzDK7w50nlx3p2PeWvByWcO4Q+czx8PkI2s</latexit>

x2

<latexit sha1_base64="O76kjDC2rk5pOTxbQq6SNK3hW1I=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyGgHoLevEY0TwgWcLspDcZMju7zMyKIeQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YhK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+6depVcsuWV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn81Ck5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjpT7hMUoOSLRaFqSAmJrO/SZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt+eZU0K2WvWr66q5Zq11kceTiBUzgHDy6gBrdQhwYwGMAzvMKbI5wX5935WLTmnGzmGP7A+fwBERSNrQ==</latexit>

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

(a) Encuentre expresiones para las velocidades angulares ~Ω1 y ~Ω2 de cada disco como

función de ẋ1 y ẋ2, respectivamente.

(b) Encuentre una expresión para la enerǵıa cinética de cada disco como función de ẋ1 y

ẋ2, respectivamente.

(c) Determine las ecuaciones de movimiento para los discos.

(d) Encuentre las frecuencias normales del sistema, e ilustre los modos de oscilación cor-

respondiente para cada frecuencia.

2



P2: Considere un metrónomo consistente en un disco de masa M y radio R adherido a

una varilla de masa despreciable. El extremo inferior de la varilla puede girar sin fricción

en torno a un eje ubicado en el origen O (ver figura). Otro disco de radio R, centrado en el

origen, mantiene un resorte circunscrito a su borde, con un extremo conectado a la varilla,

y otro a la base del metrónomo. El resorte tiene constante elástica k y largo natural Rπ/2.

La distancia L del centro de masas del disco al origen puede ser ajustada para conseguir

que el metrónomo oscile con el periodo deseado. El disco tiene una densidad de masa

superficial dada por σ(r) = 2M
πR4 (R2 − r2), donde r es la distancia al centro del disco.

Puede despreciar la fuerza de gravedad.

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

R

<latexit sha1_base64="FmS19wKVtyU2RMbzbeZl4lWZ93k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMxDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+n2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A7CBjOI=</latexit>

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

M, R

<latexit sha1_base64="5OyvBnut7zGRzEB2z2nUCtD3o4o=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8SNiVgHoLevEixEcekCxhdtJJhszOLjOzQljyCV48KOLVL/Lm3zhJ9qCJBQ1FVTfdXUEsuDau++0sLa+srq3nNvKbW9s7u4W9/bqOEsWwxiIRqWZANQousWa4EdiMFdIwENgIhtcTv/GESvNIPppRjH5I+5L3OKPGSg+3p/edQtEtuVOQReJlpAgZqp3CV7sbsSREaZigWrc8NzZ+SpXhTOA43040xpQNaR9blkoaovbT6aljcmyVLulFypY0ZKr+nkhpqPUoDGxnSM1Az3sT8T+vlZjehZ9yGScGJZst6iWCmIhM/iZdrpAZMbKEMsXtrYQNqKLM2HTyNgRv/uVFUj8reeXS5V25WLnK4sjBIRzBCXhwDhW4gSrUgEEfnuEV3hzhvDjvzsesdcnJZg7gD5zPH7KEjW8=</latexit>

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="/N55e43iYlZ8OAeNmiX1RmNn42M=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQiqLeiF48VTFtoQ9lsNu3SzW7YnQil9Dd48aCIV3+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5USa4Qc/7dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCoZVSuKQuoEkp3ImKY4JIFyFGwTqYZSSPB2tHobua3n5g2XMlHHGcsTMlA8oRTglYKeipW2K/WvLo3h7tK/ILUoECzX/3qxYrmKZNIBTGm63sZhhOikVPBppVeblhG6IgMWNdSSVJmwsn82Kl7ZpXYTZS2JdGdq78nJiQ1ZpxGtjMlODTL3kz8z+vmmFyHEy6zHJmki0VJLlxU7uxzN+aaURRjSwjV3N7q0iHRhKLNp2JD8JdfXiWti7p/Wb95uKw1bos4ynACp3AOPlxBA+6hCQFQ4PAMr/DmSOfFeXc+Fq0lp5g5hj9wPn8A7z6Oyg==</latexit>

⇢̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

ı̂0

<latexit sha1_base64="GV9fSr7UmEnCNGPSpj/WLfrE98c=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPoKexKQL0FvXiMYB6QXcLsZDYZMvtwpjcQQr7DiwdFvPox3vwbZ5M9aGLBQFHVTdeUn0ih0ba/rcLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxq6ThVjDdZLGPV8anmUkS8iQIl7ySK09CXvO2P7jK/PeZKizh6xEnCvZAOIhEIRtFInjukSFwRUhyS8165YlftOcgqcXJSgRyNXvnL7ccsDXmETFKtu46doDelCgWTfFZyU80TykZ0wLuGRjTk2pvOQ8/ImVH6JIiVeRGSufp7Y0pDrSehbyazeHrZy8T/vG6KwbU3FVGSIo/Y4lCQSoIxyRogfaE4QzkxhDIlTFbChlRRhqankinBWf7yKmldVp1a9eahVqnf5nUU4QRO4QIcuII63EMDmsDgCZ7hFd6ssfVivVsfi9GCle8cwx9Ynz/EspF3</latexit>

|̂0

<latexit sha1_base64="JtS0AyAJjXXm5Q+FcxjL51LOS2M=">AAAB9HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA9hV0JqLegF48RzAOSJcxOZpMxsw9negNhyXd48aCIVz/Gm3/jbLIHTSwYKKq66ZryYik02va3tbK6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bOkoU4w0WyUi1Paq5FCFvoEDJ27HiNPAkb3mj28xvjbnSIgofcBJzN6CDUPiCUTSS2x1SJN3HgOKQnPVKZbtiz0CWiZOTMuSo90pf3X7EkoCHyCTVuuPYMbopVSiY5NNiN9E8pmxEB7xjaEgDrt10FnpKTo3SJ36kzAuRzNTfGykNtJ4EnpnM4ulFLxP/8zoJ+lduKsI4QR6y+SE/kQQjkjVA+kJxhnJiCGVKmKyEDamiDE1PRVOCs/jlZdK8qDjVyvV9tVy7yesowDGcwDk4cAk1uIM6NIDBEzzDK7xZY+vFerc+5qMrVr5zBH9gff4AxjyReA==</latexit>

k̂0

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

M, R

<latexit sha1_base64="5OyvBnut7zGRzEB2z2nUCtD3o4o=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8SNiVgHoLevEixEcekCxhdtJJhszOLjOzQljyCV48KOLVL/Lm3zhJ9qCJBQ1FVTfdXUEsuDau++0sLa+srq3nNvKbW9s7u4W9/bqOEsWwxiIRqWZANQousWa4EdiMFdIwENgIhtcTv/GESvNIPppRjH5I+5L3OKPGSg+3p/edQtEtuVOQReJlpAgZqp3CV7sbsSREaZigWrc8NzZ+SpXhTOA43040xpQNaR9blkoaovbT6aljcmyVLulFypY0ZKr+nkhpqPUoDGxnSM1Az3sT8T+vlZjehZ9yGScGJZst6iWCmIhM/iZdrpAZMbKEMsXtrYQNqKLM2HTyNgRv/uVFUj8reeXS5V25WLnK4sjBIRzBCXhwDhW4gSrUgEEfnuEV3hzhvDjvzsesdcnJZg7gD5zPH7KEjW8=</latexit>

L

<latexit sha1_base64="pj7Vh9GyVkna0pxsEqh7tiQpBAs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHZBGwuLBMwHJEfY28wla/b2jt09IYT8AhsLRWz9SXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRrczv/WESvNYPphxgn5EB5KHnFFjpfp9r1hyy+4cZJV4GSlBhlqv+NXtxyyNUBomqNYdz02MP6HKcCZwWuimGhPKRnSAHUsljVD7k/mhU3JmlT4JY2VLGjJXf09MaKT1OApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8MqfcJmkBiVbLApTQUxMZl+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw2BRuCt/zyKmlelL1K+bpeKVVvsjjycAKncA4eXEIV7qAGDWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaM052cwx/IHz+QOnaYzc</latexit>

(a) Calcule la matriz de inercia del péndulo del metrónomo respecto al origen O. Exprese

la matriz en términos de la base cartesiana {ı̂′, ̂′, k̂′} de la figura.

(b) Determine la ecuación de movimiento para el ángulo φ (recuerde despreciar la gravedad).

(c) Si el metrónomo se activa en t = 0 con φ = φ0 y φ̇ = 0, determine la fuerza ~Feje que el

eje ejerce sobre la varilla como función de φ. ¿Es posible ajustar la distancia L del disco

de modo que ~Feje · φ̂ = 0 siempre?

3



Pauta P1: (a) Los puntos de equilibrio del sistema son x01 = D y x02 = 2D. Notemos

que Rφ1 = D − x1 y Rφ2 = 2D − x2 donde φ1 y φ2 son los ángulos en que gira cada

disco fuera del equilibrio. Luego, φ̇1 = −ẋ1/R y φ̇2 = −ẋ2/R. Entonces, las velocidades

angulares son ~Ω1 = −ẋ1k̂/R y ~Ω2 = −ẋ2k̂/R, donde k̂ apunta hacia fuera del plano del

dibujo (el signo importa). (b) Recordemos que la enerǵıa cinética de un sólido ŕıgido

puede ser escrita como K = M
2
~v2CM + 1

2
~ΩtICM

~Ω. Dado que ~Ωi = −ẋik̂/R, tenemos Ki =
M
2
ẋ2i +

ẋ2i
2R2 I

CM
zz . Entonces solo nos interesa la componente ICM

zz de la matriz de inercia de

los discos con respecto a sus centros de masas. Esta es:

ICM
zz =

∫
(x2 + y2)dm =

∫ 2π

0

∫ R

0

r2
6M

πR4
r(r −R)rdrdθ = 2π

6M

πR4

∫ R

0

r4(R− r)dr =
2

5
MR2

Reemplazando, finalmente obtenemos Ki = 7
10
Mẋ2i . (c) La enerǵıa potencial del sistema

es U = k
2
(x1 −D)2 + k

2
(x2 − x1 −D)2 + k

2
(x2 − 2D)2. Luego, el Lagrangiano del sistema

es L = 7
10
Mẋ21 + 7

10
Mẋ22 − k

2
(x1 −D)2 − k

2
(x2 − x1 −D)2 − k

2
(x2 − 2D)2. Las ecuaciones

de Euler-Lagrange son:

δẍ1 +
5k

7M
(2δx1 − δx2) = 0, δẍ2 +

5k

7M
(2δx2 − δx1) = 0,

donde definimos δx1 = x1 −D y δx2 = x2 − 2D (los desplazamiento fuera del equilibrio).

(d) La matriz de frecuencias es Ω2 = 5k
7M

(
2 −1

−1 2

)
. Calculando los valores propios,

ws directo ver que las frecuencias son ω1 =
√

15k/7M y ω2 =
√

5k/7M . Los vectores

propios son ~e1 = 1√
2
(1, 1) y ~e1 = 1√

2
(1,−1) (normalizar es opcional). A partir de éstos,

los modos de oscilación pueden ser dibujados fácilmente.

Alternativa: Por cierto, otra forma (más larga) de derivar las ecuaciones de movimiento

en la parte (c) es mediante la segunda ley de Newton y torque: Por ejemplo, la segunda ley

de Newton para el primer disco esMẍ1ı̂ = k(x2−x1−D)̂ı−k(x1−D)̂ı−Mĝ+ ~Fsuelo,1 donde
~Fsuelo,1 = ı̂Fre,1 +N̂ es la fuerza que el suelo ejerce sobre el disco (claramente N = Mg).

ı̂Fre,1 es la fuerza de roce estático que el suelo ejerce sobre la rueda para que ésta no res-

bale. Para calcular Fre,1 basta calcular el torque con respecto al centro de masas. Este es:

~τCM = (−̂R) × (Fre,1ı̂) = RFre,1k̂. Luego, dado que el momento angular con respecto al

centro de masas es ~LCM = ICM
~Ω = k̂φ̇ICM

zz = −k̂ 2
5
MRẋ1, obtenemos: −2

5
Mẍ1 = Fre,1. De

regreso en la ecuación de movimiento, obtenemosMẍ1 = k(x2−x1−D)−k(x1−D)−2
5
Mẍ1,

la que corresponde a la ecuación buscada (lo mismo se puede hacer para el segundo disco).

4



Pauta P2: (a) Teniendo en cuenta que el disco está confinado al plano z′ = 0, la

matriz de inercia ICMdisco del disco en torno al centro de masas es

ICMdisco =

∫  (y′)2 −x′y′ 0

−x′y′ (x′)2 0

0 0 (x′)2 + (y′)2

 dm =
M

6
R2

 1 0 0

0 1 0

0 0 2


Donde usamos x′ = ρ′ cosφ′, y′ = ρ′ sinφ′ y dm = σ(ρ′)ρ′dρ′dφ′. Luego, usando el teorema

de Steiner, tenemos que la matriz de inercia del disco con respecto a O es

IOdisco =
M

6
R2

 1 0 0

0 1 0

0 0 2

+ML2

 0 0 0

0 1 0

0 0 1

 = M

R2/6 0 0

0 L2 +R2/6 0

0 0 L2 +R2/3

 .

(b) Una forma directa de obtener las ecuaciones de movimiento es calculando el La-

grangiano del sistema. La enerǵıa cinética para un sólido ŕıgido con un punto fijo en O
es K = 1

2
~ΩtIO~Ω. Esto quiere decir que la enerǵıa cinética del péndulo del metrónomo es

K = 1
2
M(L2 +R2/3)φ̇2. Por otro lado, la enerǵıa potencial del resorte es U(φ) = k

2
(φR)2.

Luego, el Lagrangiano es L = 1
2
M(L2+R2/3)φ̇2− k

2
(φR)2. Entonces la ecuación de Euler-

Lagrange es φ̈ + k
M

R2

L2+R2/3
φ = 0. (c) Integrando la ecuación de movimiento, obtenemos

φ̇2 + k
M

R2

L2+R2/3
φ2 = C. Usando φ̇ = 0 en φ0 obtenemos C = k

M
R2

L2+R2/3
φ2
0 y por lo tanto

φ̇2 = k
M

R2

L2+R2/3
(φ2

0 − φ2). También se cumple la ecuación M~aCM =
∑ ~F ext. Dado que

~rCM = Lρ̂, tenemos ~aCM = L(φ̈φ̂ − φ̇2ρ̂). Luego: ML(φ̈φ̂ − φ̇2ρ̂) = −kRφφ̂ + ~Feje. Dado

que conocemos φ̈ y φ̇2 en función de φ, finalmente obtenemos:

~Feje = kR

(
1− LR

L2 +R2/3

)
φφ̂− kLR2

L2 +R2/3
(φ2

0 − φ2)ρ̂.

Para que ~Feje · φ̂ = 0 se debe cumplir L2 + R2/3 − LR = 0. Resolviendo esta ecuación

obtenemos L = R/2 ±
√
R2/4−R2/3, lo cual da un número imaginario. Luego, no es

posible.

Alternativa: Otra forma de derivar la ecuación de movimiento pedida en la parte (c)

es calculando el momento angular del péndulo con respecto a O. Este es ~LO = M(L2 +

R2/3)φ̇k̂. El torque externo es debido al resorte: τO = (Rρ̂) × (−kRφφ̂) = −kR2φk̂.

Luego, a partir de ~̇L = ~τ , obtenemos la misma ecuación de movimiento.

5



Mecánica FI2001-5

Examen 2: Viernes 14 de agosto, 2020
Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

Instrucciones: Escriba su nombre y RUT en todas las hojas que entregue. ESTE EXAMEN ES INDI-

VIDUAL. No comente con otras personas los temas o contenidos del control. Ud. no debe recibir ayuda.

Ud. no debe otorgar ayuda. Puede consultar la literatura según lo considere pertinente. Esto incluye sus

apuntes personales y los apuntes de clase, pero NO incluye apuntes de otras personas. Escriba en su hoja

de soluciones la literatura consultada (libros, apuntes propios, problemas resueltos, páginas de internet,

etc.). Las respuestas a las preguntas deben ser manuscritas de su propio puño y letra. Escriba claramente:

no habrá evaluación si la caligraf́ıa no se entiende. No se aceptarán respuestas escritas en un computador.

Sobre este examen: A continuación se enuncian 2 problemas que repasan distintos

aspectos de la materia cubierta. Cada uno de ellos puede ser resuelto de distintas man-

eras. Usted es libre de escoger el método para enfrentar cada problema. Desarrolle cada

problema con el mayor detalle posible, sin saltarse pasos, y justificando claramente cada

paso. Si en un problema dado usted no puede avanzar con un cálculo espećıfico, se sugiere

que explique cómo proceder, aún sin contar con expresiones anaĺıticas concretas.

P1: Un disco homogéneo de radio R y masa M rueda sin resbalar sobre una superficie

horizontal. Un resorte de largo natural D > R y constante elástica k conecta al centro del

disco con una pared. Adicionalmente, una persona mantiene una tabla horizontal sobre el

disco, de tal forma que la tabla puede transmitir una fuerza periódica ~F = F0 cos(Ω0t)x̂

sobre el punto de contacto entre la tabla y el disco.

x̂

<latexit sha1_base64="9dbmWrf5rQ2MSbgwEGsateILAos=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsN+3aTTbsTsQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QNCrVjDeYkkq3A2q4FDFvoEDJ24nmNAokbwWjm6nfeuTaCBXf4zjhfkQHsQgFo2ilZndIkTz1yhW36s5AlomXkwrkqPfKX92+YmnEY2SSGtPx3AT9jGoUTPJJqZsanlA2ogPesTSmETd+Nrt2Qk6s0ieh0rZiJDP190RGI2PGUWA7I4pDs+hNxf+8TorhpZ+JOEmRx2y+KEwlQUWmr5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNqCSDcFbfHmZNM+q3nn16u68UrvO4yjCERzDKXhwATW4hTo0gMEDPMMrvDnKeXHenY95a8HJZw7hD5zPH0TYjvM=</latexit>

ŷ

<latexit sha1_base64="OZ7c9sgdffMKVSqcvd4W/dgZ0nw=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLplytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzB0ZcjvQ=</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="TxeBDt4z/vkEEVBM9HiiPXY+fXM=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcKuBNRbUA8eI5oHJEuYnXSSIbOzy8ysEJZ8ghcPinj1i7z5N06SPWhiQUNR1U13VxALro3rfju5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NBRohjWWSQi1QqoRsEl1g03AluxQhoGApvB6GbqN59QaR7JRzOO0Q/pQPI+Z9RY6WF0dtstltyyOwNZJl5GSpCh1i1+dXoRS0KUhgmqddtzY+OnVBnOBE4KnURjTNmIDrBtqaQhaj+dnTohJ1bpkX6kbElDZurviZSGWo/DwHaG1Az1ojcV//Paielf+imXcWJQsvmifiKIicj0b9LjCpkRY0soU9zeStiQKsqMTadgQ/AWX14mjfOyVylf3VdK1essjjwcwTGcggcXUIU7qEEdGAzgGV7hzRHOi/PufMxbc042cwh/4Hz+AMsAjX8=</latexit>

R, M

<latexit sha1_base64="xpZbgTLow0I/dL6yg8d+G8eW3Lk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8SNiVgHoLevEixEcekCxhdtJJhszOLjOzQljyCV48KOLVL/Lm3zhJ9qCJBQ1FVTfdXUEsuDau++0sLa+srq3nNvKbW9s7u4W9/bqOEsWwxiIRqWZANQousWa4EdiMFdIwENgIhtcTv/GESvNIPppRjH5I+5L3OKPGSg/3p7edQtEtuVOQReJlpAgZqp3CV7sbsSREaZigWrc8NzZ+SpXhTOA43040xpQNaR9blkoaovbT6aljcmyVLulFypY0ZKr+nkhpqPUoDGxnSM1Az3sT8T+vlZjehZ9yGScGJZst6iWCmIhM/iZdrpAZMbKEMsXtrYQNqKLM2HTyNgRv/uVFUj8reeXS5V25WLnK4sjBIRzBCXhwDhW4gSrUgEEfnuEV3hzhvDjvzsesdcnJZg7gD5zPH7KOjW8=</latexit>

x

<latexit sha1_base64="g3vERbzU3kfXibT9Kek4KMf3Qbg=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMyKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOl+lOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A+oZjQg=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="/N55e43iYlZ8OAeNmiX1RmNn42M=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQiqLeiF48VTFtoQ9lsNu3SzW7YnQil9Dd48aCIV3+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5USa4Qc/7dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCoZVSuKQuoEkp3ImKY4JIFyFGwTqYZSSPB2tHobua3n5g2XMlHHGcsTMlA8oRTglYKeipW2K/WvLo3h7tK/ILUoECzX/3qxYrmKZNIBTGm63sZhhOikVPBppVeblhG6IgMWNdSSVJmwsn82Kl7ZpXYTZS2JdGdq78nJiQ1ZpxGtjMlODTL3kz8z+vmmFyHEy6zHJmki0VJLlxU7uxzN+aaURRjSwjV3N7q0iHRhKLNp2JD8JdfXiWti7p/Wb95uKw1bos4ynACp3AOPlxBA+6hCQFQ4PAMr/DmSOfFeXc+Fq0lp5g5hj9wPn8A7z6Oyg==</latexit>

ẑ

<latexit sha1_base64="JFEPRtjRno1JVJPPZa+XCWCdN0c=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsN+3aTTbsToQa+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QNCrVjDeYkkq3A2q4FDFvoEDJ24nmNAokbwWjm6nfeuTaCBXf4zjhfkQHsQgFo2ilZndIkTz1yhW36s5AlomXkwrkqPfKX92+YmnEY2SSGtPx3AT9jGoUTPJJqZsanlA2ogPesTSmETd+Nrt2Qk6s0ieh0rZiJDP190RGI2PGUWA7I4pDs+hNxf+8TorhpZ+JOEmRx2y+KEwlQUWmr5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNqCSDcFbfHmZNM+q3nn16u68UrvO4yjCERzDKXhwATW4hTo0gMEDPMMrvDnKeXHenY95a8HJZw7hD5zPH0fgjvU=</latexit>

(a) (1.0 pts) Calcule el momento angular del disco con respecto a su centro.

(b) (2.0 pts) Haga un diagrama con las fuerzas que actúan sobre el disco, y determine

una expresión para el torque total que actúa sobre el disco con respecto a su centro.

(c) (2.0 pts) Encuentre la ecuación de movimiento para la posición x del centro del disco.

¿Cuál debe ser el valor de Ω0 para que el disco entre en resonancia?

(d) (1.0 pts) Suponga que Ω0 =
√

2k/M . Si en t = 0 se tiene x = D − 3F0

4k
y ẋ = 0,

calcule la fuerza de roce estático ~Fe que el suelo ejerce sobre el disco (para todo t).

Indicación: En la parte (b) no se pide encontrar una expresión expĺıcita para la fuerza de

roce estático ~Fe que el suelo ejerce sobre el disco.

1



P2: Una barra inhomogénea de largo L y masa M puede girar libremente alrededor del

origen O ubicado en uno de sus extremos (ver figura). La barra está sumergida en un

medio viscoso. La viscosidad es tal que cada trocito de la barra de largo ds experimenta

un coeficiente de roce dc = 6M
L

√
g
L
ds. Es decir, la fuerza de roce viscoso d~Fv que afecta

a un trocito de largo ds es d~Fv = −dc~v, con dc = 6M
L

√
g
L
ds. La densidad de masa lineal

de la barra es de la forma λ(s) = α sβ donde s es la distancia al origen O, y α y β son

parámetros constantes.

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

L

<latexit sha1_base64="pj7Vh9GyVkna0pxsEqh7tiQpBAs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHZBGwuLBMwHJEfY28wla/b2jt09IYT8AhsLRWz9SXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRrczv/WESvNYPphxgn5EB5KHnFFjpfp9r1hyy+4cZJV4GSlBhlqv+NXtxyyNUBomqNYdz02MP6HKcCZwWuimGhPKRnSAHUsljVD7k/mhU3JmlT4JY2VLGjJXf09MaKT1OApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8MqfcJmkBiVbLApTQUxMZl+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw2BRuCt/zyKmlelL1K+bpeKVVvsjjycAKncA4eXEIV7qAGDWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaM052cwx/IHz+QOnaYzc</latexit>

⇢̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

~g

<latexit sha1_base64="GfPE89NLsyB9/hQV1KdX/IFiQzc=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsLXQhrLZTtq1m03Y3RRK6H/w4kERr/4fb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TxbDJYhGrdkA1Ci6xabgR2E4U0igQ+BiMbmf+4xiV5rF8MJME/YgOJA85o8ZKre4YGRn0yhW36s5BVomXkwrkaPTKX91+zNIIpWGCat3x3MT4GVWGM4HTUjfVmFA2ogPsWCpphNrP5tdOyZlV+iSMlS1pyFz9PZHRSOtJFNjOiJqhXvZm4n9eJzXhlZ9xmaQGJVssClNBTExmr5M+V8iMmFhCmeL2VsKGVFFmbEAlG4K3/PIqaV1UvVr1+r5Wqd/kcRThBE7hHDy4hDrcQQOawOAJnuEV3pzYeXHenY9Fa8HJZ47hD5zPHyy6juM=</latexit>

Indicaciones : Asuma que β no adopta valores −1, −2 o −3. Considere el ángulo φ como

el ángulo entre la barra y el eje vertical.

(a) (0.5 pts) Determine el valor de α en términos de M , L y β.

(b) (0.5 pts) Calcule la posición ~rCM del centro de masas a lo largo de la barra.

(c) (1.0 pt) Encuentre una expresión para el momento angular total ~LO de la barra con

respecto al origen O, como función de φ̇.

(d) (2.0 pts) Determine el torque ~τ v
O con respecto al origen O que la fuerza viscosa

ejerce sobre la barra.

(e) (1 pt) Encuentre la ecuación de movimiento de la barra, válida para pequeñas os-

cilaciones. Determine el valor de β para que el movimiento de la barra sea del tipo

amortiguado cŕıtico.

(f) (1 pt) Encuentre una expresión para la fuerza total ~F tot
v que el medio viscoso ejerce

sobre la barra. ¿Existe algún valor de β pare el cual ~τ v
O calculado en la parte (d) sea igual

a ~rCM × ~F tot
v ?
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Solución P1:

(a) Gracias a Wikipedia sabemos que la componente zz del tensor de inercia de un disco

en torno a su centro es ICzz = 1
2
MR2. Por otro lado, la velocidad angular del disco es

~Ω = − ẋ
R
k̂. Luego, el momento angular con respecto a su centro es ~LC = −1

2
MRẋk̂.

(b) Ni el resorte ni la fuerza de gravedad ejercen torques con respecto al centro del

disco. Por otro lado, la tabla ejerce un torque dado por ~τ tablaC = (Rŷ) × (F0 cos(Ωt)x̂) =

−RF0 cos(Ω0t)ẑ. El suelo ejerce un roce estático ~Fe = Fex̂ donde Fe es una incógnita por

determinar (aqúı también se pudo haber escrito ~Fe = −Fex̂). Luego, ~τ sueloC = (−Rŷ) ×
(Fex̂) = RFeẑ. Luego, el torque total es: ~τC = R(Fe − F0 cos(Ω0t))ẑ.

(c) Definamos δx = x − D. De las partes anteriores se desprende que −1
2
Mδẍ = Fe −

F0 cos(Ω0t). También se debe tener que M~aCM =
∑ ~F . Luego Mδẍ = Fe +F0 cos(Ω0t)−

kδx. Juntando ambas ecuaciones vemos que δẍ+ 2
3
k
M
δx = 4

3
F0

M
cos(Ω0t). Vemos que para

que el sistema entre en resonancia, se debe tener Ω0 =
√

2
3
k
M

.

(d) De los apuntes, sabemos que la solución tiene la forma

δx(t) =

[
δx0 −

Q0

ω2
0 − Ω2

0

]
cos(ω0t) +

v0
ω0

sin(ω0t) +
Q0

ω2
0 − Ω2

0

cos(Ω0t) (1)

donde Q0 = 4
3
F0

M
y ω0 =

√
2
3
k
M

. Usando δx0 = x0−D = −3F0

4k
y v0 = 0, vemos que δx(t) =

1
4
F0

k
cos(

√
2
3
k
M
t) − F0

k
cos(

√
2 k
M
t). Las dos ecuaciones de la parte (c) pueden ser combi-

nadas para obtener Fe = F0 cos(Ω0t)− 1
2
Mẍ. Luego, usando δẍ(t) = −1

6
F0

M
cos(

√
2
3
k
M
t) +

2F0

M
cos(

√
2 k
M
t), vemos que Fe = 1

12
F0 cos(

√
2
3
k
M
t).

Solución P2:

(a) La masa es M =
∫ L
0
α sβds = α

β+1
Lβ+1. Luego: α = (β + 1)M/Lβ+1.

(b) La posición es ~rCM = ρ̂ 1
M

∫ L
0
sαsβds = ρ̂ (β+1)

Lβ+1

∫ L
0
sβ+1ds = (β+1)

(β+2)
Lρ̂.

(c) Un trocito dm a distancia s tiene velocidad ~v = sφ̇φ̂. Luego, el momento angular de

ese trocito es d~L = dm(sρ̂)× (sφ̇φ̂) = α s(β+2)φ̇k̂ds = (β+1) M
Lβ+1 s

(β+2)φ̇k̂ds. Por lo tanto,

el momento total es ~L =
∫
d~L = (β + 1) M

Lβ+1 φ̇k̂
∫ L
0
s(β+2)ds = (β+1)

(β+3)
ML2φ̇k̂.

(d) La fuerza viscosa sobre un trocito de largo ds tiene la forma d~Frv = −dc~v = −dc sφ̇φ̂.

El torque d~τ debido a la fuerza viscosa es d~τ rv
O = (sρ̂) × (−dc sφ̇φ̂) = −s2φ̇k̂dc =

−φ̇k̂ 6M
L

√
g
L
s2ds. Luego, el torque total es ~τ rv

O = −φ̇k̂ 6M
L

√
g
L

∫ L
0
s2ds = −2φ̇k̂ML2

√
g
L

.

(e) El torque debido a la fuerza de gravedad es ~τ g
O = Mg~rCM × (cosφρ̂ − sinφφ̂) =

− (β+1)
(β+2)

MgL sinφk̂. Luego, el torque total es ~τO = − (β+1)
(β+2)

MgL sinφk̂ − 2φ̇k̂ML2
√

g
L

.

Igualando con ~̇L vemos que φ̈+2 (β+3)
(β+1)

√
g
L
φ̇+ (β+3)

(β+2)
g
L

sinφ = 0. Aproximando para pequeñas

oscilaciones obtenemos φ̈+2 (β+3)
(β+1)

√
g
L
φ̇+ (β+3)

(β+2)
g
L
φ = 0. La condición para que el movimiento

sea cŕıtico es (β+3)2

(β+1)2
= (β+3)

(β+2)
. Esto es posible si β = −5/3.

(f) La fuerza total debido al roce viscoso es ~Frv =
∫
d~Frv = −φ̇φ̂6M

L

√
g
L

∫ L
0
sds =

−φ̇φ̂3ML
√

g
L

. Luego ~rCM× ~F tot
v = − (β+1)

(β+2)
Lρ̂× φ̇φ̂3ML

√
g
L

= −3 (β+1)
(β+2)

φ̇ML2
√

g
L
k̂. Com-

parando con ~τ rv
O = −2φ̇k̂ML2

√
g
L

vemos que ambas cantidades son iguales si β = 1.

3



Mecánica FI2001-5

Tarea 1: Lunes 13 de abril, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

P1: En el plano XY una part́ıcula P comienza su movimiento en el origen y se mueve

siempre con rapidez v0 siguiendo una trayectoria tal que la velocidad de P forma un

ángulo θ(t) con el eje X. Suponga que θ(t) = ωt y demuestre que la trayectoria es una

circunferencia. Determine el radio de ella.

P2: Una part́ıcula P se mueve a lo largo de una trayectoria que, en coordenadas ciĺındricas,

viene descrita por

ρ = ρ0, φ(t) =
1

2
α0t

2, z(t) = Aφ(t), (1)

donde α0 y A son constantes.

(a) Obtenga expresiones (en términos de la base ciĺındrica) para la velocidad y la aceleración.

(b) Determine la longitud del camino recorrido por la part́ıcula entre ti = 0 y tf = T .

(Recuerde que durante un lapso de tiempo dt, el desplazamiento de la part́ıcula descrito

por el vector d~r = ~vdt).

P3: Un punto P se mueve en una trayectoria que, descrita en coordenadas ciĺındricas,

satisface z(t) = ρ(t), dz = Rdφ y φ = ωt. Se trata de una trayectoria apoyada en una

superficie cónica, como lo indica la figura. Para t = 0 se cumple z = 0.

(a) Usando coordenadas ciĺındricas, escriba los vectores posición y velocidad para un

tiempo cualquiera.

(b) Calcule la velocidad angular de P con respecto al origen.

(c) Obtenga el vector t̂ tangente a la trayectoria.

1
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Mecánica FI2001-5

Tarea 2: Lunes 20 de abril, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

P1: Una argolla de masa m puede deslizar sin roce a lo largo de una varilla que gira con

velocidad angular uniforme: φ̇ = ω siempre formando un ángulo θ con la vertical. Una

cuerda de largo L mantiene uno de sus extremos atada a la argolla y otro al origen O de

modo que la argolla no pueda desplazarse más allá de lo permitido por esta restricción.

Suponga que la varilla gira lo suficientemente rápido como para que la argolla mantenga

tensa a la cuerda.

(a) Determine la tensión de la cuerda como función de los datos del problema.

(b) Determine la velocidad angular mı́nima ωmin para la cual la argolla no cae hacia el

origen O.

1



P2: Se tiene un aro de radio R contenido en un plano vertical. Un pequeño anillo de

masa m desliza sin roce comenzando su movimiento con rapidez nula desde el punto más

alto del aro.

(a) Encuentre el punto H del aro en que la aceleración de la part́ıcula es horizontal.

(b) Indique la expresión del vector fuerza normal cuando el anillo pasa por el punto H.

~g m

R

O

✓

P3: Para pasar un bulto P de masa m de un lado al otro de un ŕıo de ancho R se utiliza el

método que sigue (ver figura). P se ata a una cuerda de largo R que está unida al extremo

superior de una vara de largo R; el extremo inferior de la barra tiene un punto de giro

en la orilla derecha del ŕıo (figura). La barra se hace girar desde su posición horizontal

con velocidad angular ω0 en torno a una rótula a la orilla del ŕıo. Si toma la posición

inicial del bulto como el origen, entonces la distancia entre el origen y la rótula es 2R.

Despreciando todo roce:

(a) Demuestre que mientras la carga va por tierra firme la tensión de la cuerda es con-

stante. Determine su valor.

(b) Determine el valor que debe tener ω0 para que P se despegue del suelo justo antes de

llegar al ŕıo.
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Mecánica FI2001-5

Tarea 3: Lunes 27 de abril, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

P1: Una part́ıcula P de masa m cuelga de una cuerda AP de largo L cuyo extremo supe-

rior permanece fijo en A. La part́ıcula realiza un movimiento circular sobre la superficie

de una esfera de radio L cuyo origen O se encuentra justo debajo de A, a una distancia√
2L. Inicialmente la part́ıcula gira en torno al eje OA con una velocidad angular ω0,

tal que la fuerza normal que la esfera ejerce sobre P es nula. Además, sobre la part́ıcula

actúa una fuerza gravitacional Fg = m~g (ver figura) y una fuerza de roce viscoso lineal
~Fv = −c~v.

(a) 2pts. Encuentre la velocidad angular de la part́ıcula en torno al eje OA, como función

del ángulo barrido por la part́ıcula desde el momento inicial.

(b) 2pts. Determine el valor de la fuerza que la cuerda ejerce sobre la part́ıcula en función

del ángulo barrido por la part́ıcula desde el momento inicial.

(c) 2pts. Obtenga el ángulo total φtot que barre P desde el momento inicial hasta que se

detiene.

1



P2: Dos part́ıculas de masa m están unidas a una barra inextensible sin masa de largo

2d, tal como indica la figura. La barra puede rotar libremente con respecto a una rótula

fija a la pared. Inicialmente, el sistema es soltado desde la posición vertical, con las masas

arriba de la rótula.

(a) Encuentre la velocidad angular del sistema en función del ángulo que forma con la

vertical.

(b) Calcule la fuerza que ejerce la rótula sobre la barra cuando ésta pasa por la posición

horizontal.

2



Mecánica FI2001-5

Tarea 4: Lunes 11 de mayo, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

Una part́ıcula de masa m se encuentra sobre el manto de un semi-cilindro de radio R

como muestra la figura. Una cuerda ideal arrastra a la part́ıcula con rapidez constante v0
a partir del punto A en que θ = 300. Entre la part́ıcula y el semi-cilindro existe un roce

cinético de coeficiente µ y además existe un roce viscoso lineal con el aire de la forma −c~v.

(a) Escoja adecuadamente coordenadas ciĺındricas adaptadas a la configuración del sis-

tema, y determine expresiones para la posición, velocidad y aceleración para la masa

m.

(b) Determine expresiones para cada una de las fuerzas actuando sobre m en términos

de la base ciĺındrica.

(c) Determinar el mayor valor que puede tener v0, tal que la part́ıcula no se separe del

semi-cilindro en el tramo A-B, donde B es el punto más alto del semi-cilindro.

(d) Suponiendo que la part́ıcula no se separa del semi-cilindro, determine el trabajo

realizado por cada una de las fuerzas que actúan sobre la part́ıcula, en su movimiento

entre A y B .

(e) Calcule el trabajo debido a la fuerza total, a lo largo de la trayectoria entre A y B.

(f) Determine cómo cambia el resultado de la parte (e) si hubiera una fuerza adicional
~F = α(yx̂− xŷ), donde α es una constante positiva.

�g

A

B

R

v0
µ

O
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Mecánica FI2001-5

Tarea 5: Lunes 1 de junio, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

Considere un bloque de masa m que se mueve por una superficie horizontal con la cual

tiene un coeficiente de roce cinético µ desconocido. El bloque está unido a un resorte de

constante elástica k y largo natural `0, cuyo otro extremo está unido a un punto fijo O

ubicado a una altura `0 de la superficie horizontal. En t = 0 el bloque se suelta desde el

reposo a una distancia `0 a la derecha del punto P correspondiente a la proyección vertical

de O sobre la superficie (ver figura). Determine:

(a) La condición entre m, g, k y `0 tal que el bloque no se separe del piso en su movimiento.

(b) Si el bloque se vuelve a detener a una distancia `0/2 a la izquierda de P , determine

el valor de µ en función de m, k, `0 y g. Suponga que se satisface la condición de (a).

(c) Indique el trabajo realizado por cada una de las fuerzas presentes en el problema entre

la condición inicial y el instante en que el bloque pasa por el punto P .

(d) Determine la cantidad de enerǵıa mecánica perdida por el sistema. ¿Dónde se fue esa

enerǵıa?
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Mecánica FI2001-5

Tarea 6: Lunes 8 de junio, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

Considere un bloque de masa m que se mueve por una superficie horizontal lisa. El bloque

está unido a un resorte de constante elástica k y largo natural `0, cuyo otro extremo está

unido a un punto fijo O ubicado a una altura H < `0 sobre la superficie horizontal (ver

figura).

H

<latexit sha1_base64="lfuYL0qeJTWMHajRi6QNrzglQuY=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FveSYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+d++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVe+yOPJwBudwCR5cQxVqUIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AaFZjNg=</latexit>

g

O

m

P

�0

k, ⇥0

(a) Determine los puntos de equilibrio del sistema. Determine si estos son estables o

inestables.

(b) Determine la frecuencia de pequeñas oscilaciones alrededor de cada punto de equilibrio

estable.

(c) Establezca un criterio para el cual usted considera que las oscilaciones son pequeñas.

Por ejemplo, encuentre una función E de los parámetros del sistema (H, `, etc.) tal

que la enerǵıa mecánica E debe cumplir E � E para que la aproximación de pequeñas

oscilaciones sea confiable.
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Mecánica FI2001-5

Tarea 7: Miércoles 24 de junio, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

Desde un péndulo de masa m y largo L se sujeta otro péndulo exactamente igual de modo

que ambos pueden oscilar libremente en el plano vertical (ver figura). Si sus oscilaciones

se describen respecto a los ángulos que cada péndulo forma con la vertical, θ1 y θ2:

(a) Encuentre las ecuaciones de movimiento acopladas para pequeñas oscilaciones del

sistema.

(b) Determine las frecuencias propias del sistema, y sus respectivos modos normales.

Bosqueje los modos encontrados.

✓1

✓2

~g

L

m

m

L



Mecánica FI2001-5

Tarea 8: Martes 14 de julio, 2020

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: César Gallegos, Roćıo González y

Bernardita Ried.

Un péndulo consiste en un pedazo de pizza (de radio R) de masa M colgando desde el

techo (ver figura). El ángulo del corte del pedazo de pizza es α. La pizza solo puede girar

en torno a un eje perpendicular al plano la figura.

(a) Determine la densidad de masa superficial de la pizza (asuma que la pizza es una una

pizza margarita).

(b) Determine el momento angular de la pizza con respecto al origen cuando el eje de

simetŕıa tiene un ángulo φ y rapidez angular φ̇. Sugerencia: Divida el pedazo de pizza en

trocitos de área dA y calcule el momento angular debido a cada trocito.

(c) Calcule el torque sobre el pedazo de pizza con respecto al origen cuando el eje de

simetŕıa tiene un ángulo φ.

(d) A partir de (c), determine la ecuación de movimiento del péndulo. ¿Cuál es la fre-

cuencia de oscilación del péndulo?

(e) ¿Qué fuerza ejerce el techo sobre el pedazo de pizza? Sugerencia: Considere la ecuación

de movimiento M~aCM = ~F ext
tot .

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

↵

<latexit sha1_base64="bZQ+Er1E07LJGye3M0VEPgsqG3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtq1m03Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCS5Z03AjWCdRDKNAsHYwvp357SemNI/lg5kkzI9wKHnIKRortXookhH2yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTUi/VLEE6xiHrWioxYtrP5tdOyZlVBiSMlS1pyFz9PZFhpPUkCmxnhGakl72Z+J/XTU145WdcJqlhki4WhakgJiaz18mAK0aNmFiCVHF7K6EjVEiNDahkQ/CWX14lrYuqV6te39cq9Zs8jiKcwCmcgweXUIc7aEATKDzCM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A49hjyQ=</latexit>

R

<latexit sha1_base64="FmS19wKVtyU2RMbzbeZl4lWZ93k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMxDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+n2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A7CBjOI=</latexit>

Nota: Este problema se resuelve fácilmente con la introducción del concepto de tensor de

inercia (lo que veremos en la próxima clase). El desaf́ıo aqúı es hacerlo sin dicho concepto.


