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[Examen recuperativo 2020]

Un disco homogéneo de radio R y masa M rueda sin resbalar sobre una superficie horizontal. Un
resorte de largo natural D > R y constante eldstica k conecta al centro del disco con una pared.
Adicionalmente, una persona mantiene una tabla horizontal sobre el disco, de tal forma que la tabla
puede transmitir una fuerza periédica F= Fy cos(Qt) sobre el punto de contacto entre la tabla y el
disco.

a) Calcule el momento angular del disco con respecto a su centro (de masa)

b) Haga un diagrama con las fuerzas que actian sobre el disco, y determine una expresién para el
torque total que acttia sobre el disco con respecto a su centro

¢) Encuentre la ecuaciéon de movimiento para la posicién x del centro del disco. ;Cudl debe ser el
valor de €y para que el disco entre en resonancia?

d) Suponga que Qy = /2k/M. Sien t =0 se tiene x = D — % y ¢ = 0, calcule la fuerza de roce

estatico F. que el suelo ejerce sobre el disco Vit

Indicacion: En la parte b) no se pide encontrar una expresién explicita para la fuerza de roce
estatico F. que el suelo ejerce sobre el disco
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[Examen 2020]

Considere un metrénomo consistente en disco de masa M y radio R adherido a una varilla de masa
despreciable. El extremo inferior de la varilla puede girar sin friccién en torno a un eje ubicado en el
origen O (ver figura). Otro disco de radio R, centrado en el origen, mantiene un resorte circunscrito
a su borde, con un extremo conectado a la varilla, y otro a la base del metrénomo. El resorte tiene
constante elastica k y largo natural Rw/2. La distancia L del centro de masas del disco al origen
puede ser ajustada para conseguir que el metrénomo oscile con el periodo deseado. El disco tiene
una densidad de masa superficial dad por o(r) = 2M;(R? — r?), donde r es la distancia al centro del

disco. Puede despreciar la fuerza de gravedad.

a) Calcule la matriz de inercia del péndulo del metrénomo respecto al origen O. Exprese la matriz
en términos de la base cartesiana {1,J,k} de la figura

b) Determine la ecuacién de movimiento para el angulo ¢ (recuerde despreciar la gravedad)

¢) Si el metrénomo se activa en t = 0 con ¢ = ¢ y $ = 0, determine la fuerza ﬁeje que el eje
ejerce sobre la varilla como funcién de ¢. ;Es posible ajustar la distancia L del disco de modo
que Fe - ¢ = 0 siempre?
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Formulario

Tensor de inercia

Para un sélido rigido con una distribucién continua (no necesariamente homogénea) de masa,
su tensor de inercia (tomando como pivote/origen un punto @’) se calcula como

(y/)2 + (Z/)2 _w/y/ —g'y
Tor :/ —y/l” ($I)2 + (ZI)2 —y’z’ it
! —z’y’ (:E/)2 + (y/)2

que también se puede escribir como

149, = /(r2(5i- —x;zj)dm , con i, j € {1,2,3}
donde vy =z, 29 =y, 3=z, 12 =22+ 92+ 22y §;;=1sii=jyd;=0sii#j.
El diferencial de masa se expresa de distintas formas segin si el solido es lineal, superficial o

volumétrico
dm' =Xdl', dm'=ocdA", dm' =pdV’,

estds densidades pueden ser homogéneas o depender de la posicion en el cuerpo.

\. J

Teorema, Steiner

Si tenemos calculado el tensor de inercia con respecto al CM, Iy, podemos calcular el tensor
de inercia con respecto a otro pivote/origen O usando el teorema de Steiner

Ig = IgM + Mot {R%Mélj — RCMiRjCM] , con i, j € {1, 2, 3}

donde Rey = (Romi, Romz, Rows) es el vector posicion que va desde O a CM.

Ecuaciones de movimiento

La relaciéon entre el momentum angular y torque de un sélido rigido es:

dr
dt

=7

donde L = IOQ con Ip el tensor de inercia medido c¢/r al pivote y O el vector velocidad
angular del cuerpo.

La segunda Ley de Newton para un sélido rigido se expresa como:
Mtotﬁ = -F_:eXt

con M la masa total, R el vector posicion del centro de masa y F'' = 3. F#* la suma de
las fuerzas externas actuando sobre el solido rigido.
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