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MA1002 Calculo Diferencial e Integral
Pauta auxiliar #2 - Continuidad y continuidad uniforme de funciones
Profesor: Leonardo Sanchez. Auxiliar: Patricio Yafiez. Reemplazo: Manuel Torres'.

Consideraremos las siguientes caracterizaciones de continuidad y continuidad uniforme:

Definicion 1 (Continuidad y continuidad uniforme).

1. Se dice que f es continua en xy € A si

(Ve >0)(36 >0), [z — x| <6 = |f(z) — f(zo)| <e.

2. Se dice que f es continua en A si

(Vaz,y € A)(Ve > 0)(F6 > 0), [z —y| <6 = |f(z) — f(y)| <e.

3. Sedice que f es uniformemente continua en A si

(Ve >0)(30 > 0)(Va,y € A), [z —y| <6 = |f(z) — fly)| <e.

Resulta un hecho evidente que (3) = (2) = (1), basta notar la expresién con los cuantificado-
res para verificar estas implicaciones. Los objetivos de esta clase son:

1. Reforzar los célculos de limites que se involucran en los problemas de continuidad.

2. Aplicar los teoremas cldsicos de continuidad: Teorema del valor intermedio, Teorema de Weiestrass
y Teorema de Bolzano.

3. Comprender la diferencia entre continuidad y continuidad uniforme.

P1.- Composicion de funciones continuas: Demuestre que la funcién f(z) = 1 — /1 — 22 es continua
sobre el intervalo [—1, 1].

Solucion: Sean

luego notar,
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Como g es continua en [—1, 1] y & es continua en [0, 1], entonces la composicién f = h o g es
continua en [—1, 1].

P2.- Ejemplos de funciones continuas: Determine el dominio de las siguientes funciones, luego explique
por qué cada una de las siguientes funciones es continua en todo punto de su dominio.

_ 22% —z — 1 1 esin(z)
a) a(x) = xQ—H d) d(z)=4/1+ - ) flz) = HTS(Wx)
/r — 2
) ble) = 3 — 2 2%+ 1  tan(x)
¢) c(z) = arcsin(1 + 2x) e) e(r) = Sy B ) glz) = —

Soluci6n (a): Considerando f(z) = 22—z —1, f es continua en R. Por otro lado, g(z) = 12;+1
es continua en todo R, pues 22 + 1 = ( para todo 2R u g es divisién de funciones continuas,
luego a = f/g es continua R.

P3.- Continuidad de funcion definida mediante un limite sobre un pardametro: Considere la funcién

Determine f(0), calcule el valor de f(x) para x # 0 y ademads estudie la continuidad de f en todo
R.

Solucion: Notar que para = # 0, evaluando el limite:

Y 1
f(z) = lim eV +sen(r) —1 senw

y—0 r+vy iy

mientras que para x = 0 la funcién es el siguiente limite:

v=1
FO)=lim = =1
y—0 Yy
Luego se puede escribir f como:
sinx
0
=42 "7
1, T =

Luego como
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‘ se concluye que f es continua en R.

P4.- Reparacion de discontinuidades: ;Cudl de las funciones f siguientes tiene discontinuidad removi-
ble en z = a? Si la discontinuidad es removible, determine una funcién g que concuerde con f para
X # a 'y sea continua en r = a.

xt—1 3 — 22— 2
a) f(z) = ——poe=1 b) f(z) = — Q5 2=2
Solucion:
a)
# -1 (a—1)@+1)@2+1) :
flw) == - (o + 1)@ +1)
luego, como
’ 2 -
gl;_)n%(l’-i-l)(l’ +1)=4
se define,
) fl@) sz #£1
9(1’)—{4 a1
b)
3 — 22— 2x
_ z(zt—z—2)
N T — 2
= z(x+1)
luego, como
lma(z+1)=6
r—2
se define,
) f@) sz #£2
g(iv)—{6 o=

P5.- Aplicacion del teorema del valor intermedio:

a) Existencia de punto fijo: Sea f : [a, b] — [a, b] una funcién continua y sobreyectiva. Demuestre
que existe x € [a, b] tal que f(x¢) = xo.

b) Demuestre que la ecuacién z° + x® — 1 = 0 tiene al menos una solucién real.
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¢) Muestre que:
1) La funcién f(z) = ze* " — 1 tiene un cero en [0, 1].
2) La expresién z* = 2% admite al menos una solucién real.
3) La ecuacién 2 +  + 1 = 0 tiene al menos una solucién real. Ademds encuentre un
intervalo de largo a lo mas % que contenga la solucion.

4) p(x) = 0 tiene por lo menos una solucién real, con p(z) : R — R polinomio de grado
impar.

Solucion:

a) Se tiene f : [a,b] — [a,b] continua. Sea la funcién g(x) = f(x) — x que también es
continua. recordemos que, como f(x) € [a,b], se debe cumplir que a < f(z) < b para
todo [a, b]. Evaluando g en los extremos el intervalo, luego

g(a) = fla) —a =0
g(b) = f(b) =6 <0

Entonces, por el TVI se concluye que existe xy € [a, b] tal que g(z¢) = 0, por lo tanto

f(mo) = Zo.

b) Sea f(x) = x° + x> — 1 una funcién continua en R, veremos que existe 7o € R tal que
f(zo) = 0. Considerando z; = 0y x2 = 1, luego f(z1) = —1y f(xz2) = 1, entonces
por TVI, se concluye que existe zo € (0, 1) tal que f(zg) = 0, por lo tanto la ecuacion
x5 4+ 23 — 1 = 0 tiene una solucion real.

¢) Considerando cada relacion como una funcion y verificando su continuidad, luego:

1) Considerando z; = 0y 25 = 1, entonces f(0) = —1/2 < 0y f(1) = 1/2 > 0,
entonces por el TVI existe xy € (0, 1) tal que f(zg) = 0.

2) Sea f(x) = x* — 2% una funcién continua en R. Considerando z; = 1y zy = 2,
entonces f(1) < 0y f(2) > 0, entonces por el TVI existe z, € (1,2) tal que
f(xg) = 0, por lo tanto la ecuacion x* = 2% admite al menos una solucién real.

3) Sea f(x) = x* + x + 1 una funcién continua en R. CConsiderando z; = —1/2y
g = —1, entonces f(—1/2) > 0y f(—1) < 0, entonces por el TVI existe zy €
(—1,—1/2) (intervalo de longitud 1/2) tal que f(x¢) = 0, estoesque 2° +x+1 =10
admite una solucion real.

4) Sea p(x) un polinomio de grado impar, por lo que evidentemente serd una funcién
continua en R. Luego notar que para a,, # 0:

n—1 T

+ ag = lim a,z+ a,_1.

Iim a,xr + xa,_1
" n xrn—1 r—+oco

r—+o0 xn—l

+rta

lan—l
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Finalmente, como

Jim p(z) = sign(an) - (+00)
lim _p(z) = sign(ay) - (=o0)

Como existen z1, 25 € R tales que p(x;) < 0y p(z2) > 0, por el TVI se concluye
que existe o € R tal que p(zo) = 0.

P6.- Aplicacion del teorema de Bolzano: Sean f,g : [0,1] — [0, 1] funciones continuas y epiyectivas.
Demuestre que existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = g(c).

Soluciéon: Notemos que

(Fce0,1]): fle) =g(c) <= (Bcel0,1]): f(¢) —g(c) = 0.

Demostraremos esta ultima formulacién, para ello definimos la funcién i : [0,1] — R dada
por h(z) = f(x) — g(x). Como f es epiyectiva, todos los puntos del codominio de f, es decir
[0, 1], poseen preimagen, en particular:

@&,7€[0,1)): f(@) =0, f@) =L

Ademis, como 0 < g(x) < 1, luego:

ME) = f(T)—g(T)

Como h es una funcién continua al ser una resta de funciones continuas, por el teorema de
Bolzano existe ¢ € [min{z, 7}, méx{z,z}] C [0,1] tal que h(c) = 0, vale decir, dicho ¢ €
[0, 1] satisface que f(c) = g(c).

P7.- Aplicacion del teorema de Weiestrass: Sea f : [a,b] — R una funcién continua en |[a, b].

a) Pruebe que existen z, T € [a, b] tales que

f(x1) + f(z2)

flz) < 5

S f(f)avxlaan € [aab]

b) Demuestre que dados x1, 2 € [a, b] cualesquiera existe 3 € [a, b] tal que

f(z1) + f(x2)

s =08
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Solucion:

a) Puesto que f es continua en un intervalo cerrado [a, b], por el Teorema de Weierstrass f
alcanza su minimo y su maximo. Sean entonces m, M € [a, b] valores del dominio en que
f toma su minimo y su maximo valor respectivamente. Esto es,

f(m) < f(z1) < f(M)
flm) < flxz) < f(M)

Luego sumando ambas desigualdades se obtiene

IAINA

2f(m) < f(x1) + fa2) < 2f(M)

entonces

f(z1) + f(x2)
f(m) < B

Como z1, x5 son arbitrarios, lo anterior es valido para todo z1, x5 € [a, b]. Luego tomando
r=mYyT = M, se concluye que

f(x1) + f(z2)
2

<M

flz) < < f(Z),Yx1, 29 € [a,b]

b) Puesto que f es continua en [a,b], y considerando x;,z5 € [a,b] cualesquiera, como

W estd comprendida entre dos imdgenes de la funcién, por el TVI se concluye
que existe ¢ € [a, b] tal que
J(x1) + f(22
o) = T T e

P8.- Continuidad uniforme:

a) Estudie la continuidad uniforme en [0, 1] de las siguientes funciones:
1) f(x) = xsin(1/x).
2) f(z) = e*cos(1/x).

b) Sean f, g, h funciones cuya regla de asignacién viene dada por:

flx) = = —|z]
g(x) = sin(rf(z))
hx) = cos(mf(x))
1) Estudie la continuidad y continuidad uniforme de g(z) y h(x) en R.

2) Estudie la continuidad y continuidad uniforme de g(x) y h(zx) en [0, 1).
3) Sea H el conjunto de puntos de discontinuidad de f. Muestre que |H| = |N].
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Solucion (a):

a) 1) Las funciones continuas, cuyo dominio es un intervalo compacto (cerrado y acotado,
en el caso de R) son uniformemente continuas. Para mostrar dichas condiciones,
primero construiremos una funcién auxiliar:

Esta funcién es continua en (0, 1] por ser composicién de funciones continuas, y es
continua en 0, pues

lim f(z) = 0 = f(0).

z—0

Por lo tanto, g es continua en [0, 1] que es compacto (cerrado y acotado), por lo que

la funcién ademds es uniformemente continua. Luego, si se quitan los puntos de los

extremos de la continuidad no se altera, y en particular f es uniformemente continua
n (0,1).

2) La caracterizacion usual de continuidad uniforme, para una funcién f : A C R - R
es la siguiente:

(Ve >0)(36 >0) (Va,y € A), |z —y| <6 = |f(z) — f(y)] <e,
6 equivalentemente mediante sucesiones como:

(vg > 0) (V(flfn,)neNa (yn)nEN - A) hIIl ’Jn l/n’ =0 = lim ’f( ) f(Un)‘ = 0.

n—0o0

Notamos que la negacion de esta definicion es la siguiente:
(EIE > 0) <3<xn)nENa (yn)nEN - A), nh;nolo |$n_yn| =0 — nh;rgo |f(xn)_f(yn)| # 0.

Veremos que esta funcién no es uniformemente continua, hay que tomar dos sucesio-
nes que en diferencia converjan a 0, pero que evaluadas mediante f no. Proponemos
como candidatos:

1
T, = —
2nm
B 1
& T+ 2nm
Notemos que,
lim | = 1 1 1
m |z, —vy,| = lim =
n—00 Y n—00 2717T T+ 2nmw
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lm | f(2n) = f(yn)]

n—00

lim
n—oo
lim
n—oo

lim
n—oo

1 1 1 1
eZnw cos | —— | — em+2nT cos i

T+2nmT

2nm

e T cos(2nm) — eI cos(m + 2nm)

1 1
€ 2nm + e T+2nm

> 2.

Como |z,, — y,| converge a 0 pero | f(x,) — f(y,)| no converge, entonces bastara con
tomar € = 2 para concluir que la funcién no es uniformemente continua.




