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Recuerdo:

Una sucesién es una funcién

s:N—R

n— s(n) = sy

$p = L <= Ve > 0,3Inyg € N,Vn > ng, |s, —
(| <e

(sn) se dird acotada si IM > 0,Vn € N, |s,| <
M

Sea (s,) una sucesién y sea ¢ : N — N
una funcién estrictamente creciente. Se lla-
ma subsucesién de s, generada por ¢, a la

sucesion Sp(n)

Sea (s;,) una sucesion y sea ¢ € R. Entonces

sy, — L <= Todas las subsucesiones de (sy)

convergen a £

Teorema de Bolzano - Weiestrass
Toda sucesion acotada tiene al menos una
subsucesién convergente

Funcién continua en un punto
Sea f: ACR — RyZ € A. Diremos que f
es una funcién continua en T si

W(wn) C A 7 = T = f(2n) = F(7)

Caracterizacion ¢ — §
Sea f: ACR —> RyZe€ A. f es continua

en T si y solo si se cumple que Ve > 0,39 >
0,Vx e A

{le =7 < 0= [f(2) - (@) < e}

Algebra de funciones continuas

Sean f: ACR—>Rg:BCR — R conti-
nuasen T € ANB. Luego f£g,A\f con A € R,
f-gq, g con ¢(T) # 0. Ademaés la composicién
de continuas es continua

Sea f: ACR — R. Si f es continua VT € A,
diremos que f es continua.

[TVI o Bolzano] Sea f : [a,b] — R una fun-
ci6n continua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces
existe T € [a, b] tal que f(Z) = 0.

[TVI-Generalizado] Sea f : [a,b] — R una
funcién continua. Si ¢,d € f([a, b]). Entonces
Vg € [¢,d], 3T € [a,b] tal que f(T) = zo

[Teorema de Weierstras|

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. En-
tonces f es acotada y alcanza su minimo y su
méximo en [a, b].

Sea f: I C R — R continua y estrictamente
monotona (creciente o decreciente) con I un
intervalo. Entonces J = f(I) es un intervalo
y la inversa f~':J — I es continua.
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P1. Calcule los siguientes limites

a) lim (2)"2"

2 4n?
lfm (1+-——
<) Hm, 3n2 1+ 2

n—o0
3n!
b) lim ——
n—oo (nl)!
P2. Verifiquemos el Valor de verdad
Dada f : [a,b] — R continua con x, una sucesién en [a.b], entonces existe una subsucesion 4,y A x1 €
[a, b] tal que f(@omy) = fo1)
P3. Pruebe que las siguientes sucesiones no convergen:
™ 1\"
a) u, = sen <> b) v, = <_1 + )
2 n
P4. sea f la funcion definida por
x
-1
¢ st x>0
Fz) = In(l+x)
Y (z—-a)? si <0
15} si x=0
Encuentre todos los valores de a y 8 para los cuales f es continua en todo R.
P5. Una funcién se denomina funcién de Lipschitz, si cumple con:
L > 07 Vl’,y € Dom(f)7 |f(.%') - f(y)| < L‘ZL’ - y‘
Demuestre que si f es Lipschitz, entonces es continua.
P6. Sea S, = arctg(n!-e™-cos(n?)), el objetivo es probar que existe al menos una subsucesiéon convergente.

Propuestos

P1. Sean a € R\ {0,1} y b € R. Considere la funcién f : R — R definida por

sen((lgu—a)x) st z <0
f(z) =3 bl —a)? si 0<z<1

sen(a(x —1)) .

W 51 z>1

1) (Es f continua en los intervalos (—o0,0), (0, 1), (1,00)?

2) Encuentre una relacién entre a y b de tal forma que f sea continua en 0

3)

4) Encuentre los valores de a y de b de tal forma que f sea continua en todo R

Encuentre una relacién entre a y b de tal forma que f sea continua en 1

P2. Demuestre que si g : R — (0,00) es continua y Erin g(x) = 0 entonces toda sucesién (x,) en R
x o0

posee al menos una subsucesién (z,(n)) tal que g(x,(n)) converge
Ind: Pruebe previamente que g es acotada y aplique apropiadamente Bolzano-Weierstrass

P3. Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea (a,) una sucesién en [a,b] (no necesariamente
convergente) tal que le f(an) = ¢. Demuestre que existe un xg € [a, b] tal que f(xg) = ¢
n—oo
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P4. Considere una funcién f : R — R continua, con un minimo global tnico en el punto T y que
satisface linri f(z) =+o0
T—r

Si (xn)nen €s una sucesion que tiene la propiedad
. 1
vnENyf(xn) < f(l‘)_{—ﬁ

1) Pruebe que si la subsucesion (z,,)) converge a £ € R entonces £ =T
2) Pruebe que (x,) tiene alguna subsucesién que converge a T

Estudiar en verano

ez como tomar el sol de noche

Figura 1: y bueno, quién tiene hambre

“Con el suerio haz de ser moderado, porque quien no madruga con el sol, no goza del dia..”
Don Quijote de la Mancha-Miguel de Cervantes



