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Funcién Maximal. Dada f € L} _(R9), definimos la funcién
maximal de f, denotada Mf, como

MF(x) = suplB ()| 1)l

r>0

La idea de de Mf es promediar en bolas y tomar el mayor
valor; el caso r | 0 es el mas complicado.



r>0

MF(x) i=sup B, () [ IF(y)ldy.
B (x)
Propiedades.
1. M1=1,
2. [|MF| = < [IF]] =
3. M es subaditiva: M(f +g) < Mf 4+ Mg.



Q: jQué pasasi feLP, 1<p<+o?
Caso p =1: no funciona!

Veamos un contraejemplo.



MF(x) = suplB)| [ 1)l

r>0

Ejemplo: Si d =1, f(x) =1_1,1)(x). Entonces Mf ¢ LY(R).
Six>1,

_1 _i/l _i
B[ DIy =5 [dy=

que no integra en [1,).



Una solucién a este problema es agrandar la clase L! para
evitar que M no quede mal definida.

Para ello, recordemos la desigualdad de Chebichev.



si f e lY(RY),

IIfHL1

‘{xeRd L |F(x |>/x}(

Hay funciones que no estan en L! pero "satisfacen Chebichev':
si f(x)= 1

XD

{XGR : ’71|>)~}‘:

{xERd ; |X|<%}’:I



Luego, existe C > 0 tal que

HxeR : |f(x)|>A} <

>0

(Chebichev generalizada).
Diremos que f € LZebil' 1 < p < +oo, si existe C > 0 tal que

C
d .



Teorema 1. Si f € L}(RY), entonces Mf € L ., (R?) y
existe C = C(d) > 0 tal que
Ul

{xeRY : |Mf(x)]|>A}| < 1

Teorema 2. Si f € LP(R"), 1 < p < +oo, entonces
Mf ¢ LP(RY) y existe C = C(d,p) > 0 tal que

Mo < CIIFll o



Una consecuencia muy importante del Teorema 2 es la
llamada desiguadad de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg:
Existe C > 0 tal que

1177 % Fll aray < ClIFll o (a)-
siempre que %: %—1+%, O<y<d.

Demostracion. Estimemos

IyIV <R Iyl? >R |y[”



Estimemos B: Usando Holder,

B— [f(x—y)| < </|f|p)1/p (/ dy )1/p
yi>rR ly[r T yI>R |y|?P ’

pero

/ - 1 /
(/ dy )I/P N </-oo I’d 1/dr> /p N Rd/p’—y.
yI>R ly|7 R 1P

1_1 Y
Ahora, como 5= > 1+,

d o g(L Y g1l r)__d
F_y_d<ﬁ d)_ (1 p d)_ q

B < |Fl R/,

Luego,



Estimemos ahora A, usando el Teorema 2:

A M:Z/ fx=y)|
vi<r  y[” 50727 R<|y|<2 7R

Usando que |y| >27/71R,

ASY(RIYT[If(xy)

j>0 |y|<2*JR
y usando funcién maximal,

A< Y (R 1Y (27R)IMF(x).
j>0

Luego,

ASRIIME(x) Y 27900 < RITTMF(x).
j>0

ly|"



Luego,
A+B < CR™9|f| 1o + CRI"YMF(x).

Optimizando en R, debemos escoger
CR™|f| 1o ~ CRITYMF(x).
Esto nos da

_ _ _ d
R  MF(x)[Fl 4 = R~ (MFCOIF )™



Concluimos entonces que
f(x _
e R O
Luego,

f _ —
/(/I - ) dxs||f||zpp/xl\/lf(x)pdx§||f||zpp||Mf||IZp

Usando el Teorema 2,

I (S o < peig e < e

Esto prueba HLS.



Préximo video: Demostracion de los Teoremas 1y 2.



