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P1. Caracterización de Hs por la transformada de Fourier

Sea d ∈ N y s un entero no-negativo, consideramos

Hs(Rd) =
{
u ∈ L2(Rd) tal que Dsu ∈ L2(Rd)

}
con la norma

‖u‖Hs(Rd) =

∑
|α|≤s

∫
Rd

|Dαu(x)|2dx

1/2

.

a) Una función u ∈ L2(Rd) pertenece a Hs(Rd) si y sólo si

(1 + |ξ|s)û ∈ L2(Rd).

b) Existe una constante positiva C tal que

1

C
‖u‖Hs(Rd) ≤ ‖(1 + |ξ|s)û‖L2(Rd) ≤ C‖u‖Hs(Rd)

para cada u ∈ Hs(Rd).

Solución:

Primer paso: u ∈ Hs(Rd)⇒ (1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rd):
Sea u ∈ Hs(Rd). Tenemos que Dαu ∈ L2(Rd) para todo multíındice α, |α| ≤ s. Además,

ˆDαu(x) = (iξ)αû(ξ).

Por lo tanto, (iξ)αû(ξ) ∈ L2(Rd) para cualquier |α| ≤ s. En particular, tomando α = (s, 0, . . . , 0), (0, s, . . . , 0), . . . , (0, . . . , s),
se deduce por Plancharel que ∫

Rd

|ξ|2s|û(ξ)|2dξ ≤ C
∫
Rd

|Dsu(x)|2 dx ≤ C‖u‖2Hs(Rd).

Entonces, por la desigualdad de Minkowski: (x+ y)a ≤ 2a−1(xa + ya), obtenemos∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ ≤ 2s−1
∫
Rd

(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2dξ ≤ 2sC‖u‖2Hs(Rd).

Por lo tanto, (1 + |ξ|2)s/2u ∈ L2(Rd).
Segundo paso: (1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rd)⇒ u ∈ Hs(Rd):

Supongamos, ahora, que (1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rd), y tomamos α un multíındice tal que |α| ≤ s. Luego,

‖(|iξ|)αû‖L2(Rd) ≤
∫
Rd

|ξ|2|α||û(ξ)|2dξ ≤
∫
Rd

(1 + |ξ|2)|α||û(ξ)|2dξ ≤ ‖(1 + |ξ|2)s/2û‖2L2 . (1)



Llamemos uα := ((1ξ)αû)∨. Luego, para cualquier φ ∈ C∞0 (Rd), por la identidad de polarización, se tiene∫
Rd

(Dαφ(x))u(x)dx =

∫
Rd

̂(Dαφ(x))û(ξ)dξ

=

∫
Rd

(iξ)αφ̂(ξ)û(ξ)dξ = (−1)|α|
∫
Rd

φ(x)uα(x)dx.

Por lo tanto, uα = Dαu en el sentido débil y por (1), tenemos que Dαu ∈ L2(R). Aśı, se concluye u ∈ Hs(Rd).

P2. Sea d ∈ N. El espacio de Sobolev Hs(Rd) es un espacio de Hilbert si se le asigna el producto punto asociado a la
norma

‖u‖Hs(Rd) = ‖(1 + |ξ|2)s/2û‖L2(Rd) (2)

Solución:

Veamos que Hs(Rd) es un espacio de Banach con la norma (2). Necesitamos probar, entonces, que es completo.
Tomemos una sucesión de Cauchy {un}n∈N ⊂ Hs(Rd) y veamos que converge en Hs(Rd). Como L2(Rd) es completo
y {ûn}n∈N es de Cauchy en L2(Rd), converge a û ∈ L2(Rd). Pero, además, se tiene que {(1+ | · |2)s/2ûn}n∈N también
es de Cauchy en L2(Rd) (por definición de la norma Hs). Por lo tanto, existe us tal que (1 + | · |2)s/2ûn → us.
Bastaŕıa probar que

(1 + | · |2)s/2û = us.

Definimos Ts : S → S un operador lineal cont́ınuo por:

Tsu = (1 + | · |2)s/2û.

Como S es denso en L2(Rd), Tn se puede extender de manera única a todo L2(Rd). Por lo tanto, Tsû = us y se
concluye.

Finalmente, como Hs es de Banach, por el Teorema de Von Neumann, Hs es un espacio de Hilbert, con el producto
definido por la norma (2).

P3. Sea d ∈ N y s > d/2. Pruebe que si u ∈ Hs(Rd), entonces u ∈ L∞(Rd). Además,

‖u‖L∞(Rd) ≤ ‖û‖L1(Rd) ≤ ‖u‖Hs(Rd).

Más aun, si s > d/2 + r, entonces Hs(Rd) ↪→ Cr(Rd).

Solución:

Escribimos

|u(x)| =
∣∣ˇ̂u(x)

∣∣ ≤ cd ∫
Rd

∣∣eix·ξû(ξ)
∣∣ dξ ≤ ∫

Rd

|û(ξ)|dξ = ‖û‖L1(Rd).

Por otro lado, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,∫
Rd

|û(ξ)|dξ =

∫
Rd

|û(ξ)|(1 + |ξ|2)s/2

(1 + |ξ|2)s/2
dξ

≤
(∫

Rd

(
|û(ξ)|(1 + |ξ|2)s/2

)2
dξ

)1/2(∫
Rd

1

(1 + |ξ|2)s
dξ

)1/2

︸ ︷︷ ︸
I

Tenemos que I ≤ ∞. En efecto, usando coordenadas polares, obtenemos

I =
∣∣Sd−1∣∣ ∫ R

0

rd−1

(1 + r2)s
dr

pero esto es finito, porque s > d/2. Luego,

‖û‖L1(Rd) ≤ I‖f‖Hs(Rd).

Por lo tanto, probamos que
‖u‖L∞(Rd) ≤ ‖û‖L1(Rd) ≤ ‖u‖Hs(Rd)
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P4. Sea d ∈ N y s > d/2. Pruebe que Hs(Rd) es un álgebra de Banach con respecto al producto de funciones. Esto es,
si si u, v ∈ Hs(Rd), entonces uv ∈ L∞(Rd). Además,

‖uv‖Hs(Rd) ≤ C(s, d)‖u‖Hs(Rd) ≤ ‖v‖Hs(Rd).

Solución: Usamos propiedad sobre la convolución:

f̂ ∗ g(ξ) = C1(d)f̂(ξ)ĝ(ξ),(
f̂ ∗ ĝ

)
(ξ) = C2(d)f̂g(ξ),

y obtenemos

‖uv‖2Hs(Rd) =
∥∥∥(1 + |ξ|2)s/2ûv

∥∥∥2
L2(Rd)

=

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|ûv|2dξ = C2(d)

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û ∗ v̂|2dξ.

Desarrollemos la convolución,

‖uv‖2Hs(Rd) = C2(d)

∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd

(1 + |ξ|2)s/2û(ξ − η)v̂(ξ)dη

∣∣∣∣2 dξ. (3)

Ahora, por la desigualdad de Minkowski, tenemos que

(1 + |ξ|2)s/2 ≤
(
1 + (|ξ − η|+ |η|)2

)s/2 ≤ (1 + 2|ξ − η|2 + 2|η|2
)s/2 ≤ 2s/2

[(
1 + |ξ − η|2

)s/2
+
(
1 + |η|2

)s/2]
.

Asé, reemplazando en (3) (notar que, de ahora en más, denotaremos por C a cualquier constante positiva, pudiendo
cambiar de ĺınea en ĺınea),

‖uv‖2Hs(Rd) ≤ C(s, d)

∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd

[(
1 + |ξ − η|2

)s/2
+
(
1 + |η|2

)s/2]
û(ξ − η)v̂(ξ)dη

∣∣∣∣2 dξ
≤ C(s, d)

[∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd

(1 + |ξ − η|2)sû(ξ − η)v̂(ξ)dη

∣∣∣∣2 dξ +

∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd

(1 + |η|2)sû(ξ − η)v̂(ξ)dη

∣∣∣∣2 dξ
]

≤ C(s, d)

[∫
Rd

∣∣((1 + | · |2)sû
)
∗ v̂
∣∣2 (ξ)dξ +

∫
Rd

∣∣((1 + | · |2)sv̂
)
∗ û
∣∣2 dξ] .

Luego, se tiene que

‖uv‖2Hs(Rd) = C(s, d)
(
‖
(

(1 + | · |2)s/2û
)
∗ v̂‖2L2(Rd) + ‖

(
(1 + | · |2)s/2v̂

)
∗ û‖2L2(Rd).

)
Por la desigualdad de Young para convoluciones,

‖uv‖2Hs(Rd) = C(s, d)
(
‖(1 + | · |2)s/2û‖2L2(Rd)‖v̂‖

2
L1(Rd) + ‖(1 + | · |2)s/2v̂‖2L2(Rd)‖û‖

2
L1(Rd).

)
Finalmente, gracias al inciso P3. y por la definición de la norma en Hs,

‖uv‖2Hs(Rd) = C(s, d)‖u‖2Hs(Rd)‖v‖
2
Hs(Rd).
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