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P1. Caracterizacion de H*® por la transformada de Fourier

Sea d € N y s un entero no-negativo, consideramos
H*(RY) = {u € L*(R?) tal que D*u € L*(R%)}

con la norma
1/2

e = | 3 [ 1Dou(e)Pde

lo]<s
a) Una funcién u € L2(RY) pertenece a H*(RY) si y sélo si
(1+[¢*)a € LA(RY).
b) Existe una constante positiva C' tal que
1 o
*||U||H5(Rd) < 11+ [¢] )u||L2(Rd) < CHUHHS(Rd)
C
para cada u € H*(R%).

Solucién:
Primer paso: u € H*(RY) = (1 + |¢]?)*/%a € L2(RY):
Sea u € H*(R?). Tenemos que D% € L%(R?) para todo multiindice a, |a| < s. Ademis,

Deu(z) = (i€)“a(€).

Por lo tanto, (i€)®a(¢) € L?(R?) para cualquier |a| < s. En particular, tomando a = (s,0,...,0),(0,s,...,0),...,(0,...

se deduce por Plancharel que
el Pds < € [ Do) do < Clulfy o,
Rd R
Entonces, por la desigualdad de Minkowski: (z + y)* < 247 1(2% + y*), obtenemos
[ arieprlra <2t [ a v gP)la©)Pds < 2l e,

Por lo tanto, (1 + |¢]?)%/%u € L*(RY).
Sequndo paso: (1 + |¢|?)%/?0 € L2(RY) = u € H3(R?):

Supongamos, ahora, que (1 + [¢|?)%/24 € L?(R?), y tomamos o un multiindice tal que |a| < s. Luego,

1€ all 2 may < /Rd €PN a(6) ¢ < /Rd(l +lEPa)Pde < 11+ (€1 *al 7. (1)




P2.

P3.

Llamemos u, := ((1£)*4)V. Luego, para cualquier ¢ € C§°(R?), por la identidad de polarizacién, se tiene

[ rsyatas = [ (D7l

Rd

- [ gra@ias = (-0 [ o)

Por lo tanto, u, = D%u en el sentido débil y por (1), tenemos que D% € L?(R). Asf, se concluye u € H*(R?).

Sea d € N. El espacio de Sobolev H*(R?) es un espacio de Hilbert si se le asigna el producto punto asociado a la
norma

luall o ety = (L + [€7)*/ 2@l L2 e (2)

Solucion:

Veamos que H*(R?) es un espacio de Banach con la norma (2). Necesitamos probar, entonces, que es completo.
Tomemos una sucesién de Cauchy {u, }nen C H*(RY) y veamos que converge en H*(R?). Como L?(R%) es completo
¥ {@in fnen es de Cauchy en L2(RY), converge a @ € L?(R?). Pero, ademss, se tiene que {(1+]-|? )S/zun}neN también
es de Cauchy en L?(R?) (por definicién de la norma H*®). Por lo tanto, existe u, tal que (1 + |- |?)*/?4, — u,.

Bastaria probar que
L+ ) = us.

Definimos T : S — S un operador lineal continuo por:
Tou= (1+]-[%)%?0.

Como S8 es denso en L2(R%), T}, se puede extender de manera tnica a todo L?(R%). Por lo tanto, Ts@i = u, y se
concluye.

Finalmente, como H?® es de Banach, por el Teorema de Von Neumann, H® es un espacio de Hilbert, con el producto
definido por la norma (2).

Sea d € Ny s > d/2. Pruebe que si u € H*(R?), entonces v € L>®(R?). Ademés,
llull oo (may < |0l 1 ray < [Jwl| s (ray-
Més aun, si s > d/2 + r, entonces H*(RY) — C"(R?).

Solucion:

Escribimos

u(e)| =

)] < ca [ JeSa©)ds < [ 1a(@E = il

Por otro lado, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

| +¢1%)°
[ tateias = [ O

(L vy ) (L g

I

Tenemos que I < co. En efecto, usando coordenadas polares, obtenemos

R Ld-1
I=|s% / ————dr
o (1472)°
pero esto es finito, porque s > d/2. Luego,

lall Ly ray < LN fll 2o (may-

Por lo tanto, probamos que
lull oo (ray < @l prray < MJwll s (may



P4. Sead € Ny s > d/2. Pruebe que H*(R?) es un algebra de Banach con respecto al producto de funciones. Esto es,
si si u,v € H*(RY), entonces uv € L™ (R?). Ademés,

el sty < Cs, D)l ey < [0l -

Solucién: Usamos propiedad sobre la convolucion:

y obtenemos

2
2 _ 2\s/27
ol ey = L+ Py,

= [ a+lepyimPas = caa) [ (gl oPae.
Rd Rd

Desarrollemos la convolucién,

2

ol ooy = o) [ | [ 1+ 162 ate - mocepan ae 3

Ahora, por la desigualdad de Minkowski, tenemos que
s/2 s/2 s s/2 s/2
(L4672 < (14 (I =l + D))" < (1421 =l +20n?) ™" < 272 [(L+ g =)™ + (1 + )]
Asé, reemplazando en (3) (notar que, de ahora en més, denotaremos por C' a cualquier constante positiva, pudiendo

cambiar de linea en linea),

2

ey < o) [ | [ [l =0P)" + (L 0P) "] e~ myi(e)an| ae

SC(s,d)[/Rd df—&-/Rd

< C(s,d) URd|((1+|-|2)5a)*@|2(§)d5+/ (L +]-]*)%0) *a|2d§}

Rd

2

[ le=ntyate —mi)an

[ 0+t = mitydn

2
df}

Luego, se tiene que
o l3e ety = CCs, ) (I (14 1+ 720 5 003y + I (11 12)720) % 32 pa)
Por la desigualdad de Young para convoluciones,
luv | Ze gay = C(s, d)(ll(l + 1Pl e @ 1007 gy + 111+ - IQ)S/Q@IIiz@Rd)IIﬁHil(Rd)-)
Finalmente, gracias al inciso P3. y por la definicién de la norma en H?,

luvllFre ay = C(s, d)llull e gay 10117 rey -



