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Funcién Maximal. Dada f € L} _(R9), definimos la funcién
maximal de f, denotada Mf, como

MF(x) = suplB ()| 1)l

r>0

La idea de de Mf es promediar en bolas y tomar el mayor
valor; el caso r | 0 es el mas complicado.



Mi(x) = sup B, [ IOl

r>0

Propiedades.
1. M1=1,
2. || MF|| = < [|F]] .
3. M es subaditiva: M(f +g) < Mf + Mg.
4

. M no esta bien definida de L en 1.

Diremos que f € LZeb”, 1 < p < +oo, si existe C > 0 tal que

C
d .



Teorema 1. Si f € L}(RY), entonces Mf € L ., (R?) y
existe C = C(d) > 0 tal que
Ul

{xeRY : Mf(x)>A}| < 1

Teorema 2. Si f € LP(R"), 1 < p < +oo, entonces
Mf € LP(RY) y existe C = C(d,p) > 0 tal que

Mo < CIIFll o



Una consecuencia muy importante del Teorema 2 es la
llamada desiguadad de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg:
Existe C > 0 tal que

11177 Fll farey < ClIF [l o(ma)-

siempre que %:%—14—%, 0<y<d.



Teorema 2. Si f € LP(RY), 1 < p < +oo, entonces
Mf € LP(RY) y existe C = C(d,p) > 0 tal que

|Mf||p < CJ|f]|Lp-

Demostracidén del Teo 2 usando Teo 1:

Paso 1. Para 1 < p < 4o,

/\ ]de—/owp)LlexeRd : \U(X)\Zl}’dl.



En efecto, primero,

eyl
Jrutopsc= [, ([ o201 o
0

Luego,

bl .
/Rd (/0 pA dl) dX:/Rd/O PAP 1) i)

y usando Fubini,

= ap-1 = a1
/Rd/o p)Lp 1)L<|U(X)|d/ldX:/0 plp /1Rd1|u(x)>ldxd)u.

Concluimos que

/\ |de—/mp1p—1‘{X€Rd : \U(X)\Zl}‘dl.

dAdx,



Paso 2. Sea f € LP, 1 < p < 4. Entonces
=ft4+h, frell, fel™,

con f = flifj<aj2, ¥ f* = f —f,. Entonces ||f ||~ < % y

v [17P = [1F1FP2> [ 1Al
=5

de donde

A p—1 2 p—1 N
+°°><5) /fzg’”‘(E) J 171



Paso 3. Si x € R es tal que Mf(x) > A, entonces

M(f* +£,)(x) > A, y por subaditividad,
MF*(x) 4+ Mfy, (x) > A.

Como ||Mfy 1= < ||fillt= = % tenemos

A
MF*(x) = .

Concluimos que
{xemr?: Mf>)L} {xERd . MFA >

Usaremos estoll!

N | >



Paso 4. Conclusién final. Tenemos primero del paso 1,
/d\Mf(x)|de:/ pa#t|{xeRY - |MF(x)] > 2 }|d2.
R 0

Usando el paso 3,

[ mepax< [ " pap
Rd 0

{xeRd - M (x)| > %Hdl.

Usamos ahora el Teo. 1:

p lef ”Ll
/|Mf()|dx<C/ R

Por lo tanto,

/ |MF(x)|Pdx < C/Oopxp—2/ ()| dxdA.
R 0 1f(x)|>4



Luego,

/ |MF(x)[Pdx < c/ pAP 2/1|f 4 |F(x)]dxd.
Usando Fubini nuevamente,

[ MFGoIPax < € 10| [ 227215 <59 A
de donde

[ IMelPas < € [ 1FC0lIFG)1 e = €I,



Teorema 1. Si f € L}(RY), entonces Mf € L ., (R?) y
existe C = C(d) > 0 tal que
ClIf]l

T

{xeRY : Mf(x)>A} <
Demostracion del Teo. 1. Necesitaremos el siguiente lema

de Vitali:

Sea A :=(By)aen una familia infinita de bolas euclideanas
que cubren un conjunto medible E, y tal que

sup diam(By) < +-oo.
aeN

Entonces existe una subfamilia numerable (B,),cn de %,
disjuntas dos a dos y tales que

E] < C(d) ¥ |Bal.

n>0



Asumiendo del Lema, sea (medible!)
— ‘{xeRd L Mf(x) > A},

Si x € Ej,, Mf(x) > A, es decir, existe r, > 0 tal que

1 s o FOld > 1B GO

De aqui, sup, diamB,X(x) < +oo. Usando la familia
B = (Br,(x))xeE,, y usando el lema, existe una subfamilia
numerable (B;, )hen de A, disjuntas dos a dos y tales que

CIRCODNLAESS U2
>0 A

n n>0

Usando que las bolas son disjuntas,

C
Bl <5 [ ldy.



Préximo video: Demostracion de Vitali y entrada a
Riesz-Thorin.



