Video 7 Ecuaciones Dispersivas — Estimaciones
de Strichartz 1

Claudio Mufioz

CNRS y Universidad de Chile

April 14, 2020



Recordemos el Teorema de Riesz-Thorin, o interpolacién compleja.

Sea T :LPo4[P1 — [9 4 [91 yn operador lineal acotado de LP0 a L9,y
de LP1 a L9, con 1< pg,qo,p1,q1 <o, y con cotas My y M respectivas.
Entonces T esta bien definido de LP a L9, donde
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Aplicacién importante La solucién de Schrodinger lineal en R, x RZ
ioru—+Axu=0, u(t=0)=ug

via Fourier era

u(t,x) = e uy(x) = G e"‘X;ﬂthu (y)d
’ - 0 - £d/2 . oly)ay.

De aqui, se ve naturalmente que e®® : [ — L, pues

; luoll ;2
tA .
I u H[_;o 5 ‘t|d/2>< = 0-

le
Por otro lado, del hecho que la norma L2 de u es conservada (ejercicio)

lu(t)llz = €™ uoll 2 = lluoll 2,

tenemos que 2 : [% — [? (es isometria) y My = 1.



Luego, usando Riesz-Thorin con pg =1, gg = 400, p1 =2 = @1, tenemos
que
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Ecuaciones no lineales: focalizante versus defocalizante
La caracteristica principal de la ecuacién
ioru—+ Axu=0, u(t=0)=ug
es su caracter lineal, en el sentido que suma de soluciones es también
solucién.

Sin embargo, a menudo en aplicaciones uno se encuentra con sistemas
donde pequefias perturbaciones inducen términos no lineales en las
ecuaciones.



Es asi que, como por ejemplo en 6ptica no lineal (estudio de haces de luz
por ejemplo), la descripcién de la amplitud de onda de un rayo viene
dada por una ecuacién de Schrédinger no-lineal

ideu+Aut|uPu=0, u=u(t,x)eC, (t,x)eER3
u(t=0,x) = up(x).

Ahora la suma de soluciones no es solucién de manera general.

La ecuacién anterior con signo + en la nolinealidad se denomina
usualmente focalizante, mientras que el signo — es el defocalizante,
por razones que veremos mas en detalle adelante.

Sin embargo, para los propdsitos de este capitulo, no existird diferencia
significativa entre ambos signos.



Estimaciones de Strichartz

La idea principal es darles una nocién de cémo construir una solucién
para NLS no lineal, al menos durante un periodo pequefio de tiempo.

Para ello, debemos ver la EDP de una manera mas general, muy
similarmente a cuando se resuelve una EDO usando el Teorema de
Cauchy-Lipschitz-Picard. Para

deut Bu=rf,  F(tx) = F(u(t,x)) = Flu(t ) Pu(t,x),
u(t=0,x) = up(x),
deseamos aplicar la misma estrategia del caso lineal.

Como explicamos mas arriba, el signo en frente de f no sera de
importancia en lo que sigue, por lo que asumiremos sin pérdida de
generalidad que es positivo.



Usando la transformada de Fourier sélo en la variable x, uno obtiene
c A 2 A 2
ie(t,8) — |8]°0(t,x) = (¢, ).
Para resolver esta EDO en t uno utiliza la férmula de factor integrante:

0(1,6) = e 6 () + [ e TSI (s E)as,

Usando la misma analogia como en el caso lineal, uno tiene que
u(t) = u(t,-) satisface la ecuacion implicita

u(t) = S(t)uo +/0t5(t—s)f(u(s))ds, S(t) = etd,

donde usamos el hecho (ejercicio, o ver curso de ecuaciones de evolucién)

que
S(t)S(—s) = S(t—s).



Esta forma de escribir el problema se llama formulaciéon de Duhamel de
NLS, y es el punto de partida para intentar encontrar una solucién a casi
todas las ecuaciones dispersivas. Si denotamos por .7 el operador

Tu)(t) = S(t)uo+/()t5(t—s)f(u(s))ds, f(u(s)) = |u(s)|?u(s),

entonces para encontrar una solucién de NLS basta encontrar un punto
fijo de .7 en un espacio funcional conveniente:

u(t) = 7 [u](t).

Este cuadro de trabajo estara dado por espacios vectoriales que mezclen
integracion en tiempo y en espacio, una propiedad que las estimaciones
de la seccién anterior parecen no poder garantizar. Para ello
necesitaremos nuevas estimaciones.



Para un intervalo de tiempo | C R, definamos el espacio Lf’L; como
sigue: decimos que g = g(t,x) € L] L} si

1/q

(/, (/|g(t,x)|rdx) o dt) < Foo.

Cuando [ estd implicitamente claro, denotaremos simplemente
L7L; = L]L. Recordemos que el exponente de Sobolev 2* viene dado por

oy )2d/(d=2), d=3,
"] 4o, d=1,2.



Por otro lado, diremos que el par (g,r), con 2 < g < +oo, 2 < r < 2% si
d>2, 0bien 2<r<2*sid=1, es admisible si

2 1 1

o)

q 2 r
Por ejemplo, en dimension d = 3, los pares (8,%), (e0,2) y (%,oo) son
admisibles. En lo que sigue, trabajaremos con el punto (8,%).



Q=

FIGURE: El conjunto de puntos admisibles para las estimaciones de Strichartz si
ahora d =1.

Para estimar el operador .7, nuestra herramienta fundamental seran las
llamadas estimaciones de Strichartz, que son una forma compacta y muy
Util de representar las estimaciones de dispersién de la seccidon precedente.



THEOREM (STRICHARTZ)

Existe una constante C > 0 tal que, para todo uy € L?(R?), y para todo
par de puntos admisibles (q,r), uno tiene

I5(t)uoll g,y < Clluolliz, S(t) = e,

para (q',r') los conjugados de Hélder,

y para un intervalo | =[0,T] > t,

/RS(—t)F(t)dt < CIFlg

X

t
| ste=9)f(u)ds| < CIFw)l 0,
0 LiLr I

1,1 _ iap 11 _
donde E+7 =1 y también =1
Vamos a demostrar estas estimaciones sélo en el caso non-endpoint, es
decir g # 2. El caso limite ¢ = 2 requiere nuevas ideas, ver [Keel-Tao] por
ejemplo. De manera informal, g = 2 es equivalente a r = 2*.



Demostracion de las desigualdades de Strichartz, parte |
Queremos probar la primera estimacion:

1S(e)uoll a1y < Clluolliz, (1) =€

Para ello, notemos que, gracias a la caracterizacién de las normas via
dualidad, esta estimacion es equivalente a demostrar que para toda

peliLy,
Re/ /5 uo(x)@(t, x)dxdt < CHU0||L2||¢||L‘7/L;”

(note que el dual de L} L es simplemente Lq L7).



Primero que todo, uno tiene

Re//S up(x txdxdt Re//S up(x)@(t, x)dtdx
—Re/ /5 txdt
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Notemos que si la segunda desigualdad de Strichartz fuese cierta, esto es,

entonces terminariamos la demostracién de la primera y segunda
desigualdad de Strichartz.
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Probemos entonces la segunda desigualdad:
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En el proximo video estimaremos la cantidad en rojo!



Préximo video: Estimaciones de Strichartz Il.



