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Un problema en R3:

Queremos encontrar una solucién local (buen colocamiento local) para
NLS cabica

idru+Au=f, f(t,x) = f(u(t,x)) = F|u(t,x)|?u(t,x),
u(t=0,x) = up(x),

donde ahora x € R3, t € R. Signo + defocalizante, signo — focalizante.



Formulaciéon de Duhamel de NLS: si
t

FLu(t) = S(t)uo+/ S(t—s)f(u(s))ds,
0

con

F(u(s)) = lu(s)Pu(s),  S(t):= e,

entonces para encontrar una solucién de NLS basta encontrar un punto
fijo de .7 en un espacio funcional conveniente:

u(t) = T [u](t).

El problema ahora es dénde colocar .7, funcionalmente hablando.



Recordemos admisibilidad: diremos que el par (g,r), con 2 < g < oo,
2<r<?2*sid>2 0bien2<r<2*sid=1, es admisible si

i

Por ejemplo, en dimensién d =3, los pares (g,r) = (8,%2), (,2) y (3,)
son admisibles:

Ahora 2* =2d/(d—2) =6, p
(qu) = (85%) son (q/ar/) :(
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Sea | =[0, T]. La idea es utilizar el Teorema de Punto fijo de Banach en
la bola cerrada

12
Bg = {ue CUHNNEWE™ - lull s+l | 3 < R},
T VVx
donde T >0y R > 2||lug|[;;1 son constantes a elegir a posteriori.

Recordemos que WXP es el espacio de Sobolev

{ueS'(RY) : %uecl?, |a|<k}.



THEOREM (STRICHARTZ)

Existe una constante C > 0 tal que, para todo ug € L?(RY), y para todo
par de puntos admisibles (q,r), uno tiene

IS(t)uoll gy < Clluollz, — S(t) =™,

para (q',r') los conjugados de Hélder,

y para un intervalo | =[0,T] > t,

/ S(—t)F(¢)dt
R

< CJIF
L5

/
q
L9

< C[f(u)
Ljry

/OtS(tf $)F(u(s))ds

|| L7/L)'</ Y
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donde st 1y también + + 5 = 1.
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Estimaciones de Punto Fijo:

Lo mas simple es hacer la estimacién de energia. Vamos a usar

| [ S0t )tz < CUfl g,

con (g, r) admisibles.

Esta es esencialmente la estimacién dual a

15(t)woll ary < Clluoll 2, S(t) =€,



Tenemos

1716z < 15(Ouolzz + | [ S(e-3)ra)es

Lz

< luoll + | [ st s)r(uo)as

Lz
< ool + | [ s-9)tu(s)es

< luoll iz + T sup [[JuP(s)ll.2
s€[0,T]

Lz

S llwollz +CT sup_|lu(s)ll}s
s€[0,T]

IA

1 1
SR+ CTHu||3?H1 <SR+ CTR® < R,

para T > 0 pequefio, o bien R pequefio y T fijo. (Notar que entre la
cuarta y quinta linea arriba hemos usado la injeccién continua de Sobolev
H' — L5 valida en R3.)

La estimacidn restante de ||V.7[u](t)||,2 queda de ejercicio.



Por otro lado, notemos que (8,%) es un par admisible.

. . 12 .
Vamos a estimar el gradiente en la norma W1 | que es el caso mas
dificil (hacer el caso faltante sin gradiente como ejercicio).

Usando 7 y Strichartz, uno tiene

VT ]l |, sz S [Vctolliz + V(e u)ll a7 1217
L8L, b



Por otro lado, uno tiene

IVa(lu()Pu(ED]] 1277
S eVl 127

7/12
(/U(tX)24/7|qu(t,x)|12/7dx>

. 1/6 5/12
( / |u(t,x)|12dx> ( / |qu(t,x)|12/5dx> (Hlder en espacio)

Hu(t)”iy ||qu(t)HL)1(2/5

< Hu(t)||f/v1,12/5Hvxu(t)||L)1<2/5 (Usando Sobolev)
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Por lo que

T 8/7
L 19l Pu(e)| 2

P47
N/ /112/5dt
4/7 T 3/7
< 8 .. .
< (/0 1dt> (/0 [lu(t)l 112/5dt) (Holder en tiempo)
2
= T4/7H HL:/VT/l 12/5°

Por lo tanto,

1,12/5-

Hvx(|U(t)|2u(t))||L§s/7Li2/5 < T1/2||UHL3W



Luego,

IV Tl o 225 S Nuoll g + T2 (1ull?y 1128

LPLx L8w
S lluol[ 2 + T'/2R3.
Luego, escogiendo R > 2C||uol|,2 grande (dependiendo de la norma de

), y luego T pequefio tal que T/2R3 < %R, uno obtiene

|7 [u]]] 1125 < R.

L8y

Por lo tanto, .7 envia Br hacia Bg.



Probemos ahora que para T pequefio, .7 es una contraccion.

En efecto, para u,v € Bg,

1716 71l gypp0m = | [ St 90~ ()

)
L?quz/s

donde f(u) = —|u|?u.
Como siempre, estimamos un caso, dejando el otro al lector.

En esta oportunidad estimamos la norma [12/5 Usando Strichartz,

1716l = TVl 9,225 SllluPu = IvPvll 227



No es dificil probar que para a,b € C,
|lal*a—|b*b| < (|af* +[b]*)|a— b].
Luego,

17 1ul = Z [Vl 5 1205 < (0l +[v[?) u— Vill 27 1277

8L,
Como en la estimacién precedente, usando Holder,
I(fuf?+ v )= vl 127 S S (lullfae +IvITe2)llu = vl azss,

de donde
|7 [u] = V]

L8L, 8/7

121 < C |[(lullse + 1 vI3s2) = vl 12
< CT1/2(||U||L?L§2 + ||VHL?L}2)||U_ VHL?‘L}(2

S CT1/2R2||U7 VHL8W1 12/5.

Luego, para T pequefio, .7 es una contraccién en Bg.



Concluimos pues, gracias al Teorema del Punto Fijo de Banach, que dado
cualquier dato inicial uy € H!, la ecuacién no-lineal NLS en R3 posee una
solucién u(t), definida por un instante de tiempo T > 0 pequefio, de la
formulacién de Duhamel.

Sin embargo, entender esta solucién para tiempos largos es un problema
no trivial.



