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Vamos a hacer una pequefia disgresion para estudiar de manera somera el
problema que originé las estimaciones de Strichartz en los '80.

Este problema se conoce como el de restriccién, y su problema dual el
de extension.

A dia de hoy, atn hay problemas abiertos relativos a estos tépicos, pero
son complicadisimos.



Para efectos de este video, trabajaremos en R9*! en lugar de RY.

Recuerdo. La transformada de Fourier en R+ de f € L} estaba dada
por

F()E) = F(E) = ey [ e EF(x)d
Ademas, se cumplia que
Z YR - Q(RY),

es decir, la transformada de una funcién L' converge a cero en infinito y
ademas es continua en todo punto.



Por lo mismo, la restriccién de f a una hipersuperficie S en R9+1 (por
ejemplo, de dimensién d), esta bien definida:

f‘s hace sentido.

Ademas se tiene,
1] Jlemgs) < callFlluy-

Por otro lado, si f esta solamente en L2, Plancharel nos dice que f € L2,
pero nada adicional.

Por lo mismo, f‘s puede no tener sentido.



El problema de restriccion de la Transformada de Fourier es el
siguiente:

Dada S hipersuperficie en R9*! fija con medida de Lebesgue do
(compacta, no compacta, variedad, acotada, no acotada, etc.), y dados
p,q, Lexiste C > 0 tal que

I7 leacs.do) < ClIFllp?

Este problema es extremadamente complicado para ciertas geometrias y
valores de la dimensién d.



Caso facil: p=1, |S| < 4. Entonces felyparal<gq< oo,

I Neags.doy < Clifllg-

Teorema de Stein-Tomas. Sea S C RY*t! hipersuperficie compacta de
curvatura gaussiana distinta de cero, de dimensién d (por ejemplo, una
esfera).

Entonces, Vp € [1,p*], la tr. de Fourier .Z : .#(RI+1) — 7 (RI*1) se
extiende de manera continua a LPNL! y se tiene

3C>0 tq VFelPnlLt, ||f5||Lz(57dG)§CHf||L§.

Aqui, p* = 2(;;;2). Ademas, p* es optimal, en el sentido que si p > p*, la

desigualdad es falsa.




Stein-Tomas conjeturaron que se puede reemplazar L2 por L! si

1<p< 2(;?21), es decir, existe C > 0 tal que

1| Jlia(s.a0) < CliFllp, VEeLPOL,

Hasta ahora, este resultado se ha probado sélo para d+1=2y S=
esfera.



Por qué la curvatura es importante? Sea

f:f(X17X2a"'7Xd+l): (X2a"'7Xd+1)a

M

con y € C5(RY). Notemos que f € LP si p>1, pero f & L.
Sea S:={& € RI*! : & =0} un semi-plano (en particular, de curvatura

cero). Entonces f‘s explota:

f‘sz £(0,E,...,Eq11)

e i(0x1+8axat. +Eg11%d+1) v, ozddl/ Xd+1) dx = +oo.
X 14 ‘X1|



Relacion entre el problema de Restriccion y Strichartz.
El dual del problema de restriccion es el problema de Extensién.

Dada S hipersuperficie de R9*1, sea
Esal)i= [ e Fe(8)dt.

con g:S— R, xeRI*L,

Problema. Existe C > 0 tal que

||E5g||Lp’(Rd+1) < C”g”Lq’(sﬁd(;)a Vg € LrnLe?



Caso particular: Schrédinger en R,

Se tiene, para ug € .7 (RY),
e B uo(x) = F e M i (8)
_ Cd/'eix-ée—itlé\zgo(g)d};

Cd/(éﬁw)65 ei(x,t)~(§-,W)g(§’W)dG(g,W)’ g(&,w) = bo(&).

Aqui, S ={(&,w) € RI*FY © w = —|E|?}, es decir, un paraboloide
centrado en el origen en Rt

Notar que la solucién de Schrédinger lineal se puede escribir como un
problema de extensién, dual del problema de restriccion.



De esta forma, i.e. como problema de extensién, Strichartz prob6 que
le" 4 uoll 2+ara < Clluol 2

Notar finalmente que (g,r) = (2+4/d,2+4/d) es admisible, esto es
2 _ g1 _ 1

Fueron Ginibre y Velo los que traspasaron estas estimaciones a
ecuaciones dispersivas.



Proximo video: Ecuacién de Airy, integrales oscilatorias.



