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Recuerdo

Recordemos el problema de control estocastico en horizonte finito

v(t,x)= sup J(t,x,a),
a€A(t,x)

donde el funcional J: [0, T] x R" x A(t, x) — R esta definido por

-
J(t,x,a) =E {/ f(s, X, as)ds +g(X;-’X)] ,
t

y el proceso controlado sigue la dinamica

dXs = b(Xs, as)ds + o(Xs, as)dW.
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Recuerdo

Recordemos el problema de control estocastico en horizonte finito

v(t,x)= sup J(t,x,a),
a€A(t,x)

donde el funcional J: [0, T] x R" x A(t, x) — R esta definido por

-
J(t,x,a) =E {/ f(s, X, as)ds +g(X;-’X)] ,
t

y el proceso controlado sigue la dinamica

dXs = b(Xs, as)ds + o(Xs, as)dW.

Definimos el operador diferencial asociado a dicha dindmica

1
L%v = b(x,a)'Dyxv + Etr (U(X, a)o ' (x, a)Dﬁv) .
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Célculo diferencial estocastico

Definimos el operador diferencial asociado a dicha dindmica
a t 1 T 2
L?v = b(x,a)' Dyv + Etr (U(x, a)o ' (x,a)D; v) .

Definicion: Férmula de Ito

Sea f una funcién de clase C1:2([0, T] x R") y sea X una solucién de la EDE
dXy, = b(Xy, ow)du + o (Xu, aw)dW,.

Entonces para cualquier t > s se tiene
£(t, Xe) = £(s, xs)+/ (u, Xa) + £ F(u, X)du

+/ Dy f(u, Xu) o (u, Xy)dW,,.

Idea: Evaluando la funcién valor en el proceso controlado nos da

t+h
v(t+ h X)) = vt x +/ (— + £ ) (s, X;*)ds + martingala (local).
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Ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman

Definicion. La ecuacién HJB asociada al problema de control estocastico en horizonte
finito es

7%“’7)() - H(t,X, DXV(t7X)7 D)%V(t,X)) = 07 V(t,X) € [07 T) X an

v(T,x) =g(x), VxeR"

Donde el Hamiltoniano asociado estd dado por

1
H(t,x, p, M) = sup |b(x,a)p + Etr(O'O'T (x,a)M) + f(t,x,a)| .
acA
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Teorema de verificacion

Teorema. Sea w una funcién en C32([0, T] x R") que satisface
Iw(t,x)| < C(L+[x[?), ¥(t,x) € [0, T] x R".
Supongamos que w(T,:) =gy que

ow

ot (t,x) — H(t, x, Dxw(t,x), D2w(t,x)) =0, ¥(t,x) € [0, T) x R".
Supongamos ademds que existe una funcién medible &(t, x) con valores en A tal que

sup [L2w(t, x) + £(t,x, )] = LY w(t, x) + F(t, x, &(t, X)),
acA

y tal que la EDE
dXs = b(Xs, &(s, Xs))ds + o(Xs, &(s, Xs))dWs

tiene una unica solucién, denotada )A(st’x, de condicién inicial X; = x, tal que el
proceso & := {&(s, X{™) : s € [t, T]} pertenece a A(t, x).

Entonces w = v, es la funcién valor del problema y el control & es 6ptimo.
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Teorema de verificacion

Demostracién. (i) Como w es de clase C12([0, T] x R"), tenemos para todo (¢, x),
para todo control o € A(t,x), s > t y todo tiempo de parada 7 > t

t,x SAT 8W t,x « t,x
w(s AT, X5 ) = w(t,x) + E(u7 X5 )du + L% w(u, X;™)du
t

SAT
+/ Daw(, XE) e (XE*, cr)dWe.
Jt
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Teorema de verificacion

Demostracién. (i) Como w es de clase C12([0, T] x R"), tenemos para todo (¢, x),
para todo control o € A(t,x), s > t y todo tiempo de parada 7 > t

t,x SAT 8W t,x « t,x
w(s AT, X5 ) = w(t,x) + E(u7 X5 )du + L% w(u, X;™)du
t

SAT
+/ Daw(, XE) e (XE*, cr)dWe.
Jt
Escogiendo tiempos de parada convenientes, por ejemplo
S
Tn=inf{s > t: / [Dew(u, XE*)eo (XX, o) |du > n},
t

notemos que 7, — oo cuando n — oo y el término en rojo arriba es una martingala.
Tomando esperanza se obtiene

t,x SATh ow t,x ay t,x
E [W(S A Tn, XsATn)] =w(t,x)+E E(MXU’ )du + LY w(u, X;)du
t
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Teorema de verificacion

Como w es solucién de la ecuacién HJB, para todo control « se tiene

0
O 1, X0 + £l XE) (0, X 0) <0, ™)

y por lo tanto sigue que

SATp
E [W(S A T,,,Xst/’\x,rn)] <w(t,x)—E [/ f(u, X, ay)du
t

MA4703 - Control Optimo Héctor Ramirez, Nicolds Herndndez Control éptimo estocastico: Sesién 3



Teorema de verificacion

Como w es solucién de la ecuacién HJB, para todo control « se tiene

0
O 1, X0 + £l XE) (0, X 0) <0, ™)

y por lo tanto sigue que
SATp
E [W(S A T,,,Xst/’\x,rn)] <w(t,x)—E [/ f(u, XJ‘X,au)du} .
t

Omitiendo algunos detalles técnicos (todos los términos anteriores estdn acotados por
variables integrables) podemos hacer n — oo y usar el teorema de convergencia
dominada para obtener

E [w(s, X!*)] < w(t,x) —E {/t F(u, Xﬁ’x,au)du] .

Como w es continua, hacemos ahora s — T y obtenemos por el teorema de
convergencia dominada

E [g(x;X)] < w(t,x) —E [/f f(u, Xj’x,au)du} . Vo€ At x).

lo que implica, por la arbitrariedad de «, que v < w.
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Teorema de verificacion

(ii) Para demostrar la igualdad de estas funciones y la optimalidad del control &,
. . o t,Xx

repetimos los pasos anteriores esta vez con w(u, X,”*) y notando que el control

&(u, Xg™) alcanza la igualdad en (1). Por lo tanto

E [w(s, Xt%)] = w(t, ) ~ E u Flu, X5, &(u, RE¥))du
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Teorema de verificacion

(ii) Para demostrar la igualdad de estas funciones y la optimalidad del control &,
. . o t,Xx

repetimos los pasos anteriores esta vez con w(u, X,”*) y notando que el control

&(u, Xg™) alcanza la igualdad en (1). Por lo tanto

t

S
E [W(s,)A(St’X)] =w(t,x) —E |:/ f(u, X2, a(u, )A(Lf’x))du:| .
Haciendo s — T, sigue entonces
T A A A
w(t,x) =E |:/ f(u, XEX, a(u, X)) du +g(X.§.’X)i| = J(t, x, &).
t

Lo que implica que w < v. Por lo tanto w es igual a la funcién valor, w = v y el
control & es 6ptimo.
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Aplicacién en finanzas

Distribucion de portafolio.

Recordemos el mercado financiero con dos activos, con precios de dindmicas

dS? = rSdt,
dS; = uStdt + oS dW;.
Un agente invierte dindmicamente una proporcion «; de su riqueza en el activo

riesgoso y (1 — a¢) en el activo sin riesgo. El control o toma valores en un conjunto
A C R cerrado y convexo.

El proceso de riqueza (portafolio autofinanciado) sigue la dindmica

Xrovt Xt(l - at)
dX: = ds, —_—
t S, t + 59

Xt(atu + (1 — Oét)l‘)dt + XtOctO'de.

ds?

Denotamos por A el conjunto de procesos adaptados, con valores en A, y tales que
fOT |as|?ds < oo c.t.p. Definimos la funcién valor del agente como

v(t,x) = sup E[U(X$)], (t,x) € [0, T] x Ry.
acA
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Aplicacién en finanzas

Asumiendo una funcién de utilidad del tipo CRRA, con p € (0,1)

xP

el problema se puede resolver explicitamente. La ecuacién HJB asociada es
_%(t’x)_sup [an(t,x)] =0, (t,X) € [07 T) XR-H
acA
W(sz): U(X)7 X€R+)
2
con L2w(t,x) = x(ap + (1 — a)r)g—';’ + %X23202‘27'g’.
Por separacion de variables, buscamos una solucién de la forma w(t, x) = ¢(t)U(x),
para una funcién positiva ¢ que satisface

¢'(t) +pp(t) =0, §(T)=1,
con

1
p=psupla(p —r) +r — =a*(1 — p)o’],
acA 2

lo que nos da ¢(t) = exp(p(T — t)).
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Aplicacién en finanzas

Por lo tanto
w(t, x) = exp(p(T — 1) U(x).
Notemos que la funcién
1
a—alp—r)+r— 532(1 —p)o?,
es estrictamente cdncava en el convexo cerrado A por lo tanto alcanza un maximo en
algtin 4, que también maximizard a — L?w(t, x) para todo (t, x).

Tenemos por lo tanto (usando el teorema de verificacién), que w arriba es la funcién
valor, el control éptimo es constante igual a 4 y el proceso de riqueza correspondiente
dX: = Xe(8p + (1 — 8)r)dt + XedodW,.

Por ejemplo, en el caso irrestricto para el agente, A = R, se obtiene

p—r p:(u—r)z P
a2(1—p)’ 202 1-p

4= + rp.
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Caso de horizonte infinito

Funcién valor de un problema en horizonte infinito:

oo
v(x) = sup ]E{/ e’Bsf(X:"’ﬂas)ds}.
aEA(x) 0

Definimos el Hamiltoniano H : RY x RY x R%4 — R como

H(x,p, M) := ::5 (b(x, a)-p+ %Tr(a(x7 a)o | (x, a)M) + f(x, a)).

La ecuacién Hamilton-Jacobi-Bellman asociada al problema es

Bv(x) — H(x, Dxv(x), va(x)) =0, Vx € RY.
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