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Primitivas con Cambio de Variable

Ejercicios Propuestos:

Nota: Como saber que cambio hacer??

Principalmente ver como transformar mediante el cambio de variable a una primitva conocida.

También para facilitar al momento de despejar algunas funciones, por ejemplo: [ cos(z — 1)dz el cambio

u = x—1 = du = dz, con este cambio nos quedara una primitiva conocida: [ cos(u)du = sin(u) = sin(x —1)+C

—_

/a:\/l—llwdx

Hacer cambio u = In(x), du = &

= arcsin(u) = arcsin(In(z)) + C

[srert= | e

\V)

3x
(&
' /14—62956[3c

Hacer cambio u = €%, du = e*dx

3x 2d 1
/ﬁdm - / 1U+ 52 - /1 - mdu = u — arctan(u) = e* — arctan(e®”) + C

3. /(;13 — )V + 4dz

Hacer el cambio u = x + 4, du = dzx

ol

[ 1vaide = [(w—s)idu= [u} ~subau= 20 102 2T WA

4. /cos(:z)5 sin(z)dx

Hacer cambio u = cos(x), du = — sin(z)dz

6 6
/cos(x)5 sin(z)dx = —/u5du v _ cos(x) LC
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Primitivas con Trucos Tipicos

Caso Logaritmo:

Ejercicios Propuestos:

/ er P d
B A
erz6 4+ 2017e

El primer paso es simplemente simplificar los e”, pues e* > 0

T .5 6

[t e b [0y, SO0, 2000

erxb +2017er 6. 26+ 2017 6 6
/ dx

arctan(z)(z2 + 1)

1
———dx
d.’l: 332 + 1

/ arctan(z)(z2 + 1) / arctan(z) n(|arctan(z)|) + C

Caso a? + z2:

Ejercicios Propuestos:

1
——dz
/ va? + x?

Usando el cambio asinh(u) = z, a cosh(u)du = dx.

Lgu="Ly="1 —argsinh(%) + C

/ 1 do — / a cosh(u B a
\/CLZ +3§'2 1/(12 COSh2 |CL‘ ‘CL| |(I|

1
[
V2 4+ 22422

Primero se necesita completar el cuadrado dentro de la raiz

1 1
—dx:/—dx
/\/2+x2+2x V14 (x+1)?

Hacer el cambio sinh(u) = (z + 1), cosh(u)du = dx

= u =argsinh(z + 1) + C

/ 1 / cosh(u
\/m Cosh

Nota: El cosh siempre es positivo.
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Caso a? — z%:

Ejercicios Propuestos:

1
/ va? — xde

Hacer el cambio asin(u) = x, acos(u)du = dz

a cos acos(u)du  a

/\/oﬂl—igc2 /\/W la|cos(u)  |a

= — =

lal

a arcsin(g) +C
a

1
—dx
/ VAx — x2

Primero completar el cuadrado dentro de la raiz

/ I R / 4z
Vidx — 2?2 VA — (z—2)?
Hacer el cambio 2sin(u) = (z — 2), 2 cos(u)du = dz

2 cos(u 2 cos(u)du

1
/ Vix — xQ V4 cos2 2 cos(u)

= u = arcsin(

xr— 2

)+ C

Nota: El coseno es positivo en los intervalos en que estan definidas estas primitivas.
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Caso 22 — a?:

Ejercicios Propuestos:

1
/x2 —anx

Se presentaran dos formas de resolverla, la primera mediante el caso, pero tiene el problema que solo es valida
para |z| > |a|.

Hacer el cambio asec(u) = x, asec(u) tan(u)du = dx

/ 1 dr — / asec(u) tan(u)du _ / sec(u)du /cosec(u)du _ In(] cosec(u) + cot(u)|)

z? — a? a? tan?(u) atan(u) a a
/ 2
z? — a? a

La segunda forma sirve para cualquier |z| # |a| y es mediante fracciones parciales:

1 1 1 1 |z — al
/xZ—ag * 2a/x—a sta (\x+a\)+

1
—_—dx
/ Va2 + 4z

Primero es necesario completar el cuadrado dentro de la raiz

/\/ﬁdaz:/mdz

Hacer el cambio 2sec(u) = = + 2, 2sec(u) tan(u)du = dx

/\/ac21—|—74x /QSe\c/émtjindu /sec In(| sec(u) + tan(u)|)

x+2 a:2+4a;

=1
n(l ™5

[ e )+C
Vi 44z

Observacién: Como en muchas pautas de ejercicios similares veran que el moédulo esta omitido para
simplificar los célculos (solo se le agregaria un menos que se puede sacar y los calculos serian los mismos), pues
como son primitivas y no integrales definidas (las veran antes del C2) no se es tan riguroso, pues no se tiene
claridad de en que intervalo se esta trabajando. En controles de afos pasados pueden verificar que se asume
positivo para simplificarlos y no tener problemas en el calculo de la primitiva que es la intencién del ejercicio.
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2k+1 2k+1.

Caso sin(az) V cos(ax)

Ejercicios Propuestos:

/sin(3:n)3d:£

Hacer el cambio sin3(3x) = (1 — cos?(3z)) sin(3x)

3 3(3
cos(3x) 4 cos (3x)

c
3 9

/sin(Bm)?’d:U = /sin(?)x) — cos?(3x) sin(3x)dx = —

/cos(2x)7dx

Hacer el cambio cos”(2x) = (1 — sin?(22))3 cos(2z) = (1 — 3sin?(2z) + 3sin*(22) — sin®(2z)) cos(27)

/cos(2a:)7da: = /cos(2x) — 3sin?(2x) cos(2x) + 3sin*(2z) cos(2z) — sin®(2x) cos(2x)dx

sin(2z)  sin3(22) N 3sin®(2x) B sin”(2z)

/Cos(2x)7daz == 10 T4 +C

Observaciéon: Si en el calculo de la ultima primitiva no se ve de manera directa, recurrir al cambio
u = sin(2z)
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Caso sin(az)?* V cos(ax)?*:

Ejercicios Propuestos:

/008(43:)6(13:

Haciendo el cambio: cos?(4x) = 5

1 + cos(8x) = cosd(4z) =

(1 + cos(8x))3
8

3 3cos(16x)

1 1
cos(4x)8dx = = [ 1+ 3cos(8z) + 3 cos?(8z) + cos®(8z)dz = = [ 1+ 3cos(8z) + = + + cos®(8x)dal
8 8 2

/cos(4x)6dx = % /g + 3 cos(8x) + 3cos§16x) + cos®(8z)dzx, con cos®(8z) = (1 — sin?(8z)) cos(8x)
/cos(4x)6d9: = % /g + 4 cos(8x) + 3cos§16m) — sin?(8x) cos(8x)dx

/COS (45l = é ( %x N sin(28x) N 3sir13(216x) B sini;isx)) Le

/sin(3m)2dm

Haciendo el cambio sin?(3x) = 1_038(61:)

/sin(3m)2dm = ;/1 — cos(6z)dr = g - S1nl(26w) +C

Primitivas de Fracciones Racionales

Ejercicio Propuesto:

4
[ere—®

Haciendo fracciones parciales se tiene que:

4 2 2
(z+D(z—1) 2z—-1 x+1

|z — 1| x—1

4 2 2 2
/(a:—i—l)(:c—l)dx /3:—1 $+1dx n(’m+1‘)+C n(<x+l> )+C
2
[P
v+ 2x+ 2

Lo primero es notar que no se pueden hacer fracciones parciales, por lo tanto se hara un pequefio ni quita ni pone:

2

X
— T = [1
/x2+2x+2x /

2+ 2

_ 2
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Caso R(sin(z),cos(x)):

Ejercicios Propuestos:

/sinl(x)dx

2dt
Usando el cambio ¢ = tan(%), o= dz
Calculand bti in(zx) 2t
alculando se obtiene que: sin(z) = ——
d t2+1
1 2dt 241 dt x
de = | —— "~ = [ Z = In(t|) = In(|tan(Z)|) + C
/Sin(x) l’ 1+1t2 2t / t n(‘ D n(| an(2)|) +
/ Cf)S(Qj) — sin(z) de
sin(z) + cos(x)
2dt
Usar cambio ¢ = tan(%), o=
Calculando se obti in(z) = -2 (1) = 170
alculando se obtiene que: sin(x) = cos(z) =
a Zr1”’ Lt ¢2
1— ¢ 2t
/ cos(x) — sin(m)d 1+ 241 2dt / (1 — 2t —t2)2dt
—_—ar = =
sin(x) + cos(z) 2t N 1—t21+1¢2 (142t —¢2)(1 +t?)
t24+1  1+1¢2

Usando fracciones parciales se tiene que:

(1-2t—¢*) 1—t ¢
(142t —t2)(1+12)  1+2t—1t2 1+12
cos(z) — sin(z / 2—2t 2t |1+ 2t — 2|
dr = — dt = In(————
sin(z) + cos(z v (1+2t—1t2) (1+12) a( 142 )

|14 2tan(5) — tanz(%ﬂ) _ ln(’l + 2tan(3) — tan?(%)|
1+ (tanQ(%)) secQ(%)
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Primitivas por Partes

Ejercicios Propuestos:

/ f~Y(x)dz, conociendo / fu)du = F(u)

Primero se usara el cambio f(t) =z, f/(t)dt = dx

/f r)dr = /tf’(t)dt

Escogiendo u =t y dv = f'(t)dt, se tiene que:

[ £ @yda =110 = [ 1)dt = tr@0) = P@) = £ @a = P @) +C

rz—1
/xln(|x+1|)dx

Se haran dos casos para no trabajar con el médulo primero caso z < —1V 1<z

—1
Escogiendo ln(m ) =uy dv = xdzx, se tiene que:
T

+1
rz—1 x—1 22 22 +1 2 x—1 2? z?
] —1 T 2 dr=1 Ty r
/x n(gp)dr =75 27— 1(x +1)2d$ nC7)3 /(ac—l)(:n—i—l)dw
x—1 x—1 :1: |z — 1], 1. |z—1]
1 dz = In( —  dr=1 — -1 C
/9” (e =95 / T x—i—l) N n(|x+1y> —ro gl

En los dltimos pasos se uso un ni quita ni pone para bajar el grado del numerador en la fraccién, los
modulos (de manera innecesaria, pues lo de adentro del logaritmo es positivo por el caso) y la dltima integral
se calculo de manera directa apoyandose en el ejercicio propuesto de la pagina 4.

Caso z € (—1,1)

—(z-1)
r+1
—(z—1) B (r—1) x+1 -2 L —(z=1) 27 z?
/xln(i)d:c—ln(iijl R ATy x+1)2daz—ln(7x+1 )2—/(:61)( +1)dx
|z 1]
|z + 1]

Escogiendo In( ) =uy dv = xdzx, se tiene que:

/xln(M)d$:1n(M)2_/1+mdx In (‘$—1|)7_ _71 ( )—|—C

x+1 |z + 1]

La dultima linea presenta un desarrollo similar al caso anterior, juntando los dos casos se tiene que la
solucién es:

x—1 |z — 1|, = 1. |xz—1]
1 d In — =1
[ (s = <‘x+1|> o=+ C
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Ejercicios Propuestos:

. /$26_md$

Indicacion: Hacer 2 veces por partes

/xQe_a’dm = e (2?+2x+1)+C

/ 9(x)g'(z)
V1+g(x)?

Indicacion: Hacer cambio de variable

g(x)g'(x)
/ Tl = J1+g@)2+cC

. /arcsen(x)da:

Indicacion: Hacer por partes

/ arcsen(z)dx = xarcsin(z) + V1 — 22+ C

. /sin(:v)24 cos(x) cos(a)dx

Indicacion: Hacer cambio de variable

. o1 d — sin?®(z) o
/sm(x) cos(z) cos(a)dr = o cos(a) +
cos(z) .
1 + sin(z)

Indicacion: Revisar el caso correspondiente

cos(z) ., _ In(1 +sin(z)) + C

1+ sin(x)

1
—_—
/\/1x+3—x2 g

Indicacion: Completar el cuadrado y revisar el caso correspondiente

. 2 1
= arcsin(

1
| = NN
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ex
7. | 5———d
/629” et 41

Indicacion: Hacer un cambio de variable, completar el cuadrado y revisar el caso correspondiente

e’ 2 1
/ mdfﬁ 7 arctan(T( )) —+ C

s | T it o™

Indicacion: Hacer fracciones parciales y calcular cada primitiva

A+ ™= 1 2 2

x In(x? +1 arctan(x In(|z +1
[ (¢ +1) , arctan(z) Iz +1)

dx, hacer de una forma diferente a la del caso anterior.

0. /cos(x) — sin(z)

sin(z) 4 cos(x)

Indicacion: Revisar el caso correspondiente

cos(x) = sin(x) et L cos(a
/sin(a:)-i-cos(x)d In(| sin(z) + cos(z)|) + C

x? arc tg(z
10.
/ 14 22

Indicacion: Hacer un ni quita ni pone para hacer dos primitivas de diferentes casos

In(z2 +1) arctan?(x)
2 2

/ r? arctg(x)

C
1+ 22 +

dx = xarctan(x) —

11. /ln(1+x2)dx

Indicacion: Por partes

/ln(l + 2%)de = zln(z? + 1) — 2z 4 2arctan(z) + C

12. /de
Vz2 + 2017

Indicacion: Hacer cambio de variable

der =nvax2 +2017+C

T
/ Va2 + 2017
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13. /e“msin(bx)d:c

Indicacion: Hacer dos veces por partes

/e‘m sin(bx)dz “(asin(bx) — beos(bz)) + C

- a2+b26

14. /:1:2 In(z)dx

Indicacion: Hacer por partes

3 3
/3:2 In(z)dx = % In(z) — % +C




