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P1. Sea S la superficie de la elipsoide de ecuacién:

P2.

2
i
7+y2+22:1
a

a) Dado # € S encuentre la normal unitaria exterior 7 de S en Z. Para ello use la funcién:

a? 2 2
T,Y,2) = — z¢—1
9(x,y,2) = 5 +y" +

Note que S corresponde a la superficie de nivel cero de g. Si llamamos II al plano tangente
de S en Z recuerde entonces que el gradiente de g en T es perependicular a II.

Encuentre la ecuacién de II. Muestre que el vector p'= (Z-n)n verifica la ecuacién de I y
que es perpendicular a este. Notar que f = Z-n corresponde a la distancia entre el origen

y I

Muestre que:

| [ ra4=ina

_, x
F(I7yvz) = (?79) Z)

Considere el campo vectorial:

Muestre que Fes paralelo a 7.
Pruebe que f = 1/(F - 1) sobre S.

Muestre que:
2
//1dA:47T 2a° +1
Sf 3 a

f(2) = 2Re(2)Im(2) + iMod(z)

Estudie la derivabilidad de:

Y calcule f/(2) cuando exista.

Determine los ceros y polos (con sus 6rdenes) de la funcién:

2% sin(2)

f(z):m

Propuesto: Use las férmulas de Cauchy y Residuos para calcular 557 f(2)dz, donde ~ :

|lz—1—id|=7r>0.
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Dado & € S encuentre la normal unitaria exterior 7 de S en Z. Para ello use la funcién:

z? 2 2
g, y,2) = 5 +y +2" -1
a

Note que S corresponde a la superficie de nivel cero de g. Si llamamos II al plano tangente de
S en T recuerde entonces que el gradiente de g en ¥ es perependicular a II.
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Note que S corresponde a la superficie de nivel cero de g. Si llamamos II al plano tangente de
S en T recuerde entonces que el gradiente de g en ¥ es perependicular a II.

o Evidentemente S corresponde a la superficie de nivel cero de g pues los vectores tales
que g(z,y, z) = 0 satsifacen la ecuacién de S.




Dado & € S encuentre la normal unitaria exterior 7 de S en Z. Para ello use la funcién:
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g, y,2) = 5 +y +2 -1
a

Note que S corresponde a la superficie de nivel cero de g. Si llamamos II al plano tangente de
S en T recuerde entonces que el gradiente de g en ¥ es perependicular a II.

o Evidentemente S corresponde a la superficie de nivel cero de g pues los vectores tales
que g(z,y, z) = 0 satsifacen la ecuacién de S.

e Siguiendo la indicacién, para buscar un vector normal simplemente calculamos:

2
Vy(z,y,2) = (a% 2y, 22)
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o Para que el vector quede unitario dividimos por su norma:

2z
772 72
()

V4 2y + 222

n =
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Encuentre la ecuacién de II. Muestre que el vector p'= (Z - f)n verifica la ecuacién de IT y que
es perpendicular a este. Notar que f = & - 7 corresponde a la distancia entre el origen y II.




Encuentre la ecuacién de II. Muestre que el vector p'= (Z - f)n verifica la ecuacién de IT y que
es perpendicular a este. Notar que f = & - 7 corresponde a la distancia entre el origen y II.

e Por definicién:

N={gecR®: (§j—&) - -a=0}




Encuentre la ecuacién de II. Muestre que el vector p'= (Z - f)n verifica la ecuacién de IT y que
es perpendicular a este. Notar que f = & - 7 corresponde a la distancia entre el origen y II.

e Por definicién:

e Para ver que p verifica la ecuacién, simplemente reemplazamos:

-

(F-%)-h=(F A)hA—%) - A=F-A—F-n=0

Luego p satisface.
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Encuentre la ecuacién de II. Muestre que el vector p'= (Z - f)n verifica la ecuacién de IT y que
es perpendicular a este. Notar que f = & - 7 corresponde a la distancia entre el origen y II.

e Por definicién:

e Para ver que p verifica la ecuacién, simplemente reemplazamos:

-

(F-%)-h=(F A)hA—%) - A=F-A—F-n=0

Luego p satisface.
e p es perpendicular a II porque tiene la misma direccién que 7.

o Para ver que f corresponde a la distancia entre el origen y II recordar que podemos
pensar el producto punto como:

Z - n = |Z||7| cos(a) = |F| cos(x)

Donde « es el dngulo comprendido entre Z y 7.
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Problema 1 (c)

Muestre que:

//SfdA = dra

Teorema de la divergencia de Gauss

Sea Q C R3 un abierto acotado ) cuya frontera es una superficie regular por pedazos, orientada
segun la normal exterior. Sea F:U C R? — R? un campo vectorial de clase C'!. Entonces:
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Problema 1 (c)

Muestre que:

//SfdA = dra

Teorema de la divergencia de Gauss

Sea Q C R3 un abierto acotado ) cuya frontera es una superficie regular por pedazos, orientada
segun la normal exterior. Sea F:U C R? — R? un campo vectorial de clase C'!. Entonces:

[ 7 1= ] oo
[ = s

e En nuestro caso:
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//SfdA = dra

Teorema de la divergencia de Gauss

Sea Q C R3 un abierto acotado ) cuya frontera es una superficie regular por pedazos, orientada
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o Por el teorema:
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o Se concluye recordando que el volumen de un elipsoide como el nuestro viene dado por

(?):

e En nuestro caso:
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Problema 1 (d)

Considere el campo vectorial:
F(2,y,2)

(m )
7’2
a2y

Muestre que Fes paralelo a n.
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Considere el campo vectorial:

. T
F(x,y,z) = (aiz’yaz)

Muestre que F es paralelo a n.

o En efecto: R
2F

VG + e+ o2
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Considere el campo vectorial:

. T
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VG + e+ o2

o Es decir: .
kF =n

Con k € R, por lo que Fes paralelo a n.
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Pruebe que f = 1/(F - n) sobre S.




Pruebe que f = 1/(F - ) sobre S.

e Propuesto... 3)




Pruebe que f = 1/(F - ) sobre S.

e Propuesto... 3)




Muestre que:

2
/ ldA:g(% +1)
s f 3 a




Muestre que:

[ f5=5 (2)

o Usando la parte anterior sabemos que:

=F-#

L
f




Muestre que:

// fdA*?<M)

o Usando la parte anterior sabemos que:

e
I
Tl
>

o Nuevamente por el teorema de Gauss:

//s%dA://Sﬁ'ﬁ:///Qdiv(ﬁ)dv
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Muestre que:

// fdA*?<2a +1)

o Usando la parte anterior sabemos que:

e
I
Tl
>

o Nuevamente por el teorema de Gauss:

//s%dA://Sﬁ'ﬁ:///Qdiv(ﬁ)dv

- 1
div(F) = — +2
a

[ L= Gooa) [ = (oo (52

e En este caso:

e Y asi:
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Estudie la derivabilidad de:

f(z) = 2Re(z)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.
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Estudie la derivabilidad de:

f(z) = 2Re(z)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

Condiciones de Cauchy-Riemann

Una funcién de variable compleja f : 2 C C — C es derivable en zg € 2 ssi es derivable en
(%0, o) como funcién de R? en R? y ademés se satisfacen las condiciones de
Cauchy-Riemann:

ou

ov
a(wovyo) = gy(i?o,yo)

ou ov
gy(ﬂ?oyyo) = —%(Io,yo)
En tal caso:

0 Ov
I'(20) = af:(ﬂco,yo) + z%(wm Y0)
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Problema 2 (a)
Estudie la derivabilidad de:

f(2) = 2Re(z)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.
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Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(2) = 2Re(z)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

@ Queremos usar las condiciones de C-R, asi que comenzamos por escribir f en términos
de z,y. En nuestro caso, para z = x + iy:

f(2) = 2zy +ivV2? + 42 = u(z,y) +iv(z,y)
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Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(2) = 2Re(z)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

@ Queremos usar las condiciones de C-R, asi que comenzamos por escribir f en términos
de z,y. En nuestro caso, para z = x + iy:

f(2) = 2zy +ivV2? + 42 = u(z,y) +iv(z,y)

@ Derivamos:

ou ou
_ =2 - =2
e (=, y) = 2y, oy (z,y) =2z

Bv( ) x Bv( ) y
a_ ) =} -z, = Y
oz Y V2 +y2 Oy Y V2 442
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Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(2) = 2Re(z)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

@ Queremos usar las condiciones de C-R, asi que comenzamos por escribir f en términos
de z,y. En nuestro caso, para z = x + iy:

f(2) = 2zy +ivV2? + 42 = u(z,y) +iv(z,y)

o Derivamos: 5 9
u u
a. ) =2 ) a ) =2
o &Y =2y oy (z,y) =2z
Bv( ) x Bv( ) y
YY) = —F/—/, —\T,Y) = —F/—/—
Ox Va2 + 2 oy /22 + 42
e Las condiciones de C-R imponen que:

Y

2y = —,
R

2 =

x
VP
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Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(2) = 2Re(z)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

@ Queremos usar las condiciones de C-R, asi que comenzamos por escribir f en términos
de z,y. En nuestro caso, para z = x + iy:

f(2) = 2zy +ivV2? + 42 = u(z,y) +iv(z,y)

@ Derivamos: 5 9
u u
a_ ) =2 ) a. ) =2
o &Y =2y oy (z,y) =22
x ov y
= T " 7(27 y) = T
Vz2+y2 Oy Vr2 +y2

e Las condiciones de C-R imponen que:

a(m’y)

y T
Y= —r, 2= ————
/12 + y2 /232 + y2
e Usando estas dos identidades:
2zy = S =—-2zy = xzy=0
/1‘2 + y2
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Estudie la derivabilidad de:

f(2) = 2Re(2)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.
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o Para que xy = 0 necesariamente debe ocurrir que:

Leonel Huerte Tutoria Examen 6 de ener: 10/11



Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(z) = 2Re(2)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

o Para que xy = 0 necesariamente debe ocurrir que:
Q@ xr=0ey=0:

Leonel Huerte Tutoria Examen 6 de ener: 10/11



Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(z) = 2Re(2)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

o Para que xy = 0 necesariamente debe ocurrir que:
Q@ xr=0ey=0:
Pero en este caso la funcién queda mal definida (divisién por cero).

Leonel Huerte Tutoria Examen 6 de ener: 10/11



Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(z) = 2Re(2)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

o Para que xy = 0 necesariamente debe ocurrir que:
Q@ xr=0ey=0:
Pero en este caso la funcién queda mal definida (divisién por cero).
Q@ z=0ecy#0:

Leonel Huerte Tutoria Examen 6 de ener: 10/11



Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(z) = 2Re(2)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

o Para que xy = 0 necesariamente debe ocurrir que:
Q@ xr=0ey=0:
Pero en este caso la funcién queda mal definida (divisién por cero).
Q@ z=0ecy#0:
Luego, de la primera condicién de C-R:

1 1
Valtyi=ViR=o = y=4g

2

Leonel Huerte Tutoria Examen 6 de ener: 10/11



Problema 2 (a)

Estudie la derivabilidad de:
f(z) = 2Re(2)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f’(z) cuando exista.

o Para que xy = 0 necesariamente debe ocurrir que:
Q@ xr=0ey=0:
Pero en este caso la funcién queda mal definida (divisién por cero).
Q@ z=0ecy#0:
Luego, de la primera condicién de C-R:

1 1
Valtyi=ViR=o = y=4g

2

Q@ zx#0ey=0:

Leonel Huerte Tutoria Examen 6 de ener: 10/11
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Pero en este caso la funcién queda mal definida (divisién por cero).
Q@ z=0ecy#0:
Luego, de la primera condicién de C-R:
1 1
Vo2 +y :\/y2:5 = y:j:5

Q@ z#0ey=0:
Y de la segunda condicién de C-R:

Leonel Huerte Tutoria Examen 6 de ener: 10/11



Problema 2 (a)
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Lo que no puede ocurrir.
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Q@ z#0ey=0:
Y de la segunda condicién de C-R:

1
/22 4 42 = — =
+y 3
Lo que no puede ocurrir.

o Luego, la funcién serd derivable cuando z =0 e y = +1

5, es decir, para z = :I:i%,

Leonel Huerte Tutoria Examen

10 /11



Problema 2 (a)
Estudie la derivabilidad de:

f(z) = 2Re(2)Im(z) + iMod(z)

Y calcule f/(2) cuando exista.
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Determine los ceros y polos (con sus érdenes) de la funcidn:

€2% sin(z)

1) = 23(z +1)




Determine los ceros y polos (con sus érdenes) de la funcién:

€2% sin(z)

f(z):m

o Busquemos primero los ceros de la funcién. Es decir, aquellos z € C tales que:

f(z)=0
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