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Auxiliar 13:Complejos y polinomios
Ya no hay dias buenos o malos, solo hay matraca

01.- Numeros Complejos

[Formalidad]: Identificamos C = R?, de manera que se definen las operaciones + y - para z = (a,b),w = (¢,d) € C
por:

z4w =(a+c,b+d)

z-w = (ac—bd,ad + bc)

[Unidad Imaginarial: Se define i = (0,1)

[Forma cartesiana]: La expresién a + bi , a,b € R es la forma cartesiana de z = (a, b).
Ademas se define:

= Re(z) = a (Parte real)
= Im(z) = b (Parte imaginaria)

[Coordenadas Polares]: Para z € C\ {0} se define el par (r,6) € (0,00) x [0,27) donde:
» 7 es la distancia de z al origen, se llama modulo de z y se anota r = |z|.

= 0 es el angulo que se forma entre el eje X (real) y el segmento que une el origen con z. Se llama argumento
(principal) de z y se anota arg(z).

[Forma polar]: Para 6 € R anotamos ¢’ = cos(f) + isin(). La expresion |z[e?79(*) es la forma polar de z.
[Props varias]:
1) Vo, B ER, €@ - e = eloth
1) [zw| = [2] - [w]
) arg(zw) = arg(z) + arg(w) (mod 2m)
V) [2F] = [z[*
V) (eif)F = ¢ik0)
[Conjugado]: Sea z = a + bi € C, se define Z = a — bi
[Funcién Conjugado]: La conjugacién es un automorfismo en (C,+,-), es autoinversa y restringida a R es la
identidad.
[Desigualdad triangular]: Si z,w € C, entonces |z + w| < |z| + |w|.
[Raices: Sean w € C\ {0} y n > 2. Diremos que z es una rafz n—esima de w si 2" = w.

[Soluciones]: Sean w € C\ {0} y n > 2, si w = re?? (forma polar) entonces la ecuacién 2" = w tiene n soluciones,
dadas por:

. (0+27k)
n 1

wg = Jr-e

[Prop]: Sean w € C\ {0} y n > 2, entonces la suma de las raices n-ésimas vale 0:
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[Muchas propiedades]: Sean z,w € C

a) z=z.

)
)
)
) Si A € R, entonces \z = AZ.
) Re(z) = Re(z) y Im(z) = —Im(z).
§) Re(z) = 4(z+3) y Im(2) = £(: )
)
)
)
)
)

Si z # 0, entonces z~ ! = ‘71‘6_“”'-‘7(2)

1 z

02.- Polinomios

[Polinomio]: Si (K, +, ) cuerpo, llamamos polinomio en K (denotado p € K[x]) a una funcién:
p: K — K
v — pla) =Y pat
k=0
donde n € Ny p, € K constantes.

m
pki'?k y Q(JC) = Z qk-mk entonces:
0 k=0

[Igualdad de polinomios]: Si p € K[z] y ¢ € K[z] con p(x) =
k=
p=q& (n=mAVke€{0,..,1}, pr = g

[Grado]: Sip € K[z] con p(x) = p

pra® llamamos gr(p) = n con n el mayor numero tal que p, # 0. Si p(z) = 0
0

definimos gr(P) = —oo. -

Obs.: Si p, =1, p se dira polinomio ménico.

[Anillo de polinomios]: Si (K, +, ) es cuerpo, entonces (K|[z], +, ) es anillo conmutativo que no posee divisores
de 0.

[Suma y producto de polinomios]: Si p,q € K|[z] con gr(p) =n y gr(q) = m entonces gr(p+ q) < mix{n,m}

con:
méx{n,m}

P+a) ()= > (x+a)z"
k=0
Ademas gr(p - q) = gr(p) + gr(q)-
[Inversos|: En (K[z],+,-) los tnicos polinomios con inversos son los de grado 0.

[Teorema de la Divisién]: Sean p,d € K[x] con d # 0. Entonces existe un tnico par ¢,r € K[x] tal que

1. p=q-d+r
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2. gr(r) < gr(d)
Obs.: A ¢ se le llama cociente, a r resto, y d divisor de p con resto r.

[Teorema del resto]: Sea p € Klx] y ¢ € K[z] y ¢ € K. El resto de dividir P por el polinomio (z — ¢) es
exactamente p(c)

[Raiz]: ¢ € K es raiz de p € K[z] si p(c) = 0.

[Prop raices]: c € K es raiz de p € K[z] < (z — ¢)|p(z) (el resto es 0).
Definimos Z(p) como el conjunto de raices de p.

[Prop varias]:
1. Si ¢, ca, ..., ¢k raices distintas de p entonces (z — ¢1)(x — ¢2)...(x — ¢k ) |p(x).
2. Sip € K[x] con gr(p) = n > 1 entonces p posee a lo mas n raices distintas.
3. Seann >0y p,q € K[x] con gr(p) <nygr(q) <n.Sipy q coinciden en n+ 1 puntos, entonces son iguales.

[TFA (DAlembert)]: Si p € C[z] es tal que gr(p) =n > 1 entonces p posee al menos una raiz en C.
Se deduce mediante esto que el polinomio p debe poseer n raices en C.

[Factorizacién compleja]: Si p € C[z] es tal que gr(p) = n > 1 entonces existen a, ¢y, ..., ¢, € C y naturales
Uiyl > 1 tales que gr(p) =L+ ... + Ly v

p(x) = alz — )l (x — el
[Raiz conjugadal]: Si p € C[z] tiene todos sus coeficientes reales, y z € C es raiz de P entonces Z es también raiz
de p.

[Factorizacidén real]: Si p € R[z] es tal que gr(p) = n > 1, entonces existen «, ¢y, ..., Cm, D1, 42, -, Ds, ¢s € R tales
que:
p(z) = a(z —c1)..(x — cpn) (@ + prz + q1)..(2% + psx + q5)

Donde ¢, son las raices del polinomio y (2% + p12 + q1), ..., (#2 + ps2 + ¢5) no tienen raices reales, y a = p,, en p.
[Coeficientes enteros]: Sea p € R[z]. si © € Q (r y s primos relativos) es una raiz de p entonces r[po y s|pn-

[Ultima propiedad]: Si p € R[z] es ménico, con coeficientes py, ..., p,—1 € Z entonces toda raiz racional de p es
entera y divide a pg.

P1. MODULO COMUN:

a) Demuestre que las raices en C de la ecuacién de segundo grado z? + z + 1 = 0, son las raices
cubicas de la unidad, distintas de 1.

b) Sea z € C una raiz ctbica de la unidad, con z # 1. Pruebe que
(1+2°+(1+2%)7+(1+2%°% =62

P2. a) Demuestre que Vn € N, (1 —i)" + (1 +4)" € R.

b) Encuentre los valores n € N que satisfacen la ecuacién

(5 (5o

2 2

P3. a) Sean n > 2 un natural, z € C\ {0} un complejo dado, y {zo,...,2,—1} las raices n-ésimas de z.

Calcular:
n—1
T 1
k=0 “k
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b) Sean 21, 23 las soluciones de 22 — 2z + 2 = 0. Demuestre que:

((0) + 20 —1)" — ((0) + 22 — 1)"

21 — 22

Vn e N, V8 € R\ {kr|k € Z}, = sen(n#)(csc(9))",

donde (6) y csc(f) son, respectivamente, la cotangente y la cosecante de 6.
P4. Sean z1, zo € C complejos unitarios, y u,v € C, tales que:

21+ 29 = —u,

2129 = V.
a) Muestre que |u| <2y que |v| = 1.
b)
c)
d) Si las formas polares de u y v son |ule’¥ y |v|e? respectivamente, muestre que § = 2¢ + 2k7, para
algin k € Z.

Muestre que z7 + Z3 = —%.

Muestre que u = - v.

P5. Para k € N, con k > 2, denotemos por Uy, el conjunto de las raices k-ésimas de la unidad. Sean n, m € N,
con m,n > 1, y sea S el conjunto de soluciones en C de la ecuaciéon z" = z™. Muestre que:

a) Sim #n, S = UpynU{0}.
b) Sim=mn, S =[0,00) - Uazp, donde [0,00) - Ugpy, = {7 -w|r € [0,00) A w € Uy, }.

P6. [Factorizacion en Ry C]

a) Factorice en R y en C el polinomio p(z) = z* + 323 — 1222 — 132 — 15

b) Considere el polinomio p(z) = 27 + 22° — 2* + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(z) de
multiplicidad 2. Encuentre todas las raices y factorice p(x) en R[z] y Clz]

P7. Calcular los valores de a,b € R para que el polinomio P(x) = ax* + ba® + 1 sea divisible por ¢(z) =
% 4+ 2z + 1.

P8. Suponemos que P € R[z], gr(P) > 4,a,b,c € R, b # 0. Se sabe que

i) P(z) = Qi(z)(2% - b?) +cx
it) P(x) = Qa2(x)(2? — b?)(z — a) + R(z), con R mébnico.

Encuentre R(x).

P9. Sabiendo que la ecuacién 22 — 922 + 33z = 65 admite una solucién en C\ R de médulo /13, determina
todas las raices de la ecuacién.

P10. Sea P(x) un polinomio que tiene resto A cuando se lo divide por (z — a) y tiene resto B cuando se lo
divide por (z —b). Encuentre el resto R(x) cuando el polinomio es dividido por (z —a)(z —b). Suponga

que a # b.
P11. Sea P(x) = 23 + az? + bz + ¢ un polinomio con coeficientes reales. Sea R(x) tal que
P(x) = (¢ — )Q) + R(x).
Si R(4) =0y z =i es raiz de P(x), calcule a,b, c.

P12. Sin = 3k £ 1, para algin k € N, probar que 22" + 1 + (x + 1)?" es divisible por 2?2 + x + 1.
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Auxiliar 13:Complejos y polinomios o) Ftw=Zg Tryow=iow
Ya no hay dias bucnos o malos, solo hay matraca d) mw=3"uSw#l (2] =Z,
- - - L L

] -+i.

e 851 A2 K, enlonces Az — AZ. ' (S }
01.- Numeros Complcjos . . — | _ ¢ Fa‘ C a0 Cs

f) Relz) = Re(z) y Imiz) = —fm(z).

Formalidad]: Tdentiizamos © — 352, de magera gue se 'n{n] operaciones + ¥ - para z — (a, bkgw — (e d) € C g) Ielz) §|: + =) ¥ Twi(z) = 5; (2 —%)
/ peza g T oy P

I-:I”]-- s ; N | 1 :5.(r,r_5||;3:| & PD & M-l‘
z -I— e — (4 e b+ Z- L+ '.5"‘] . W) 5 25 M, tnlesisey 2 Ta* P
— (e — bl caed + be:) L,L \L i) | | — |§

[Unidad Imaginaria]: Se define 1; l[] Co G"F I il arg(z) = 27 — arglz)
[Forma cartesianal: La expresion a + bi , a.b ¢ E es la forma cartesiana de s = (a, b). k) s-7=s"
Ademas se define: J =
- , 1 "'/\ 4 1) 8i 2+ 0, entonces 27" = HIJ
o [fe(z) — o [Parte real) l )

y u o lll-';#-i v 3 l11|i|_Ji|
s Jinfz) — b (Parte imaginaria) \-/ —'1];{ mj w0 entonees | 2 Mk

[Coordenadas Polares]: Para z = {0} s deline el paor (e 1) < (0, _}-ﬂ # |0, 2] donde: 02 .- Polinonios

s 7 es la distancia de # al origen, se llama modulo de = y se anota r = |2

. . i o] Si (K, -, 3, s poli ioen K (de do p e Klx | 16n:
» & o5 ol angulo que se forma entre el eje X {real) v el scgmento gue une ol origén con 2, Se llama arpgumento [Polinomio]: 8i (K, +, ] cuerpo, llamamos polinomio en K (denotado p € K{z]) a una funcidn

':fljritluipf-.lljl de =z ¥ ae arata m'y[ ;;‘|I ‘ ) . )
i cos(@) + isin(f). La expresion |2 ptoralz) —F

LTI ]l]]l‘l!‘ F AT I"..|I [ anot ATTICRS et {1 la. 1'[11'1'r1;1 "I-IZ]].'-II' 1'_1('! X,
I L ;

|[Props varias|:

1 e 8 = B, @, , o donde n e & vy py & K constantos.
o ) m
1) |ew| = |2 - |w [Igualdad de polinomios|: Sipec Kz ¢ g ¢ K[z] con p(z) = 3 pea™ v glz) = 3 gra® entonces:
fe=tl k=0
M) arglzw) = arglz) + arglw) (ool 2) ,
N R = s L R¥mimo on 16 rmima g (n— mAEE (01}, e 0
| *' [\J (2)

IF._
itk alkD i E L ; s
v) (efV)F = gtk [Grado]: 5i p € K[z| con plz)= 3 et llamamos gr(p) = n con n el mayor numero tal que p, 2 0, 5i plz) =0

|Conjugado|: Sea z =a | bi ¢ T, se define T =a b
— —

If ) =l e —
delinimos gr( P) — —oe. -PD‘ _ w9 . <
£ Obs.: Sip, = i inomio moni 2 5-x7 =5 ;A +3v4

[F'l]m"lt’m f‘nmllgﬁdnl La conjugaciom oz nne antomorligmo on |rL, -, ex anloinversa v restringida a B oos o 281y, — 1, pose dira polinomio monico.
identidad. [Anillo de polinomios|: Si (K, +,') es cuerpo, entoneces { K[z], .-} es anillo conmutativo que no posee divisores
[Desigualdad triangular]: Si =, w € €, entonces |2 +w| = |2 + |w|. de (. E— ~—D)
[Raices: Scan w € T4 {0} ¥ n > 2. Diremos que 2 o8 una raiz n—esima, de e si 2™ — . [Suma ¥ producto de polinomios]: Sip, g€ K #| con grip) =n ¥ grig) = m entonces grip+ r;@ui‘{*{?’h i}
, - ] P : . 0T
[Soluciones|: Sean w € T {0} v n = 2,8l w = re? imtc:rma, polar] entonces la ecuacidn ™ = w tiene n soluciones, itredra ) —_— 5
T
] =51 7 . : . vk
dadas o w {p — r;]lir:_'__l Z VPR g q_x + ’k’ "f
1y SR e Fe=A)
S, X Lr
= U e ) —_— ia Ten Teves ot frresee o fietrrneree soalen [1- ) ) ) -

[P‘I’np]. Sean w € T {ﬂ} yvore 2 20 enlonees o tmrtmlch. I radees re-osimas vale O A .I'IT“[}’J i) .I,’,J.“J]I _.'?""':Jr:l':l- ( X 1 _ o ‘][ /t qlﬁ o ) l-x:i}" .

nol Iﬂ"_ [Inversos|: En [(A)x|, +, ) log inicos polinomios con inversos son los de grado G ’2-_}"

Z wy =0 Z _ [Teorema de la Division|: Sean p,d £ Kz con d #£ 0. Entonces existe un tnico par g, € Kx] tal que

k=0 %] ]

= @ L p=gq-d=r P = Q‘«Iu-}fﬁ- A+ Hlx
[Muchas propiedades|: Sean z, w ¢ T Z - ‘U Ww =W f m‘) } ) }
2. grir] < grid] —_ —
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Obs. A g ae e lama cociente, o v resto, ¥ d divigor de poeon resto «,

[Teorema del restol: Sea p = Rle| v e 2 K] v e € K. FElL resto de dividic 7 por ¢l polinomic (@ — e) o
exnclarmenle ple)

[Raiz): ¢ = K s rais de p e Kl sioplg] —__JJ. -P-EE.I'D
-
[Prop raices]: ¢ & A e iz de pe Kx < (2 — o)|plz) (el resto ex (1], - ['w"jo I’ﬂ m‘ﬁmof

Definines Z{p) come ol conjunte de rajoes di g

|'rop varias|: hp

. 5 rp.es, ., o tadoes distintas e sl —e e — s — o) w"

1. Sic.c ey radecs distintas de p entonees {x — oy e — o] (o — o) ple

2 8 p o K ow| con geip) — 3 = | entonees p poses a lo s 2 ratces Jlstintas.
_ . —_— it

& - L - 1 . . - P - - . . -
3 SBrann =0y pyge K [J vortgeip) < w v grigl < Spowv g eoineiden enoo =1 puolos, cutonees son fgualos.

:T'I";-'k [I)AI[—.Lmht—!r'l.:l]: M1 l] ag Lal qus gre 'rJ| a1 enbonoes B oposes Al ey una rai en O
- "> me dedues mediante ssto oque r-*I polinomio p debe poseer w raless en 1,
L] —
Factorizacidn complejal: 5 p O 'Il[:nj s lal gue geip) = n = 1 entomeay exislen ey, g i © 0 v nadurales

x.l-l- \ Lo don = Dlades que grip) =10 — o =Ly »

( f"—". ]lﬁkﬁ ) plr] — o = t.‘l:I’:' e — f-".-r-:..:llm

[aie conjugada): 51 p < 20w tene lodos sos coeficientes realas, v o C 0 es raln de /P antoneess = ey lambién rady
- 1‘|+' 'r'.'

K-L_'_ -ﬂ. Tuctﬂnz'lcnﬁu ll:}ﬂ]] e ]::.[.i'] es tal que geip) = n = 1, enfonees existen o, e, o, G 12 Gy 2o e g € B fades

(R TFTES

. ; . v ¢ 3 y
pla) = (e — ey} lim — e J(is™ =+ g gy o0 + pgir + )
(x-WAR) | |

Donde ¢, 2on 1oz rafecs del polinomio v [.,L"l —mE— 1) e bxt +p,x —+ g, 1o ticnen raices reales, v oo — py, o
.), [Coeficientes t—!ni.i—r:ruh.]: b RN VI If-ilj] =51 : AT (v v oA primes relativos) ey ana raie de poentonees v v Hl]".l:.;.

:-[.-_].ti]“ﬂ prﬂ]‘hii‘:r‘lﬂ:‘lj: i jIE= Blr e oo, con coelicientes 2 P F—1 Foenlonoes Lode raie rmcicnal de o
cntera v divide a pg.

P1. MODULO COMTUIN: 2= A% ba L3 220 b % QL‘L&G"S C,l; b'h SARS 5(7 l A Uﬁul C}&b Xq><

@) Denmestre gue las raices enf T e la ecuacion de segundo prado 2% + 2 — 1, son las raices Elﬂ-— ba 3 - 3 '
! Eﬁbiua&; tr.le ll-:: mlliaaui: di:Lile:-l.l o e 12-—';-1—' e | a} 4 , 1 X - 1 :; X - f: O XQ: —b%—-*‘ E‘ *
| e PPescbuns, complejo (2D (x-1)( XE+¥ #1) =0

*~ Pl v Xoe -
'lQ.Lt) A [ Xl '*'LJ J x’-,ifl T\ A- a-¢

Q A
Xzp=-_Lt V2L
2_ 2

e

_— . " 1 & : ; ] 5
b1 Sea € T una rats eibics de la unidad, con 2 £ 1 Pruebe que™ * -T|

(1+ 2%+ 1+ 2% + (1 22%)° = 62,

—

P2, o) Demmestre gue W & B[ — 0"+ 1+ 8% « KB

bi Encuentre los valores i = M gue satistacen la conacidn

VI—iy® (VI+i\™ -
: - 3

P3. u) Scanon = 2 un uatural, = C 4 {l'l'} une cotnplejor dado, v {:.r',: - -_} las rateey n-cgimas de oz L
Calenlar;

T ‘!\‘Gnﬁcmho 65}0 Vor: F.‘

0 cosl®) tashis)

) (C @ 2
2- N2 1 91+£"-
2" 7 I‘ P\




, .. T~
P1. MODULO COMUN: Z . _-1 /. \Q&' - e >
a) Demuestre que las raices en C de la ecuacién de segundo grado 22 + 2+ 1 =0, son las raices l A A ‘/_) |
cubicas de la unidad, distintas de 1. ) _ 3 ‘o ,
b) Sea z € C una raiz cubica de la unidad, con z # 1. Pruebe que 21 - _({’_ -1; + _’i - TlﬂL + /\Q_%-* / Q =
Y » - .19
el > (Lead = 40 Ras @7 ()
P2. a) Demuestre que Vi € N, (1 — )" + (1 +4)" € ( ,
b) Encuentre los valores n € N que satisfacen la ccuacion 6—: arJﬁ E < OU"Jﬁ{@) - -%- - e%'“-‘-
( 2 2 (J—rl{")ﬁ =\j 8”"' '—_ CoS( 7v) +4 S ‘:;T)
P3. a) Sean n > 2 un natural, z € C\ {0} un complejo dado, y {z0,.-.,2,—1} las raices n-ésimas de z. 5_17:_ ,;l"' A .
Calcular: _ = (e, ) =(— ! ) - "léf/ -
Z = IR —
k=0 ~ m Slo’
ﬂ} pl'ulf?‘w" va)\\J (/"“\-\ ﬂ*-ﬁ \ G\R CQ —
—_— Mo ) rob e 2- 7
B _ —
o, 2228 26‘@ . S5C AN = [(21-A)" F (144)) O L:) %C—-\R_//
- S —
Z = (A-A)/H(H*-‘Ulm = (=) ()
& B -\
(1-4 )+ (T )
_ _ y ;
:t“ ()\’Oeu.gd‘o w = P’} mem L A - (i-ﬂ'\ Fo(a-4 )"
Al \QVO QUCSA\'D l’lwﬁlr‘o fot . méucw,m - 2y
P6. [Factorizacién en R y C]
a) Factorice en R y en C el polinomio p(z) = z* + 32° — 1222 — 132 — 15

b) Considere el polinomio p(z) = 2" + 2z

X

O:)xméf-é o}fos

é,iw'ﬂ)tfes('\ﬂ: Si,’?;‘:“',‘f?l] Ffad ﬁg)
[1)= L +D —1L-1% 45 40 X
p[—m):q_-fﬁ —'l/z\,“}ﬂaj ‘lS—?éO X

S (—,‘Fafﬁ |

5 _ gh 4 g3
multiplicidad 2. Encuentre todas las raices y factorice p(z) en R[z| y Cla|

ZL) Pry= xT+yx0 - |7\x1-45”@ Cochi cremtes  Cutras N #2122

— 22 — 1. Se sabe que i es raiz de p(z) de

e © ",J ";_4‘3 | = C,C/\/V\é“ ém}@ﬂ"
Teorgmaa \r'vu

X

X

V=3 O
P = o) dx) + Fod
13x 15 -:(fp 5)&
ﬂq[\fj\l'-‘l_\ (L"/\ é NSt om
6.:.14- + 5
(»- ﬂlfx}qfﬁﬂ Tl.x"‘- Y% - 1S T)bm* 6! fgouin,
. e n%ﬂa.;; ﬂid, dividem do
2 v elrlo ok
6/{3 -‘ﬁLY C‘ c}"'_ir'
bx>- 18X°
bx* -\ny |
Hxt - 18X l
SX 5
S5x -1s

ANE q,o») d >
A
Pu] = (X ‘J) Cx>s 6x2-+(9,w +S)

)(b SOUCNM \

= X4+ 927\ Az —12x A5

- gy 3oy Yery
gu) A § o)

= O,

“"“""J‘fj
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Ejericios Resueltos y parte Pauta
Complejos
P1. Escriba en su forma cartesiana los siguientes complejos:

a) (1—i)4(1+d) (1-a) L4 -
i O ltit e

P2. Determine los valores de a,b € R tales que

1 2

+

— 144
v e T

P3. a) Pruebe que Vn € N:
1+i)"+(1—-i)"eR

b) Sea z € C tal que |z| > 1 A (z) > 0. Demuestre que
1
-)>0
(= +)

c) Sea z1,z9 € C. Demuestre que

1) (z1Z2+Z122) € R

2) |z1|* + |22 > 2172 + 7122
1+iv3
1—iV3

P5. Demuestre que las soluciones de la ecuacién z? + z + 1 = 0 son raices ciibicas de la unidad distintas de
1

P4. Encuentre las raices cuartas del complejo z =

P6. Sea w € C una raiz cubica de la unidad con w # 1. Pruebe que

(1+w)?+ (1 +w?)? + (14w =62

2
P7. Calcule cos (;) Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera adecuada.

P8. Sean wog,wy, ... ,w,—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segin
argumento de manera creciente).

a) Demuestre que:
wowi + wiws + ... + Wp_9Wpn_1 + Wyp_1wo = 0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n —1}:

c¢) [Propuesto| Sea z € C fijo. Pruebe que:

n—1

Z(z +w)" =n("+1)
j=0



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

P1. Escriba en su forma cartesiana los siguientes complejos:

Q) (1= i1+ 1) (- il
i ) l+it e

Para el primero tenemos que:

(1-i)*a+0)* = (1—4)(1+4)*
2

— (-2
= 24
= 16
Mientras que para el tercero:
0 — 1 ,— 1
0= 1>+ (i—1)(i—1)+i
14+ =1
= i
(1—3)(1+4)+3
247 1—1
= 1 )
Ot as
o 1+3it+i-1
B 2+
= 4i(24i)7!
I CES)
2+
(2—1)

= 4

7

[GAR N
U] Co Ut
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P2. Determine los valores de a,b € R tales que

1 2

a+ib+a—ib

=141
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P3. a) Pruebe que Vn € N:
1+i)"+(1-i)"eR

b) Sea z € C tal que |z| > 1 A (z) > 0. Demuestre que
1
-)>0
(=+)

c) Sea z1, z9 € C. Demuestre que
1) (z1Z2 +Z122) € R
2) |21‘2 + ‘22|2 > 2129 + Z122
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P4. Encuentre las raices cuartas del complejo z =

1+iv3
1—4v3
1+iV3
1—1iv3

Buscamos las raices cuartas de

Sabemos entonces que las soluciones son de
. (27 /3)+2km

quedan v/1e'™ 4

s (T

= G+, Luego:

Z1 = € 2226(

la forma VRe' =

in/6 i(m/6+7/2) i(m/6+m)

1+iv3

1—1iV3

Pasandolo a forma polar tenemos:

1+iv31+iV3
1—iv31+iV3
1+ 2v/3i + 342

0+2km

23 = il 24 = el

con k € {0,1,2,3}. En nuestro caso

7/6+37/2)
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P5. Demuestre que las soluciones de la ecuacién x? + 2 4+ 1 = 0 son raices ctibicas de la unidad distintas de
1 Notemos que si:
P 4r+1=0 = 23+22+2=0

Igualando estas dos ecuaciones tenemos:
Pt +l=a3 422+ = 22 =1
De donde concluimos que las soluciones son raices ctbicas de la unidad. Supongamos que son 1, luego:
12+141=0 = 3=0

Lo que seria una contradiccién.
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P6. Sea w € C una raiz cubica de la unidad con w # 1. Pruebe que

(1+w)?+(1+w?)+ (14w =62
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2
P7. Calcule cos (g) Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera
Recordando que la suma de las raices quintas da 0, tenemos:

14 e2in/5 4 him/5 | (Gin/5 | Sim/5 _
Tomando parte real, concluimos que:

1 4 cos(27/5) + cos(47/5) + cos(67/5) + cos(8m/5)
1 + cos(2m/5) + cos(4m/5) + cos(4mw/5) + cos(2m/5)
1+ 2cos(27/5) + 2 cos(47/5)

Ocupando la identidad cos(2a) = 2cos(a)? — 1 tenemos que:
4cos(2m/5)% 4+ 2cos(2m/5) —1 =10

Resolviendo la cuadratica tenemos que:

adecuada.

I
o o o

2 —
cos(2m/5) 54 3

Recordando que cos(27/5) > 0, tenemos que cos(27/5) = _11"/5 ~ 0,3.

2422 —44-(-1) _ —Qim: ~-1++/5

4
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P8. Sean wog,wy, ... ,wy—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segin

argumento de manera creciente).

a) Demuestre que:
wow1 + wiwa + ... + Wp_oWn_1 + Wn_i1wy = 0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n—1}:

n—1
k
> (w)t=0
§=0
¢) [Propuesto] Sea z € C fijo. Pruebe que:
n—1
Z(z +w;)" =n(z"+1)
j=0
Recordemos primero que para todo k:

Tiene sentido entonces notar que wg = wy, W1 = Wpyt1, W2 = Wpit2, etc.... Veamos ademds que:

a) Calculemos:

Wowi + Wiw2 + ... + Wp2Wn—1 + Wp—1Wo = WoW1 +WiW2 + ...+ Wp—2Wp—1 + Wn—1Wp

n—1

= Z WEWk+1
k=0
n—1

— Z(wl)k(wl)k—I—l

k=0

n—1
= wi Y (w})*
k=0
~——
Geométrica
(wi)* — 1
w? —1
(wi)* =1
w? —1
121
wf—1

= wl
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P1.

b) Similar a lo hecho en la parte a):

= > (wpy
J=0
R —
Geométrica

(wh)" — 1
wh —1
(wp)t — 1
wh —1
-1

wh — 1

= 0

c¢) La idea de esta parte es recordar que el Teorema del Binomio funciona para elementos de C (de
hecho el Teorema del Binomio nos da algo més potente atin, una igualdad de polinomios):

n—1 n—1 ]
Z(z+wj)” = (z +w])"
Jj=0 Jj=0
n—1 n n
= Z (k) w{kzn—k
7=0 k=0
n n—1 n
= Z (k‘) w{kzn_k
k=0 j=0

n—-1 n—1 n n—1 n—1 )
- (zw{-o (5 (k))( <wj>k) o (wa)
7=0 k=1 7=0 7=0

—_———
Suma de 1’s =0 por b) Suma de 1’s
= 2"n+n
= n(z"+1)
[Igualdad por coordenadal
Sean p, q € R[z] tales que:
px) = Q2+ f)+(e+ flz+(a—d)z* + (2a+c)z” + (a+ b)z’
qz) = 3+(f+2x+(@a+b+c+da®+ (b+c+ 1)zt + bad

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = g. Escriba el polinomio resultante.
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P2.

P3.

P4.

P5.

[Propiedad Importante]

Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p #Z 0 tal que 4,1,2,3 son raices de p. De el grado
minimo del polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y moénico encuentrelo.

[Factorizacién en R y C]

a) Factorice en R y en C el polinomio p(x) = z* + 322 — 1222 — 13z — 15
b) Considere el polinomio p(z) = 27 + 225 — 2* + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(x) de
multiplicidad 2. Encuentre todas las raices y factorice p(x) en R[z] y C[z]

c¢) Se sabe que el polinomio
p(z) =223 — (54 6i)2% +9iz — 3i + 1

admite una raiz real a (es decir, a € R). Determine todas las raices de p(z)

[Encontrar un polinomio|
Sea p(z) € R(x) un polinomio ménico con (p) = 3. Se sabe que p(x) es divisible por (z — 1) y que los
restos de sus divisones por (z —2), (z —3) y (z —4) son iguales. Determine p(x), justificando sus pasos,
y encuentre todas sus raices.

[Correspondencia en Polinomios]
Sea p € Clz].
a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y sélo si (p) > 1.
Hint : Puede ser 4til el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(z) es inyectivo, si y sélo si (p) = 1.
(i) Demuestre que si (p) = 1, entonces p(z) es inyectivo.
(ii) Demuestre que si (p) < 1, entonces p(x) no es inyectivo.
(iii) Sean > 1, A\,a € C. Definamos ¢q € C[x] como:

Demuestre que g(x) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.
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P1. [Igualdad por coordenadal]
Sean p, q € R[x] tales que:

p(z) = Q2+f)+ e+ Hz+(a—dat+ (2a+ )z’ + (a+ bz’
qx) = 3+(f+2x+(a+b+c+da®+ (b+c+ 1)zt + ba®

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = ¢. Escriba el polinomio resultante.

Recordando que dos polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes son iguales, vemos que:

2+f = 3
e+ f = f+2

0 = a+b+c+d
a—d = b4+c+1
2a+c = b
a+b = 0

Tenemos 6 incégnitas y 6 ecuaciones, resolviendo el sistema obtenemos:

Por tanto el polinomio resultante es:

p(x) =q(z) =3+32 —2* — —x
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P2. [Propiedad Importante]

Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p #Z 0 tal que 4,1,2,3 son raices de p. De el grado
minimo del polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y ménico encuentrelo. Notemos que
como i es raiz entonces i = —i también lo es. Por ende el polinomio tiene por lo menos 5 raices
(1,—1,1,2,3) y por tanto el grado de p debe ser mayor a 5. Como el polinomio debe tener lo anterior

como raices, tenemos que:
p(z) = (z—i)(z+i)(z —1)(z—2)(z —3) =2° — 62" +122% — 122% + 112 — 6

Satisface lo pedido.
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P3. [Factorizaciéon en R y C]

a)
b)

c)

Factorice en R y en C el polinomio p(z) = x* + 323 — 1222 — 13z — 15

Considere el polinomio p(z) = z7 + 22° — 2% + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(z) de
multiplicidad 2. Encuentre todas las raices y factorice p(x) en R[z] y Clz]

Se sabe que el polinomio
p(z) =22% — (5+6i)2° +9iz — 3i + 1

admite una raiz real a (es decir, a € R). Determine todas las raices de p(z)

Por el teorema de la rafz racional sabemos que si 7 = § € Q es una rafz entonces a| — 15 y b|1,
luego las posibles raices racionales son:

{£1,+£3,+5,£15}
Veamos si encontramos alguna:

p(1) = (D*+31)°-12(1)2-13(1) —15=—-36
p(=1) = ()" 4+3(-1)3 —12(-1)? —13(-1) — 15 = —16
p(3) = (3)*+3(3)°-12(3)%-13(3)—-15=0

Es decir 3 es raiz, luego (x — 3)|p(x). Dividiendo polinomios:
[style = C, div =:]z* 4 3% — 1222 — 132 — 152 — 3

Nuevamente por el teorema de la raiz racional las raices racionales del polinomio resultante 23 +
622 + 62 + 5, pueden ser:
{£1, £5}

Ademés sabemos que 1 no pueden ser raices pues ya las probamos y no eran raices de p, probemos
las que faltan:

q(5) = (5)°+6(5)>+6(5) +5 =310
g(=5) = (=5 +6(=5)+6(=5)+5=0

Es decir —5 es raiz, dividiendo polinomios:
[style = C, div =:]z* 4+ 62% + 6z + 5z + 5
Para factorizar el polinomio resultante z? + x + 1, ocuparemos la formula cuadrética, de donde

obtenemos que:
—leVi-4 1 V3 .
2 2 2
Estamos listos para entregar la factorizacién de nuestro polinomio original. En R:

T12 =

p(x)=(z—=3)(z+5) (> +z+1)

p(z) = (x —3)(z +5) <m+1—\/§i> (x—i-;—i-\fz)

y en C:

2 2
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b)

Notemos que hay 7 raices en total (pueden repetirse, es decir, pueden tener multiplicidad). Notar
ademds que si i es raiz de multiplicidad 2, entonces (z — 7)(x — i) divide a p y como p € R|x] se
tiene que el conjugado de estas raices tambien son raices. Entonces como i es raiz doble (es decir,
de multiplicidad 2) se tendrd que i = —i es raiz doble tambien. Por lo que tenemos 4 raices, faltan
3, para esto notemos que el polinomio (z —i)(z —i)(z +1i)(z +1i) = (22 + 1) (22 + 1) = (22 +1)? =
x* 4 222 + 1 divide a p(z). Entonces

[style = C,div =:]z" 4 22° — 2* + 23 — 22 — 12" 4 222 4 1

= 2’4225 —atpad -2 1=+ 222 4+1) (- 1)
Por lo que las raices que faltan son las raices de (23 — 1). De donde planteamos la igualdad
P —1=0 = 3=1

2km
Dado lo anterior, = debe ser una raiz cubica de la unidad, es decir, e3 con k € {0,1,2}.

Finalmente
27 47

= 27422 —at a2 202 —1=(2* 4222 +1)- (2 — D)z —e3 )(xz —e3)
Por lo que la descomposiciéon en los complejos es

27 4m

pla) = (z —i)*(z +i)*(x — 1)(z —e¥ )(x —e3)
y en los reales es
pla) = (@ +1)%(@ - (@ + 2 +1)
Como a es raiz real, se tiene que p(a) = 0, es decir,
p(a) = 2a® — (5+ 6i)a® + 9ia —3i +1=0

Notar que aca no podemos usar el teorema de la raiz racional. Sin embargo, como a € R sabemos
que (a) =ay (a) = 0. Entonces tomando parte real en la igualdad anterior se tiene que

20> —5a>+1=0

1
Donde aqui si podemos usar el teorema de la raiz racional, obteniendo que a = 3

Entonces volviendo al polinomio del enunciado, si evaluamos p(%) obtenemos lo siguiente

p(;)=2(;>3—(5+6i) (;)2—1—92'(;)—3@'—1—1:0

Por lo que podemos hacer divisiéon sintetica o divisién de polinomios para seguir calculando las
raices

Entonces procedemos por division sintetica

2 -5-6i Oi “3i4+1 | 1/2
1 23i  -1+3i
2 461 2461 0
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Donde en la columna 2, el ntimero 1 se calculo a partir de 2 x % En la columna 3, el valor de
—2—3i = (—4 —6i)3 y en la columna 4, el valor —1 + 3i = (—2 + 6i)3.

Finalmente p(z) = 223 — (5 + 6i)2% + 9iz — 3i + 1 = (2 — 5)(22? + (—4 — 6i)z + (—2 + 61))

Por lo que falta encontrar las raices del polinomio 222 + (—4 — 6i)z + (—2 + 6i) en donde usando
la ecuacion cuadratica podemos concluir que z =142ty 2 =141

En conclusién, las raices son %, 1+2iy1+4+14
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P4. [Encontrar un polinomio]
Sea p(z) € R(x) un polinomio ménico con (p) = 3. Se sabe que p(x) es divisible por (z — 1) y que los
restos de sus divisones por (z —2), (z —3) y (xr —4) son iguales. Determine p(z), justificando sus pasos,
y encuentre todas sus raices.

Notemos que como (z — 1)|p(z):
p(z) = (x = 1)q(z)

Donde como p es ménico ¢(z) = x2 4 bx + ¢. Luego:
p(z) = (z — 1) (2> + bz + ¢)

Utilizando el teorema del resto, tenemos que p(2) = p(3) = p(4). O de manera equivalente:

p2) = pB3) _ = A+2+c = 209+3b+c) db+c = —14
p(3) = p(4) 20943b+c¢) = 3(16+4b+c) 6b+c = —30
Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos que b = —8 y ¢ = 18. Por tanto:

p(x) = (x — 1)(2% — 82+ 18) = 2 — 922 + 262 — 18

Nos falta encontrar las raices. Es claro que x1 = 1 es una raiz, para encontrar las otras usaremos la
férmula para la cuadrética sobre 2 — 8z + 18, de donde tenemos que:

8+ v64—4-18
2

T23 = :>l'2:4+i\/§, $3:4—i\/§
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P5. [Correspondencia en Polinomios]
Sea p € Clz].

a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y sélo si (p) > 1.
Hint : Puede ser util el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(z) es inyectivo, si y sélo si (p) = 1.

(i) Demuestre que si (p) = 1, entonces p(x) es inyectivo.

)
(ii) Demuestre que si (p) < 1, entonces p(x) no es inyectivo.
(iii) Sean > 1, A\,a € C. Definamos ¢q € C[x] como:

(

q(z) = Mz —a)"

Demuestre que g(x) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.

a) = (=)
Probaremos la contrarreciproca, es decir:

(p) <1 = p(x) no es sobreyectiva

Si (p) < 1, entonces p(x) = ¢ para algin ¢ € C. Tomemos entonces a # ¢, luego Vz € C

plz)=c#a
De donde vemos que p no es sobreyectivo.
| | ( <— )
Sea b € C, queremos encontrar a € C tal que p(a) = b. Definamos entonces el siguiente
polinomio:
f(z) =p(x) —b
Como (p) > 1, entonces (f) > 1. Por el teorema fundamental del algebra existe xq tal que
f(zo) = 0. Luego:

f(xo) =
p(zo) — b
p(zo) = b

Tomando a = xg concluimos.

b) (i) Si (p) =1, entonces p(x) = ax + b con a # 0. Sean x,y € C, tales que p(z) = p(y), luego:

p(z) = p(y)
ar+b = ay+>
ar = ay
r =Yy

Por tanto p(z) es inyectiva.
(ii) Si (p) < 1, entonces p(x) = a. Luego 0 # 1, pero p(0) = p(1), es decir p(x) no es inyectiva.
(iii) Como n > 1, sea wo y w; dos raices n-ésimas de la unidad tal que wp # wj. Definamos
up = wo +ay u; = wi + a, es claro que ug # u, pero:

>

Q(UO) = )\(Uo—a)n = )\(wg—l—a—a)” = )\(wo)” =
gu1) = Mup—a)" = Mwi+a—a)" = Mw)" = A

Es decir q(ug) = q(u1) y por tanto g(x) no es inyectiva.
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(iv) Recapitulando. En la parte (i) probamos que:
(p) =1 = p(z) es inyectivo
Nos falta probar la reciproca. Por contrarreciproca probaremos que:
(p) #1 = p(x) no es inyectivo

Como el (p) # 1, tenemos que (p) < 1 o (p) > 1. Si (p) < 1, de donde concluiriamos por la
parte (7). Asumamos entonces que (p) > 1, tenemos dos casos:

» Caso 1: (p tiene solamente una raiz)
Si p tiene solo una raiz, llamémosla a € C | entonces p es de la forma:

p(x) = Az —a)"

De donde por la parte (iii), tenemos que p(z) no es inyectiva.

= Caso 2: (p tiene al menos dos raices)
Si p tiene al menos dos raices, llamemoslas a,b € C. Entonces p(a) = p(b) = 0, de donde
concluimos que p(z) no es inyectiva.

Como de cualquier manera p(z) no es inyectiva, concluimos.

“La ciencia ha eliminado las distancias, pregonaba Melquiades. Dentro de poco, el hombre podrd ver lo que
ocurre en cualquier lugar de la tierra, sin moverse de su casa”.
Gabriel Garcia Mdrquez-100 anios de soledad-remake aux 1 para la vidA
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