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[Integral de Flujo]: Sea S una superficie orientable, n̂ : S → R3 campo de normales continuos
sobre S y F : Ω ⊆ R3 → R3 campo vectorial continuo sobre Ω ⊆ S. Se define la integral de flujo
de F a través de la superficies S orientada según n̂ por:∫∫

S
F ·
−→
dA =

∫∫
S
F · n̂dA =

∫∫
D
F (ϕ(u, v)) ·

[
∂ϕ

∂u
(u, v)× ∂ϕ

∂v
(u, v)

]
dudv

Donde ϕ es parametrización regular de S que respeta orientación.

[Observación]: Si S− está orientada en el sentido opuesto de S entonces la integral anterior
cambia de signo.

Teorema de la Divergencia de Gauss.
Sea Ω ⊆ R3 un abierto acotado cuya frontera ∂Ω es una superficie regular por pedazos, orientada
según la normal exterior. Sea −→F : U ⊆ R3 → R3 un campo vectorial de claseC1C1C1 sobre un abierto
U ⊇ Ω = Ω ∪ ∂Ω. Entonces ∫∫

∂Ω

−→
F · d

−→
A =

∫∫∫
Ω

div(−→F ) dV

Recuerdo Definición de Integral de flujo. Sea S una superficie regular orientable, n̂ : S → R3 un
campo de normales continuo sobre S, y −→F : Ω ⊆ R3 → R3 un campo vectorial continuo definido sobre un
abierto Ω que contiene a S. Se define la integral de flujo del campo −→F a través de la superficie S orientada
según n̂ mediante

∫∫
S

−→
F ·n̂ dA =

∫∫
D

−→
F (−→ϕ (u, v))·

∂−→ϕ
∂u ×

∂−→ϕ
∂v∥∥∥∥∂−→ϕ

∂u ×
∂−→ϕ
∂v

∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
n̂

∥∥∥∥∂−→ϕ∂u × ∂−→ϕ
∂v

∥∥∥∥ du dv︸ ︷︷ ︸
dA

=
∫∫
D

−→
F (−→ϕ (u, v))·

[
∂−→ϕ
∂u

(u, v)× ∂−→ϕ
∂v

(u, v)
]
du dv

donde −→ϕ : D ⊆ R2 → R3 es una parametrización regular de S compatible con la orientación, esto es
tal que

n̂ = ∂−→ϕ
∂u
× ∂−→ϕ

∂v
/

∥∥∥∥∂−→ϕ∂u × ∂−→ϕ
∂v

∥∥∥∥
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P1.- Calcule el flujo del campo vetorial −→F = (x, y, z) que sale del sólido limitado por las superficies:

x2 + y2 + z2 = 10 ∧ z = 2 + x2 + y2

P2.- Verificar el teorema de la divergencia para el campo vectorial −→F = |r|r̂ y la superficie esférica

x2 + y2 + z2 = 9

P3.- Calcular le flujo del campo F = (0, esen(xz), y2) a través del semielipsoide superior 2x2 + 3y2 + z2 =
6, z ≥ 0, con su normal apuntando hacia arriba
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Ejercicios Propuestos

P4.- Verifique el Teorema de la Divergencia, calculando por separado las integrales
∫

∂Ω
−→
F · n̂ dA y

∫
Ω
−→
F dV

con −→F = (x, y, z), Ω = D ∩ G donde D = {x2 + y2 ≥ 1/2}, G = {x2 + y2 + z2 ≤ 1} y donde n̂ es la
normal unitaria exterior a ∂Ω.

P5.- Calcule el flujo del campo
−→
F (x, y, z) = (ez sen y + xy2z, ex cos z + x2yz, x2)

a través del manto del cono de ecuación z = ρ− 1, −1 ≤ z ≤ 0, donde ρ =
√
x2 + y2, orientada según

la normal exterior.

P6.- Sea Ω ⊂ R3 abierto y acotado, y sea U conjunto abierto tal que Ω ⊆ U .
Sea A := {v ∈ C2(U) : ∆v = 0 en Ω}, es decir, A es el conjunto de todos los campos escalares
armónicos en Ω. Dado h ∈ C(Ω) campo escalar fijo, para v ∈ A definamos el operador Q(v) mediante:

Q(v) = 2
∫

∂Ω

h∇v · n̂ dS −
∫
Ω

|∇v|2 dV.

Suponga que u ∈ A satisface u = h sobre ∂Ω. Muestre que para todo campo escalar v ∈ A se tiene la
igualdad:

Q(u)−Q(v) =
∫
Ω

|∇u−∇v|2 dV.

A partir de lo anterior, deduzca el principio de Thompson: Q(v) ≤ Q(u) ∀ v ∈ A
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MA2002-2-4 Cálculo Avanzado y Aplicaciones
Profesor: Argenis Mendez + Carlos Conca
Auxiliar: Pato Yáñez—CROSSOVER—Luis Fuentes y Eybie

Hernández

TPCAA=TODOS PASAMOS CALCULO AVANZADO Y
APLICACIONES 1

P1.- Halle el área de la porción de la superficie z = x2 + (y − 1)2 comprendida entre los planos z = 1 y
z = 4

P2.- Se pide considerar la curva Γ parametrizada por σ(t) = (et cos(t), et sen(t), et), t ∈ R.

P2 (a) Se pide demostrar que la curva se mueve sobre el manto del cono z2 = x2 + y2.
P2 (b) Determine cuáles de los siguientes campos vectoriales en R3 son conservativos y calcule la

divergencia de su gradiente en cada caso:
¿Esto qué representa gráficamente?

−→
F 1(x, y, z) =

(
y

z2 + 4 ,
x

z2 + 4 ,−
2xyz

z4 + 8z2 + 16

)
,

−→
F 2(x, y, z) = (y2, x, x).

P3.- Calcule el área de una esfera cualquiera de radio r = 1, a través de la parametrizacipon es esférica y
en coordenadas paramétricas.
Recordar coordenadas paramétricas −→r (u, v) = (sen(u)cos(v), sen(u)sen(v), cos(v)) y
ru × rv = ı̂sen2(u)cos(v) + ̂sen2(u)sen(v) + k̂sen(u)cos(u)
Recordar coordenadas cartesianas −→r (x, y) = (x, y,

√
1− x2 − y2) y

rx × ry = ı̂
x√

1− x2 − y2 + ̂
y√

1− x2 − y2 + k̂

recordar que u,v son ortogonales al igual que x e y, como vectores.

1



Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas Universidad de Chile

Tiene 2 horas para poder desarrollar la simulación de
control, una vez terminado el tempo marcan hasta
donde llegaron y si quieren siguen desarrollando.
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