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» [Integral de Flujo]: Sea S una superficie orientable, 7 : S — R3 campo de normales continuos
sobre Sy F : 2 C R? — R3 campo vectorial continuo sobre 2 C S. Se define la integral de flujo
de F a través de la superficies S orientada segin 7 por:

//SF.cﬁl://SF.ﬁdA://DF(ap(u,v)). [gi(u,v)ng(u,v) dudv

Donde ¢ es parametrizacién regular de S que respeta orientacién.

» [Observacion]: Si S~ estd orientada en el sentido opuesto de S entonces la integral anterior
cambia de signo.

= Teorema de la Divergencia de Gauss.
Sea © C R3 un abierto acotado cuya frontera 0f) es una superficie regular por pedazos, orientada
segiin la normal exterior. Sea F' : U C R3 — R? un campo vectorial de clase C! sobre un abierto

U D Q=0QUIN. Entonces ? Z ?
(42/ -d :/Q//dw( )dV

Recuerdo Definicién de Integral de flujo. Sea S una superficie regular orientable, 7 : S — R3 un
campo de normales continuo sobre S, y : Q C R?® — R3 un campo vectorial continuo definido sobre un
abierto €} que contiene a S. Se define la integral de flujo del campo F' a través de la superficie S orientada
segin n mediante

//?ndA //z‘r> (u, v) Hauxav

dudv = //? [w(u, v) X @(u,v) du dv

ou ov

donde ? : D C R? — R3 es una parametrizacién regular de S compatible con la orientacién, esto es
tal que

3

(0 070
ou  Ov'| Ou
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P1.- Calcule el flujo del campo vetorial ? = (z,y, z) que sale del sélido limitado por las superficies:

P2+ +22=10Nz2=2+2> 4>

P2.- Verificar el teorema de la divergencia para el campo vectorial ? = |r|f y la superficie esférica

P +22=9

© x = psenfcosO

* y = psen@send

* z = pcosP

o x?+y? 472 = p?
© tanf = f

x2+y2
o tan@ = Ty

0<6<2m
* variaciones { y
0<@p<mw

P3.- Calcular le flujo del campo F' = (0, esen(@2) y?) a través del semielipsoide superior 222 + 3y? + 22 =
6,z > 0, con su normal apuntando hacia arriba
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P4.-

P5.-

P6.-

Ejercicios Propuestos

Verifique el Teorema de la Divergencia, calculando por separado las integrales [;, ? -hdAy [q ? dv
con F = (z,9,2), Q= DNG donde D = {2% +y> > 1/2}, G = {2? + 3?> + 22 < 1} y donde 7 es la
normal unitaria exterior a 0f.

Calcule el ﬂujo del campo
E x,Y,z) = (e“seny +xy“z,e” cosz +x°Yz,x
( Y ) ( ? Yy y2 * 2y 2)

a través del manto del cono de ecuacién z = p—1, —1 < z < 0, donde p = /22 + y2, orientada segin
la normal exterior.

Sea © C R? abierto y acotado, y sea U conjunto abierto tal que Q C U.
Sea A := {v € C?(U) : Av = 0 en Q}, es decir, 4 es el conjunto de todos los campos escalares

arménicos en 2. Dado h € C(£2) campo escalar fijo, para v € A definamos el operador Q(v) mediante:
Qv) = 2 / WV - 7dS — / Vol dV.
o0 Q

Suponga que u € A satisface u = h sobre 9f). Muestre que para todo campo escalar v € A se tiene la
igualdad:

Q) ~ Q) = [ IVu~ Vo av.
Q

A partir de lo anterior, deduzca el principio de Thompson: Q(v) < Q(u) Vv € A



= [Vectores Tangentes|: Se definen los vectores tangentes a S en el punto ¢(ug, va), mediante:
ik | 9%, "d*’
s oot | dv
Y se dira que ¢ es regular si £y, 1, son linealmente independientes.
= [Vector normal]: Definimos el vector normal a S en el punto ¢(ug, vo) a:
t, x t,

>
fu B

Y con ello el plano tangente al plano generado por t,.t, (normal a f.
I £ I g !

= [Campo de normales|: Dado S regular y  : D C B? — RB? parametrizacién regular de §
podemos ealeular un eampo de normales 71 sobre S mediante:

. i T .
Y ) to(u, v) x t,(u,v) :J: (e, v) x Fo(u,v)
f(u,v) = o= :

Hi,r[_u. v) X ty(u,v) ‘ dp

du

; c
(U._ 1'_] x

- [Superﬁcin regular nrinrﬂ.ab]e]‘. Diremos que una superficie regular S esta orientada segin el
campo de vectores normales 71 : s — R® cuando este quede bien definido globalmente como una
funecién continua sobre la superficie.

» [Area]: El Area de una superficie § viene dada por:

" || B e |
A(S) = [/ d5 = f/ (,V(u,v:] * {_V(u,i'}i dudy
JJs JJp | du v |

= [Integral de Campo Escalar]: Sea S una superficie orientable y f:Q C RB* — R campo escalar

continuo sobre €2 C 5. Se define la integral de f a través de la superficies 5 como:

i) ] |
[[ f-dS = // T lel(u,v)) - & (i, v) x i (u, v)|| dudv
JJs JJID" . Ol O |

Donde ¢ es parametrizacion regular de S que respeta orientacion.

= [Integral de Flujo]: Sea S una superficic orientable, 71 : § — R? campo de normales continuos
sobre Sy F': Q0 C RB* —+ RB? campo vectorial continuo sobre {3 C S. Se define la integral de flujo
de F" a través de la superficies S orientada segiin # por:

//T A [/1 AdA /f Bt - | P L )| dud
~dA = ol 114 ¥, = Tlelu, v e = i, v) X —iu, v !
Jg JJs JIp T 3 [eit dv )I_
Donde ¢ es parametrizacion regular de S que respeta orientacion.

[Observacién]: Si S~ esta orientada en el sentido opuesto de S entonces la integral anterior
cambia de signo.

Teorema de la Divergencia de Gauss.
Sea ( € B? un abierto aco‘tadc_nfu‘, a frontera 0§} es una superficie regular por pedazos, orientada
segimn la normal exterior. Sea £ : 7 C R? » B* un campo voctorial de clase C! sobre un abierto

/ g 7 A /{{[;ﬁ:::[?’]dv ) QL “?(;wr\@m

U2 Q= 0uUd8. Entonces

Recuerdo Definicién de Integral de flujo. Sea S una superficie regular erientable, 7 : § — R un
campo de normales continuo sobre §, vy F : Q@ € B* — R un campo veetorial continno definido sobre un
abierto £2 que contiene a S. Se define la integral de flujo del campo F' a través de la superficie S orientada

seglin 7 mediante

- ag a2 e 82 . 97 873
[/? ndA = // T\“?[ut)]m‘i . X J—| dudy = [/ Tz(?(ut]] —(u,v) % ——(u,v)| dudv
g i | } dv | g du duv
8 n | N—— — D

dA

4 m2 D i - - - N . .z
donde ¢ : D C &% — R? es una parametrizacién regular de § compatible con la orientacion, esto es
tal que

=

aF o |od  ad
=] —V X ‘
e v e dv |

Ingenieria Matematica

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE




P1.- Calcule el flujo del campo vetorial F= (@, y, z) que sale del sélido limitado por las superficies:

\Z\SOQ% 6
?W’b‘lM\m'sge =
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MA2002-2-4 Calculo Avanzado y Aplicaciones

Profesor: Argenis Mendez + Carlos Conca

Auxiliar: Pato Yanez—CROSSOVER—Luis Fuentes y Eybie
Hernandez

PAN FRANCES iiii
TPCAA=TODOS PASAMOS CALCULO AVANZADO Y
APLICACIONES 1

P1.- Halle el drea de la porcién de la superficie z = 22 + (y — 1)? comprendida entre los planos z = 1 y
z=4

X

P2.- Se pide considerar la curva I parametrizada por o(t) = (el cos(t), e’ sen(t), e!),t € R.

P2 (a) | Se pide demostrar que la curva se mueve sobre el manto del cono 22 = 2 + 2.

P2 (b) | Determine cudles de los siguientes campos vectoriales en R? son conservativos y calcule la

divergencia de su gradiente en cada caso:
i Esto qué representa graficamente?

?ﬂx,y,z) _ ( Y r 2zyz > ’

224472244 A 4+822416

FQ(:U,y,z) = (2, z,2).

P3.- Calcule el area de una esfera cualquiera de radio r = 1, a través de la parametrizacipon es esférica y
en coordenadas paramétricas.
Recordar coordenadas paramétricas 7(u v)
Ty X 1Ty = 2sen?(u)cos(v) + jsen?(u)sen(v) +
Recordar coordenfdas cartesianas 1 (x,y) =
N *

recordar que u,v son ortogonales al igual que x e y, como vectores.

= (sen(u)cos(v), sen(u)sen(v), cos(v)) y
ksen(u)cos(u)

(@9, VI—a” =)y

k

Ty X Ty =1
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Tiene 2 horas para poder desarrollar la simulaciéon de
control, una vez terminado el tempo marcan hasta
donde llegaron y si quieren siguen desarrollando.



cComo te sientes?

motivado

me funan las integrales

shipeo al pato y al lucho

preaparao pa matraquear
como el pico en teoremas
siento que me ira pesimo

de la canica nervioso
mal con m de mal v pOI diCk

quiero llorar
con suefio

cémic sans
aun se salva
diosesmiguia

O

more or less

preparado
con tuto

inseguro

del totodile
bien en general
despues del control

con per

estresada

perén

estresado

’ O
mds 0 menos O
indiferente o

h)

pucha piola re tranca
de la perra
me duele todo el brazo

solo hay 2 opciones
mal parametrizado
no sé nada

optimista

paraun 5

O

cansad

cansada

ahogado

hachaama
this isthe worstweek ev

poco preparada

tranquila

preparada
la primera materia ayuda
con la cabeza media frita

pera chiguals

con ganas de aprender

saddest moments in anime
ansioso Crossover “cor

S perdido

luisx

piola

me eche caa

ayua
palpico
efe

ooohhhhhh

ansiosa

o me rajan o la rajo no

nerviosa

entusiasmado
(]

postr

(=

piola

panik

£ como el ano
el pepe

bien en calculo vectorial

pato

aburrido

xd
solo

xata perd

parametrizacion

aunque me divierto con el

desmotivado

quien chucha invento caa

de la canina

ayuda

mal escalado

se dice marraqueta

como la corneta

triste

con sed

CVV el mql e bien

pal pico

con la pera

el que nada sabe nadateme

falta piscola

(<

T
og E
GOl
e} =]
00 £
:C,C
Ng 2

)
s 9 3
§° E

dios

distraido
en pdlida
angustiade

no se integrar xd

falto de estudio uwu
hay otra opcion
luisxpatoluisxpato

VUaaaaamosssss

maoma

con dolor de espalda
o la rajo o me rajan

hasta el pico
mds o menos en drea
muy nerviosa

es mi pastor

estresadisimo

sin saber parametrizar

B me siento solo

yo me tomo la chelita

relajado

como el pico

cansao

M Mentimeter
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lecordar coordenadas cartesianas ( U
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recordar que 1,v son ortogonales al igual que x e v, como vectores.
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P1. Teorema de Gauss Teorema de la Divergencia de Gauss.
Considere la region R C R? definida por las inecuaciones: r2 +y? < 4,2 +2 < 2 < 4. Sea 2 C B® un ablerto 1o cuya frontern 9% s una superfic: lat por pedazos, orientada segin Ia

rmal exterior. Sea F : [/ C RY — R un campo vectorial de clase €1 sobre un abierto U 2 {1 = QU 49
a) Eshoce la regién R mostrando que su frontera R estd formada por tres superficies diferenciables. ' seoem sobrenn !

b) Caleule el flujo neto del campo vectorial ﬂ Fondd= E}' div(F)dv
o1 1]

x + cos(yz)\ ~ AT 22+97 42\ .
?(3'-5‘-2) = (%)"" (vT)J"' (T k = Nota 1: Notar que 3 es una superficie cerrada.

que sale por la superficie formada por la unién de las tapas laterales e inferior de IR. » Nota 2: En coordenadas ortogonales el diferencial de volumen es dV = huhuhi du dv du.




P1l. Teorema de Gauss

Considere la region R C R? definida por las inecuaciones: 22 + > < 4, x+2< 2 < 4. Sea 2 € B’ un abierto acotado cuya froutera O} es wua superficie regular por pedazos, orientada segiu la
normal exterior. Sea F : U C RY —+ R un eampo vectorial de elase € sobre un abierto U 2 T = QU 0.

a) Esboce la region R mostrando que su frontera R esta formada por tres superficies diferenciables. g Foivdd = ﬂ div(F)dv

b) Calcule el flujo neto del campo vectorial
= Nota 1: Notar que 2 es una superficie cerrada.
& T4z " -
?(z,y,z) = (H%M) i+ (%)j + (%) k « Nota 2: En coordenadas ortogonales el diferencial de volumen es dV = hyh,hy, du dv dw.

que sale por la superficie formada por la unién de las tapas laterales e inferior de R.




P1l. Teorema de Gauss

Considere la region R C R? definida por las inecuaciones: 22 + > < 4, x+2< 2 < 4. Sea 02 C B' un ablerto acotado cuya frontera O es una superficie regular por pedazos, orientada segiin la
normal exterior. Sea F : U C RY —+ R un eampo vectorial de elase € sobre un abierto U 2 T = QU 0.

a) Esboce la region R mostrando que su frontera R esta formada por tres superficies diferenciables. g Foivdd = g div(F)dv

b) Calcule el flujo neto del campo vectorial
= Nota 1: Notar que 2 es una superficie cerrada.

& T+2z " -
?(z,y,z): (H%M)i+(%)j+(%)k » Nota 2: En coordenadas ortogonales el diferencial de volumen es dV = h,h,h,, dudv dw.

que sale por la superficie formada por la unién de las tapas laterales e inferior de R.




P1l. Teorema de Gauss

Considere la region R C R? definida por las inecuaciones: 22 + > < 4, x+2< 2 < 4. Sea 2 € B’ un abierto acotado cuya froutera O} es wua superficie regular por pedazos, orientada segiu la
normal exterior. Sea F : U C RY —+ R un eampo vectorial de elase € sobre un abierto U 2 T = QU 0.

a) Esboce la region R mostrando que su frontera R esta formada por tres superficies diferenciables. g Foivdd = ﬂ div(F)dv

b) Calcule el flujo neto del campo vectorial
= Nota 1: Notar que 2 es una superficie cerrada.
& T4z " -
?(z,y,z) = (H%M) i+ (%)j + (%) k « Nota 2: En coordenadas ortogonales el diferencial de volumen es dV = hyh,hy, du dv dw.

que sale por la superficie formada por la unién de las tapas laterales e inferior de R.




P1l. Teorema de Gauss

3 . . Sea f1 C B un abierto acotado cuya frontera &} es una superficie regular por pedazos, orientada segin la
Considere la region R C R? definida por las inecuaciones: 22 + 2 < 4, x4+ 2<2 <4 o pr e e e el e e, el s

a) Esboce la region R mostrando que su frontera R est formada por tres superficies diferenciables. g Foivdd = ﬂ div(F)dv

b) Calcule el flujo neto del campo vectorial
= Nota 1: Notar que 2 es una superficie cerrada.
& x+z " -
?(z,g,z) = (H%hz))i+ (%)j+ (W)k = Nota 2: En coordenadas ortogonales el diferencial de volumen es dV = hyhohy, du dv dw.

que sale por la superficie formada por la unién de las tapas laterales e inferior de R.




P2. Teorema de Stokes

Teorema de Stokes.
Considere el campo vectorial Sea S © R* una superficie orientable y regular por pedazos, cuyo borde 9§ es una curva cerrada, simple
y regular por pedazos. Si F : U € R* = B* un campo vectorial de clase €' definido sobre un abierto
?(r,y,2)=(ﬂn(¢)_ );+(m(y)+L)3+(1+ﬂ)E U2 SUHS. Seaii : § — B un campo de vectores normales que define una orientacién sobre S, de tal manera
2 497 2 + 97 z que O sigue la regla de la mano derecha con respecto a 7. Entonces se cumple:
a) Encuentre el dominio £ de modo que;t pertenezea a C1((2). é?’f=£mt{ﬁ)-ﬁu
as

b) Pruebe que F es irrotacional en (0.

¢) Caleule la integral de trabajo de F a lo largo de la circunferencia 22 +3? = 1,2 = 2 recorrida en
el sentido antihorario.

d) ;Contradice esto el Teorema de Stokes? .Justifique su respuesta.




P2. Teorema de Stokes
Considere el eampo vectorial

Flans) = (snte) = o2 ) i+ (cos) + g ) 5+ (14 222) &

a) Encuentre el dominio £ de modo que F pertenezea a C1((2).
b) Pruebe que F es irrotacional en (0.

¢) Caleule la integral de trabajo de F a lo largo de la circunferencia 22 +3? = 1,2 = 2 recorrida en
el sentido antihorario.

d) ;Contradice esto el Teorema de Stokes? .Justifique su respuesta.




P2. Teorema de Stokes
: : Sea § C B una superficie orientable y regular por pedazos, cuyo borde 95 es una curva cerrada, simple
Considere el campo vectorial regular por pedazos. Si F : ' € R — B un campo vectorial de clase €' definido sobre un abierto
_ v E T - sec(z)) ¢ : :
Plaws) = (sine) - o7 )i+ (conto) + 03 ) 3+ (14252 )

a) Encuentre el dominio £ de modo que F pertenezea a C1(€2).
b) Pruebe que F es irrotacional en (0.

¢) Caleule la integral de trabajo de F a lo largo de la circunferencia 22 +3? = 1,2 = 2 recorrida en
el sentido antihorario.

d) ;Contradice esto el Teorema de Stokes? .Justifique su respuesta.




P2, Teorema de Stokes
Considere el campo vectorial

Flops) = (sin{..':)f - yz)h(m(y) +ﬁ) :

a) Encuentre el dominio 2 de modo que F pertenezca a € ().
b) Pruebe que F es irrotacional en (1.

¢) Caleule la integral de trabajo de Fal largo de la cireunferencia % + y? = 1,2 = 2 recorrida en

el sentido antihorario.

d) ;Contradice esto el Teorema de Stokes? Justifique su respuesta.

Teorema de Stokes.

Sea S C R? una superficie orientable y regular por pedazos, cuyo borde d5 es una curva cerrada, simple
y regular por pedazos. Si F : U C B —+ R un campo vectorial de clase €' definido sobre un abierto
U 2 SUdS. Sea i : S — B* un campo de vectores normales que define una orientacién sobre S, de tal manera
que JS sigue la regla de la mano derecha con respecto a ii. Entonces se cumple:

if‘-dx": gﬂmt(ﬁ)-ﬁfm




P3. Teorema de Green
Sean A= {7 € BY: 1 < ||l < 2},%; = §(0,1) y Tz = §(0,2) (fronteras interior y exterior de A,

respectivamente). Sea u : 2 — R una funcién en C*(£2), tal que A C Q y:

{ Au=0 en A Férmula de Integracién por partes o de Green.

U=y en I (1) —
Vu-t+u=0 enZ; Dado 2 C B? region abierta y acotada, y campos escalares f,g € C%(0). Se tiene la Formula de Green o de

Integracién por partes:
donde wg > 0 it es la normal exterior a A,
londe wo > 0 es una constante fija y i es la n or a fngdV=fng-fld3—fo-VyW
Q N Q

a) Utilizando las formulas de Green, pruebe que si v : € — R es una funcién en () tal que v =0
sobre ¥y, entonces:

f/LVu-VW+fj&wdA=D @

b) Utilice (2) para probar que si wy = 0, entonces [ff, ||Vul*dV + s, u?dA = 0. Concluya que
u=0en Aen ¢l caso que wy = 0.




P3. Teorema de Green Férmula de Integracion por partes o de Green.
Sean A= {7 € R%: 1< |7 < 2},E = §(0,1) y £z = 5(0,2) ([ronteras interior y exterior de A,

Dado 2 C B* regién abierta y acotada, y campos escalares f, g € C2(£). Se tiene la Formula de Green o de
Integracion por partes:
Au=0 en A fngdV=fng-ﬁdS—jV_f-ngV.
0 an il

respectivamente). Sea 1 : € — R una funcién en €2(0), tal que A C (2 y:

U= Wy en Iy (1)
Vu-ft4u=0 en¥y

donde wp > 0 es una constante fija y @t es la normal exterior a A.

a) Utilizando las formulas de Green, pruebe que si v : 2 — R es una funcién en C''(12) tal que v =0

sobre £, entonces:
ffLVn-VndV+jL wdA =0 2

b} Utilice (2) para probar que si wy = 0, entonces [ff 4 [|Vul*dV + [fi;, u*dA = 0. Concluya que
u=0enAen el caso que wy = 0.




