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P1. Teorema de Gauss

Considere la regién R C R3 definida por las inecuaciones: x? + y2 <4 zrx+2<z<4

a) Esboce la regién R mostrando que su frontera OR esta formada por tres superficies diferenciables.

b) Calcule el flujo neto del campo vectorial

R Ttz \ 2 2 R
?(x’y’z):(1:+cos(yz)>i+<y—|—e )j+<$ +y +Z>k:

4 4 4
que sale por la superficie formada por la unién de las tapas laterales e inferior de OR.

P2. Teorema de Stokes

Considere el campo vectorial

?(:U,y, z) = (sin(a:) ) i+ (cos(y) + a:) 7+ (1 + sec(z)) k

T 2 4+ y? z
a) Encuentre el dominio © de modo que F pertenezca a C'(Q).
b) Pruebe que ? es irrotacional en €.

c) Calcule la integral de trabajo de ? a lo largo de la circunferencia 22 + y? = 1, z = 2 recorrida en
el sentido antihorario.

d) ;Contradice esto el Teorema de Stokes? Justifique su respuesta.

P3. Teorema de Green
Sean A= {7 eR3:1<||7] <2}, =5(0,1) y 5 = S5(0,2) (fronteras interior y exterior de A,

y
respectivamente). Sea u :  — R una funcién en C?((Q2), tal que A C Q y:

Au=0 en A
U = wo en X (1)
Vu-n+u=0 en Xy

donde wg > 0 es una constante fija y 7 es la normal exterior a A.

a) Utilizando las férmulas de Green, pruebe que si v : © — R es una funciéon en C1(Q) tal que v =0

sobre Y1, entonces:
///Vu-VvdV+// uvdA =0 (2)
A PP

b) Utilice (2) para probar que si wy = 0, entonces [[[,||Vu|[?dV + I, u?dA = 0. Concluya que
u=0en A en el caso que wy = 0.
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P4. Calcule el flujo del campo vectorial ? = (z,y, z) que sale del sélido limitado por las superficies:

241?24+ 22 =10A2=2+2% 4>

P5. Verificar el teorema de la divergencia para el campo vectorial ? = |r|# y la superficie esférica

?+yt+22=9
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P6. Halle el 4rea de la porcién de la superficie z = 22 + (y — 1)? comprendida entre los planos z = 1y z = 4

X

P7. Se pide considerar la curva I' parametrizada por o(t) = (e cos(t), e! sen(t), e?),t € R.

P9 (a) | Se pide demostrar que la curva se mueve sobre el manto del cono 2% = 22 + y2.

P9 (b) | Determine cuales de los siguientes campos vectoriales en R? son conservativos y calcule la
divergencia de su gradiente en cada caso:

Putena) = (o o ),

2244 204 4182416

?Q(Jl,y, 2) = (2, z,2).

P8. Calcular le flujo del campo F' = (0, esen(az) y?) a través del semielipsoide superior

222 + 3y% + 22 = 6,z > 0, con su normal apuntando hacia arriba
________— |

ecl: 2 + 3y +22 =6
ec2: x = V3
ec3:y = V2

frz=+6

+ O @ O @

Entrada...
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Resumen

[Superficie]: Sea S C R3, la llamaremos superficie si existe ¢ : D C R? — R3 (parametriza-
ci6n) continua tal que S = ¢(D) con D tal que Int(D) C R? es un dominio (abierto y conexo).

Diremos que ¢ : D C R? — R? es parametrizacién:
« Suave, si es clase Cl.
e Simple, si es inyectiva.

[Vectores Tangentes]: Se definen los vectores tangentes a .S en el punto ¢(ug, vg), mediante:

-2
ou’ ||ou

=
v || v

Y se dird que ¢ es regular si £, %, son linealmente independientes.
[Vector normal]: Definimos el vector normal a S en el punto ¢(ug,vg) a
ty X Ty

Hfu X T

Y con ello el plano tangente al plano generado por t,,#, (normal a 7.

[Campo de normales]: Dado S regular y ¢ : D C R? — R3 parametrizacién regular de S
podemos calcular un campo de normales 7i sobre S mediante:

A, v) = fu(u, v) X B au £ (u, v) X g“’(u,v)
fu (1, v) X H f(u v)

[Superficie regular orientable]: Diremos que una superficie regular S esté orientada segin
el campo de vectores normales 7 : s — R3 cuando este quede bien definido globalmente como
una funcién continua sobre la superficie.

[Area]: El Area de una superficie S viene dada por:

= Jfes = JI, [ e < oo

[Integral de Campo Escalar]: Sea S una superficie orientable y f : Q C R? — R campo
escalar continuo sobre 2 C S. Se define la integral de f a través de la superficies S como:

//Sf-dS://Df(SO(U,v))-Hgi(u,v) X g—f(u,y)

Donde ¢ es parametrizacién regular de S que respeta orientacion.

dudv

dudv

[Integral de Flujo]: Sea S una superficie orientable, 2 : S — R? campo de normales continuos
sobre Sy F : 2 C R3 — R3 campo vectorial continuo sobre 2 C S. Se define la integral de
flujo de F' a través de la superficies S orientada segin 7 por:

//SF.CEiz//Sp.ﬁdA://DF(cp(u,v)). [Z(Z(u,v)ng(u,v) dudv

Donde ¢ es parametrizacién regular de S que respeta orientacion.
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» [Observacién]: Si S~ estd orientada en el sentido opuesto de S entonces la integral anterior
cambia de signo.

= Teorema de la Divergencia de Gauss.
Sea 2 C R? un abierto acotado cuya frontera 0 es una superficie regular por pedazos,

orientada segiin la normal exterior. Sea F : U C R?® — R3 un campo vectorial de clase C1
sobre un abierto U D Q = Q U 05). Entonces

a/ﬂ/?dﬁ:/ﬂ//dw(?)dv

Ejercicios Propuestos

P9. Verifique el Teorema de la Divergencia, calculando por separado las integrales

/ F.idA
o0

y

/Q?dv

con F = (z,y,2), Q=DNG donde D = {x? + ¢y > 1/2}, G = {2? + 3% + 22 < 1} y donde 7 es la
normal unitaria exterior a 0.

P10. Calcule el flujo del campo
?(m, y,z) = (e*seny + zy?z, e” cos z + 2%yz, £?)

a través del manto del cono de ecuacién z = p — 1, —1 < 2 < 0, donde p = /22 + y?, orientada segtin
la normal exterior.



