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P1.- Considere la semisuperficie esférica unitaria superior, luego la siguiente parametrizacién
x(u,v) = sen(u)cos(v), y(u,v) = sen(u)sen(v), z(u,v) = cos(u)

a) Determine donde vive u, v y sepa que son vectores ortogonales, calcule ||r, x r,|| y bajo la parame-
trizacion en cartesianas, pero en dos variables con (x,y) € B, circulo de unidad, calcule ||ry x7y]|.

b) Hallar la integral f(z,y, z) = 22 sobre la superficie semiesférica unitaria y verifique la integral de
superficie con el resultado usual.

Preg  _x N

P2.- a) Encuentre una expresién para el vector normal de la superficie dada por:
xr=cosasinff y=sinasinf z=cosf

con « € [0,2n] y B € [0,7].

b) Encuentre una expresién para el vector normal de la superficie dada por:
T =siny Yy=W 2z=COSY

con vy € [0,2n] y p € [—1,3].

¢) (Qué puede decir de la regularidad de las superficies?
P3.- a) Encuentre el drea de la superficie definida por S = {22 + ¢? < 2; 2z = zy}
b) Calcule el drea del parche de superficie S = {0 < 21 < 9,0 < x93 < 1,23 = coshx;}
c) Sea ¢(u,v) = (u —v,u+v,uv) y sea D el disco unitario en el plano (u,v). Encuentre el drea de
o(D).
d) El cilindro 22 4+ y? = 2 en R? divide la esfera unitaria en dos secciones. Sy lo que estd dentro del

cilindro y S5 lo que esta fuera de él. Encuentre el valor de ﬁgg?g




Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

P4.- Estan construyendo un restaurante en la ladera de la montafia. Los planos del arquitecto se muestran
a continuacién:

Vista lateral Vista superior

a) Parametrice la superficie del restaurante. Considere R como conocido.

b) La pared vertical curvada del restaurante serd hecha de vidrio. ;Cuénto vidrio se necesitara? Es
decir, ,;Cudl sera el area de esta pared?

P5.- Calcule el area de la porcién de superficie cénica
2?42 = 22

situada por encima del plano z = 0 y limitada por la esfera

224+ + 22 = 2ax
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P6.- Halle el drea de la porcién de la superficie z = 22 + (y — 1)? comprendida entre los planos z = 1 y
z=4

Ejercicios Propuestos

P7.- Problema Fundamental de la marraqueta [1=2=4]
Habia una vez el mundo de los marraquetoides, donde la reina Marraqueta, se enfrent6 a todo aquel
subdito quien le negaba la cantidad que era un pan frances, batido o marraqueta.
para salir del conflicto bélico que ya hapia debastado a varias familias y generaciones decidié contratar
a los mejores mateméaticos y matematicas del mundo (ustedes son secos y secas po, no lo olviden, les
ir4 bacan < 3), para que le respondieran las siguientes preguntas y dieran por cerrado el caso que
acab6 con Media Narnia, Pueblo Paleta, Springfield, Rancagua y Macondo.

a) (Cuédnto es una marraqueta?

b) Utilizando dos cilindros, un paralelepipedo y un paraboloide, a través de uniones e intersecciones
genere el conjunto de los puntos que su volumen tienen la forma geométrica de una marraqueta.

¢) Utilizando métodos de integraciom estime (puede dar sus medidas, pero debe ser consistente) la
superficie crujiente de una marraqueta.
Hint:Usar integral de superficie , y parametrizar convenientemente.

MARRRQUETA jij-PAN
BATIDO > *
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P8.- Se definen las coordenadas esferoidales prolato (&, 7, ¢) mediante

x = asenh(§) sen(n) cos(¢), y = asenh(§) sen(n) sen(¢), z = acosh(§) cos(n)

donde £ > 0, n € [0, 7], ¢ € [0,27). Verifique que este sistema de coordenadas es ortogonal, y calcule
la divergencia, el laplaciano, y el rotor en estas coordenadas.

P9.- Se definen las coordenadas toroidales (r, ¢, ) mediante
z = (R+rsen(p))cosb, y = (R+rsen(p))send, z =rcos(p)

donde r € [0, R], ¢, 0 € [0, 27).

a) Verifique que este sistema de coordenadas es ortogonal, y calcule la divergencia, el laplaciano, y
el rotor en estas coordenadas.

b) Piense y proponga una forma de paramtrizar un toroide de la siguiente caracteristica I' : R? — R3
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fu = éﬁ(u‘u)
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a) Determine donde vive u, vy sepa que son vectores ortogonales, caleule ||ry % ry|| v bajo la parame-
trizacion en cartesianas, pero en dos variables con (x, y) € B, cireulo de unidad, ealcule |[ry = 7y||.

b) Hallar la integral f(x.y. 2) = 2* sobre la superficie gsemiesférica unitaria v verifique la integral de
superficie con el resultado usual.
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b) Hallar la integral f(a. y. 2) = 2* sobre la superficie semiesférica unitaria v verifique la integral de

superficie con el resultado usual.
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Pregunta 3. Considere las siguientes superficies. La figura de la izquierda es una vista lateral, mientras
que la figura de la derecha es una vista superior de las superficies.

— iy -RV =R

(a) Parametrice la superficie sombreada en la figura. Considere R como conocido.

Solucién: La superficie se puede descomponer en 3 superficies, Si: tapa superior, S: porcién
del manto del cilindro que queda fuera del paraboloide y S3 porcién del paraboloide dentro del
cilindro.

Se debe parametrizar cada una de las 3 superficies que forman la superficie total:

— S1: Es un circulo de radio R horizontal, a una altura 4R? (reemplazar x = y = 0 en la ecuacién
del paraboloide).
Se utilizardn coordenadas cilindricas desplazadas en la ecuacién del circulo 22 + (y — R)? = R?
(ver vista superior), el cambio serfa: = pcos(d), y — R = psen(f), z = 4R?. Con lo cual la
parametrizacion es:

7(p,0) = (pcos(0), psen(d) + R,4R?), p € [0,R], 0 € [0,2n]

— S: Es la porcién del manto del cilindro 22 + (y — R)? = R?, z € [0,4R?] que queda fuera del
paraboloide 22 4+ y? + z = 4R?. Entonces deben imponerse las siguientes condiciones

2?2+ (y— R)>=R?> (en el cilindro)
22+ y? + 2 > 4R? (fuera del paraboloide)
0<z<4R? (alturas minimas y méximas)

En cilindricas desplazadas esto serfa (por la primera relacién):
(x,y,2) = (Rcos(#), Rsen(f) + R, z)

Pero lo dificil es determinar el rango de variacién de estas variables. Claramente 6 € [0, 27].
Reemplazando z e y en la inecuacion del paraboloide se tiene:

(Rcos(0))? + (Rsen(f) + R)? + 2z > 4R* & z > 2R?(1 — sen(6)).
Y ademds 0 < z < 4R?. Juntando las desigualdades para z, se tiene z € [2R?*(1 — sen ), 4R?].
en resumen, la parametrizacion seria:

7(0,2) = (Rcos(f), Rsen() + R, z), 6 ¢€[0,2n], z € [2R*(1 — senf), 4R?]

— S3: Es la porcién del paraboloide 22 +y2 + 2z = 4R? que estd dentro del cilindro 2 + (y — R)? =
R?, 2 € [0,4R?]. Entonces deben imponerse las siguientes condiciones:

2?2 +y? + 2 =4R? (en paraboloide)
2?2+ (y — R)? < R*  (dentro del cilindro)
0<z<4R? (alturas minimas y méximas)
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Queda propuesto parametrizar utilizando coordenadas cilindricas usuales, es decir,

(2., 2) = (pcos(6), psen(9), =)

Notar que con esto la ecuacién del paraboloide es p? + z = 4R? y la inecuacién ’dentro del
cilindro’ es p < 2Rsenf, con lo cual:

7(p,0) = (pcos(@),pser1((9),4R2 — p2) , p€]0,2Rsend], 6 € [0,n]

Notar que es correcto que 6 € [0, 7] ya que estamos en el semiplano y > 0 (ver vista superior
de la figura).

(b) Calcule el drea de la superficie del manto de cilindro que queda fuera del paraboloide de la figura.

Solucién: El area pedida es la superficie Sa, que fue parametrizada en la parte (a)
7(0,2) = (Rcos(0), Rsen(6) + R, z), 6 € [0,27], z € [2R*(1 — sen ), 4R?]

Con eso el area de buscada directamente es:

A(SQ)—//SQdA

27 4R?
= / / Rdzdf
0o J2Rr2(1-sene)

21
= R/ (4R* — 2R*(1 — sen 0))d6
0

27
= 2R3/ (14 sen®)dd
0
=47 R3
dr dr
Nota: Recordar que en este caso: dA = & E dzae.
dg  dz
, , - dg _dg
En general para una superficie parametrizada por @(u,v), dA = T X T dudv.
U v
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