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Por: Daniel Salazar T.

1. Calculo Vectorial

Introduccion

= Campos Escalares y Vectoriales

Denotaremos por 7 al vector posicién en R? y usando coorde-
nadas cartesianas se escribe ¥ = (z,y, z) = xt +yj + zk, donde

{%,3, lAc} es el triedro correspondiente a la base canénica de R3.

Sea © C R? un abierto no vacio. Llamaremos campo escalar
sobre Q a toda funcién a valores reales f : 2 C R® — R. Lla-
maremos campo vectorial sobre () a toda funcién F:Q -
R3 — R3. En coordenadas cartesianas:

F_:(’ll',y,Z):Fl (x,y,z)€+F2(z,y,z)3+F3 (a:,y,z)l%

Donde F; (z,y,2) con ¢ € {1,2,3} es un campo escalar sobre
Q). Podemos representar graficamente al campo vectorial adhi-
riendo a un punto (xg,yo, 20) € €2 el vector correspondiente a

—

F(x0,Y0,20), y repetir esto para una cantidad finita de puntos:

f42,
/ F(@o, 90, 20)
’\'\‘;\ 11/41“0)
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Sea F': Q CR3 — R3 un campo vectorial, el cual supondremos
suficientemente diferenciable. Una linea de fuerza o linea de

flujo es una curva cuya tangente en cada punto proporciona la
direccién del campo en dicho punto (curva azul en la siguiente
figura):

™0

: ;
/ L v

x

Matematicamente, las lineas de fuerza o flujo se obtienen al
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales: ‘;—f = F(7(t)),
donde 7(t) representa al vector posicién en el tiempo. Si in-
terpretamos F como el campo de velocidades de un fluido que
ocupa cierta regién €2, y dejamos una particula suspendida en
el fluido en una posicién dada, la trayectoria descrita por dicha

particula es exactamente una linea de flujo.

Operadores Diferenciales en Calculo Vectorial

Sea F = (F1, Fy, F5) = Flg + ng’ + FglAc un campo vectorial
diferenciable en un punto 7y = (g, Yo, z0). Sabemos que el di-
ferencial de F' en dicho punto esta representado por la matriz
jacobiana:

%( ) @( ) %( )
gﬁ Zo, Y0, 20 38 X0, Y0, 20 88FZ Zo, Yo, 20

Jg (7o) = 87552 (70, %0, 20) P 2 (20, Y0, 20) 8722 (70, %0, 20)
8F3 0 3 aFB

67(330,2/0720) Ty(ﬂﬁo,yo,zo) @(fﬁoaymzo)

L Apunte tedrico tipo resumen ®. Me basé en los apuntes de Alvarez (2016) y apuntes personales.
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Definiremos ciertos operadores diferenciales que hacen inter-
venir algunas de estas derivadas parciales en una forma bien
particular. Estos operadores son fundamentales para el desa-
rrollo de los teoremas integrales del calculo vectorial.

Sea F = (Fy, Fy, F5) = Fii+ Fy) + F3]A€ un campo vectorial de
clase C'. Se define el operador divergencia de F como:

. *‘_6F1 aFQ 8F3
divF = %-‘raiy‘Fg

Recordando la forma del operador gradiente:

0, 0~ 0=~
V=—i+_—5+—Fk
ox Gy] 0z
Se tiene la siguiente relacién, la cual corresponde sélo a una
notacién:

divE =V - F

Notemos que dado un campo vectorial diferenciable F en un
punto 7 € € se tiene que divF(7) = tr (Jz (7)) Se dice
que un campo vectorial es solenoidal cuando su divergencia
siempre es nula.

Un caso especial es cuando el campo vectorial corresponde al
gradiente de un campo escalar. Sea f un campo escalar de clase
C2, se define el laplaciano? de f como:

92f 92f 92f
: 2
Af=div(Vf)=V*f= x2+ y2+ 2

De forma anéloga se puede definir el laplaciano para un campo
vectorial. Sea F' = Fyi+ Fbj + F3k un campo vectorial de clase
C2, se define el laplaciano de F como:

AF = AFyi + AFyj + AFsk

Sea F = Fyi+ Fyj + Fgl% un campo vectorial de clase C!, se
define el operador rotor® de F' como:

= (0F3 0Fy)\ - OF) OF3)\ A 0F, OF\ -
rOtF_(@y 8z>l+(8z 8x)j+(3x 8y)k

Nuevamente utilizando la forma del operador gradiente, se tiene
la siguiente relacion, la cudl corresponde sélo a una notacion:

rotF =V x F =

EEES
:\}jg‘@h»
2 gl

Se dice que un campo vectorial es irrotacional cuando su rotor
siempre es el vector nulo.

% Observacién: Todo campo vectorial de clase C! que de-
riva de un potencial es irrotacional, esto es, si F = —Vyg
en ) para algiin potencial g de clase C2 sobre (2, entonces
rotF = 0 en Q. En efecto:

_ (99  DPg\. (g g\,
ot (Vg) = <€)yaz a azay) ot <8z8x a Gxaz)

2 2
(L9 99y
dxdy  Oyox

=0

Cada una de las componentes es nula por la igualdad de
las derivadas cruzadas, lo que a su vez es cierto en virtud
del teorema de Clairaut-Schwarz.

Revisemos ahora algunas identidades vectoriales las cuales
se obtienen aplicando la definicién, o alternativamente, la
relacién equivalente dada por notacién, recordando algu-
nas propiedades del producto punto y el producto cruz?:

* Identidades Vectoriales: Sean los campos vectoriales
ﬁ,é :Q C R — R y los campos escalares f,g : Q C
R3 — R todos lo suficientemente diferenciables. Se tienen
las siguientes identidades:

1. div (Aﬁ n é) — MivE + divG

YAeR

2. rot (/\ﬁ + é) — ArotF + rotG VAeR

Su nombre es debido a su relacién con la ecuacién de Laplace.
También denominado rotacional.
Recordemos las siguientes propiedades:

e Producto Punto:

1. Simetr

fa: (VZ,7 € R™)
T yg=9-T

) €
(@1 +22)yi=21-yi+22-y1 A @1-(Y1+y2) = %1 Y1 +%1 -2

3. Bi-homogeneidad: (VA € R) (VZ, 75 € R™)
A= - A= A(Z-7)

4. Positividad:  (VZ € R™)
>0 y Z-Z=

e Producto Cruz:

1. Perpendicularidad: (Vﬂ?, RS R3)
IXyLl® AN Txyly

2. Anti-conmutatividad: (Vf, S Rg)
TXY=—-GYXZT

3. Distributividad sobre +: (Va‘c‘, Y,z € RS)
X (FH+)=FxG+ExZ AN (F+9)xZ=

4. VAER)(VZ,TER™) (AD) XFT=Fx (\)) =X (T X7)

5. (VEe€R") &x&=0

6. (v2,7,7 € R?)
(Zx§)xZ

=z
Fx(fx7) = (3
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3. div (rotﬁ) = 0 (el rotor de un campo vectorial es

solenoidal.)
4. rot (Vf) = 0 (el gradiente de un campo escalar es
irrotacional.)

5.dw(fﬁ):jdwﬁi+ﬁ-Vf

6. rot(fﬁ):frotﬁJerxﬁ

7. div(ﬁxé) =G rotF — F -1otG

8. div(Vf x Vg) =0

9. A(fg) = fAg+gAf+2Vf-Vyg

10. div (fVg — gV f) = fAg — gAf

11. Aﬁ:V(divﬁ) —rot (rotﬁ)

12. rot (F x G) = FdivG — GdivF — (G- V) F - (F-V) G
m.v(ﬁ-ﬁ):z(ﬁ-v)ﬁ+2ﬁxrmﬁ

14. V(ﬁ«é):(ﬁ-V)é+(é~V)ﬁ+ﬁxroté+§xrotﬁ

* Observacién: En las tres ultimas identidades se usa la
notacion:

—

(ﬁwﬁc:ﬁxvaﬁ+ﬁmv%ﬁ+ﬁmvam

Con G = Gyi + GoJ + Gsk.

= Sistemas de Coordenadas Ortogonales

Las coordenadas cartesianas no siempre son las mas cémodas
para describir objetos geométricos, campos escalares o vecto-
riales. De hecho, en diversas ocasiones el problema en estudio
posee ciertas simetrias que no se ven reflejadas al utilizar estas
coordenadas. Otros sistemas de coordenadas seran ttiles.

En general, un sistema de coordenadas curvilineas es una
transformacion invertible suficientemente diferenciable #: D C
R3 — R3, de modo que a todo triplete (u,v,w) € R? le corres-
ponde un tnico punto en el espacio:

7 (u,v,w) = (z (u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w))

Ademaés suponemos que la matriz jacobiana del sistema de coor-
denadas en no singular, esto es:

Ji (ug, vo, wo)

or or or
= [ (anU07wO) = (u07v0,w0) 8Tu (u07v0,w0)

ou ov

3x3

Es una matriz invertible para cada (ug,vg,wp) € D.

Asociado al sistema de coordenadas curvilineo, en cada punto
se define un triedro de vectores unitarios de la siguiente manera:
fijemos (ug, vo, wo) € D y consideremos la curva parametrizada
por u — 7 (u, v, wp). Como la matriz jacobiana del sistema es
invertible, en particular H 2—5 (ug, vo, wo) H # 0, y por lo tanto el
vector tangente a la curva en el punto 7 (ug,vg, wp) estd bien
definido y se expresa como:

aF(u Vo, W)
a 0, V0, Wo
i=0u
or
H(Uo»’vo,wo)

ou

Evidentemente, @ puede depender de (ug, vg, wp) pero no expli-
citaremos esta dependencia para simplificar la notacién. Simi-
larmente, como H%f (uomo,wo)H #0y ||% (uo,vo,wo)H # 0,
los vectores tangentes ¥ y w a las curvas parametrizadas por
v = 7 (ug,v,we) y w — 7 (ug, vg, w) estdn bien definidos. Mds
aun, nuevamente en virtud de la invertibilidad de la matriz
jacobiana en todo punto, se tiene que el triedro {@,0,®} es
linealmente independiente por lo que constituye una base nor-
malizada de R3.

Se dice que el sistema de coordenadas 7 = 7 (u,v,w), con
(u,v,w) € D, es ortogonal, si los vectores unitarios del triedro
{4, 0,0} definidos por:

or or or
— (uo0,vo0,wo) — (uo,vo,wo) — (o, vo, wo)
0= ou 5= v o = ow
|5« [ [ ( )
— (ug, vo, w — (ug, v, w — (ug, vo, w
By (40> V0, wo 5y (10> V0, wo 5 (105 V0, w0

Son mutuamente ortogonales para cada (u,v,w) € D.

Llamaremos factores escalares a los siguientes valores reales:

ho_ or _||or _|jor
“Cloul]” Y ol Y ||ow
De esta forma por definicion se tiene que:
or or or
— = hyll, — =hy0, —— =huW
ou “ v v ow v

* Aplicacion en Coordenadas Cilindricas:

Recordemos coordenadas cilindricas:

La relacién entre las coordenadas cilindricas y cartesianas
viene dada por:

F(pa 0, Z) - (l‘ (P>97 Z) Y (pa 0, Z) ) % (pa 0, Z))
= (pcos(0),psin(0),z)

Reciprocamente, a un punto descrito por lo valores x, y y
z, en coordenadas cartesianas, le corresponden los siguien-
tes valores en coordenadas cilindricas:

p=+x2+y% 60 =arctan (Q)) 2=z
x
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Calculemos los factores escalares y el triedro unitario aso-
ciado a este sistema de coordenadas:

g—;:(cos(e)ﬁin(ﬂ),O) = |h,=1
or )
55 = (—psin(0) peos(6),0) =
or
— =(0,0,1 h,=1
=001 =
Obteniendo finalmente que el triedro es:
p = (cos () ,sin () ,0)
0 = (—sin (A),cos () ,0)
2=k=1(0,0,1)
* Aplicacion en Coordenadas Esféricas:
Recordemos coordenadas esféricas:
z
r € [0,+00)
0 € [0,2m)

v € [0,7]

La relacién entre las coordenadas esféricas y cartesianas
viene dada por:

7?(7"7 0, SO) = (w (Tv 0, 90) Y (7‘, 0, 90) ) % (7‘, 0, 50))
= (rcos (0) sin (), rsin (0) sin () , 7 cos (¢))

Reciprocamente, a un punto descrito por lo valores x, y y
z, en coordenadas cartesianas, le corresponden los siguien-
tes valores en coordenadas esféricas:

S
¢ = arctan (g>
T

= arctan (
z

Calculemos los factores escalares y el triedro unitario aso-
ciado a este sistema de coordenadas:

% = (cos (#) sin (), sin () sin () , cos (v))
= |h.=1

9% _ (Zrsin (8) sin (), r cos (6) sin (9) ,0)

00
= |ho = rsin(p)

% = (rcos () cos () ,rsin (#) cos (¢) , —rsin (p))
= |hy=r7

Obteniendo finalmente que el triedro es:

7 = (cos (8) sin () ,sin (8) sin (¢) , cos (p))
0 = (—sin (), cos (6),0)
@ = (cos (0) cos () ,sin (0) cos (p) , —sin (¢))

e Observacidon: Notemos que para seguir la convenciéon
conocida como la regla de la mano derecha® para el
producto cruz entre dos miembros sucesivos del trie-
dro, es conveniente ordenar las variables como 7, ¢ y
0, quedando asimismo el propio triedro ordenado de
la forma 7, ¢ y 0. Por esta razén hay que tener pre-
caucién de siempre verificar primero cudl es el nombre
de cada angulo antes de seguir un desarrollo que in-
volucre coordenadas esféricas.

* Aplicaciéon en Coordenadas Toroidales:

Este sistema no corresponde exactamente a la nociéon de
sistema de coordenadas definida anteriormente, pues no
permiten describir el espacio R? completo. Sin embargo,
el analisis anterior sigue siendo valido. En estas coordena-
das, dado un radio mayor R fijo, la posicién de un punto
7 queda determinada por un radio menor r y dos angulos
0 y ¢ como muestra la figura:

z r €0, R]
¢ €[0,2m)
0 € [0,2m)
R
R
(@] A
0 N Y

El vector posiciéon viene dado por:

= -
° En coordenadas cartesianas:

<o
X

<o
X

)
X

T ot
X
S
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7(r,¢,0)
= ((R+rsin(p))cos (), (R+ rsin(p))sin (6),rcos(¢))

Entonces, los vectores unitarios y los factores escalares re-
sultan ser:

h, =1 \hpzr\ \hg:(RMsin(so))\

7 = (sin (¢) cos (8) , sin (¢) sin (9) , cos (¢))
b = (cos () c0s (6) ,cos () sin (6) , —sin (1))
6 = (—sin (), cos () ,0)

En las aplicaciones, muchas magnitudes escalares se expresan
de manera natural como una funcién descrita en un sistema de
coordenadas curvilineas distinto al cartesiano, esto con el fin
de simplificar la notaciéon. Resulta entonces interesante obte-
ner expresiones para los operadores diferenciales fundamenta-
les de campos escalares o vectoriales en términos de un sistema
de coordenadas ortogonales ¥ = 7 (u, v, w), con (u,v,w) € D.
Veremos el caso especifico del gradiente de una funcién diferen-
ciable f: Q C R® — R3.

Sea (u,v,w) € D tal que 7 (u,v,w) € . Para simplificar la
notaciéon, no escribiremos explicitamente la dependencia en u,
vy w. Como el triedro @, 0, W es ortonormal y en particular es
una base de R?, podemos proyectar en ella:

V() = (Vi) -a)a+ (V) -0)o+ (Vf(F) - d)b

VIR 5E V(R 55 e V()85

Pero por regla de la cadena:

V(7 - au Pu (for)

Por lo que, obtenemos el gradiente en coordenadas orto-
gonales:

ofp  Yof, 1 0f,
ou'' " hy, v Dw

1
V= o

S
hu

Notemos que en el caso de las coordenadas cartesianas, lo an-
terior corresponde a la expresiéon habitual para el gradiente:

* Coordenadas Cilindricas: Si f = f (p, 0, z) entonces:

5fA 19f 5, Of ,
Vf= P +p899+622

* Coordenadas Esféricas: Si f = f(r,0, ¢) entonces:

of . L of, 10f
Vi= or +rsin(np)890+r6@(p

De manera andloga a lo realizado para el gradiente de un cam-
po escalar, es posible obtener expresiones para la divergencia y
el rotor de un campo vectorial en coordenadas ortogonales.

Sea ahora un campo vectorial F:Q C R3® — R? de clase C! en
el abierto Q con 7 (u,v,w) € § para (u,v,w) € D. Definamos:

Eliminando la dependencia explicita en u, v y w, podemos en-
tonces escribir:

F=F,a+ F,0+ Fy

Por lo que, obtenemos la divergencia en coordenadas or-
togonales:

1 /@ P) P)
divF = e (a (Fuhuhu) + o= (huFoha) + 5~ (huhqu))

* Aplicacion en Coordenadas Cilindricas: Si F =
F,p+ Fy + F.2, como h, = 1, hy = p, h, = 1 se tie-
ne:

1[0 9 9
divF = » <6p (Fpp) + B (Fo) + % (sz)>

* Aplicacion en Coordenadas Esféricas: Si F= F.r+

Fyf + F,¢, como h, =1, hg = rsin(¢), hy, = r se tiene:

o1
dive = r2sin (@)
(aar (Frrsin (¢)) + % (For) + 8890 (Frsin ((p)))

Rotor en coordenadas ortogonales:

rotﬁ_hlh (aa(Fh) S (F, ))a
+h1h (88(Fh) ;(Fh))
9
e

- (;u(Fh) (Fh)>

* Observacién: Aqui se asume que el triedro @, 0 y @ (en
ese orden) estd orientado de modo que se satisface la re-
gla de la mano derecha, es decir: & X 0 = W, ¥ X W = 4,
W X 4 = U, por lo que podemos utilizar:

Resumen Tedrico



— +
UXDXWXUXDXW
— <+
Asi podemos escribir por notacién:
L i b by
o 9 0 0
rotF = h. hoh ou v ow
YT Fuhy Fyhy Fyhy
Que corresponde formalmente arotF = V x F

16A

1
**“‘*‘ Ty B0

+h aww

con V =

* Observacién: La notacién para el rotor como un determi-
nante es muy til como regla mnemotécnica. Sin embargo,
ésta debe ser aplicada directamente, evitando usar las pro-
piedades del determinante para factorizar filas o columnas.
La razén es que en general esas propiedades no son ciertas
cuando intervienen operadores diferenciales, en este caso
las derivadas parciales,junto con productos de funciones
que dependen de las variables con respecto a las cuales se
estd derivando, en cuyo caso el orden de los factores SI
puede alterar el producto.

* Aplicacién en Coordenadas Cilindricas:

Si F =

F,p+ Fol + F.2 y siguiendo la regla de la mano dere-

cha:

Y paé
rotF=;% 90
F, pFy
_1(
P
1
-5 (0

o Yo w

8F
7)o

oF,
ae> :

o,
0z

~

OF.\ 4
- 3/))9

* Aplicacién en Coordenadas Esféricas: Si F = F.r+

F,¢ + Fy0 y siguiendo la regla de la mano derecha:

rsin

T sin

OF,

1 r o ro
rotFf = —— |2 2
2 o or dp
r2 sin (@) F. b,
- 1
~ r2sin (p)
1 OF,
rsin (p) \ 00
1/0
+ ; <6T (Ftpr) —

)6

n (¢
)
00
() Fo

o (Forsin(9) )

a@)e

Integral de Flujo y el Teorema de
Gauss

Superficies en R?

Similarmente a como se define una curva en R", definimos una
superficie.

Un conjunto S C R? se llama superficie si existe una funcién
continua ¢ : D C R? — R? llamada parametrizacién de la
superficie tal que S = {F(u,v) | (u,v) € D}, donde, para evi-
tar situaciones patoldgicas, suponemos que D = int (D), con
int (D) € R? dominio no vacio, esto es, un conjunto abierto y
conexo®. Llamaremos suave a una superficie que admite una
parametrizacién de clase C!. Una superficie se dird suave por
pedazos si admite una parametrizaciéon de clase C! por peda-
zos. Diremos también que una superficie es simple si admite
una parametrizacién inyectiva.

Veamos cémo calcular el drea de una superficie en R3. Recorde-
mos de dlgebra lineal que el drea de un paralelogramo definido
por los vectores d y b estd dada por:

A= j@x b = |l ||pll|sin(6)]

Sea, entonces, S una superficie simple y regular, y g : D C
R? — R? una parametrizacién regular de ésta. Luego, para
aproximar el drea de una superficie procedemos a subdividir en
pequenas celdas:

Plui, v; + Avy)

De esta manera, podemos estimar el drea (AA),; de la regién

sombreada como sigue:

(AA),
= [|(# (wi + Aug,v5) — & (ui, v5)) X (B (uis v + Avj) —
_ H Blui+Au;,v;)—F(ui,v;) Lp(u“v +Av;)—F(ui,v;)

@ (ui,v;))|
‘AuiAvj

Aug Awvj

Lo cual converge a:

op op

(dA);; = Ham (ui, vj) X 87]-(

Ui, Uj) ‘ duidvj

Sumando se tiene:

6 Un conjunto se dice conexo si no puede ser descrito como unién disjunta de dos conjuntos abiertos no vacios.
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A(S) = Z (dA)ij

(2%

_ g og
= lg] lauz (’LLZ7 ’UJ) X 371)] (u“ ’Uj) ‘ duld’l)]
Lo que converge al area de la superficie S:
op og
A — _ _—
(S) //D 50 (u,v) X 5 (u,v)|| dudv

Donde el diferencial de area corresponde a:

dA = Ha‘/’ « 97

9 90 dudv

Campos de Normales

Consideremos una superficie suave y simple S C R? con para-
metrizacién @ : D C R? — R3 suave y simple. Para un punto
(up,vp) € int (D), en vecindades de ug y vp, respectivamente,
las funciones v — @ (-,v0) y v — @ (ug, ) definen curvas sobre
S. Supongamos que en el punto (ug,vo) % #0y g—f # 0.
Definimos los vectores tangentes a S en el punto @ (ug, vo)
mediante:

99 ¢
2 ou 2 ov
tu = = t, = =
99 99
ou ov
w
FC, vo)
F(ug, ) ) : S
2, : v
@(u,v)
IUO
v
wy L./ °

Diremos que la parametrizacion @ asociada a la superficie S es
regular si los vectores tangentes &, y £, son linealmente inde-
pendientes. En tal caso, llamaremos plano tangente al plano
generado por t, y t,, y definiremos al vector normal a S en
B (ug, vp) como:

Los vectores t,, y t,, pueden no ser ortogonales, razén por la cual

en general es necesario normalizar. Diremos que una superficie
es regular si admite una parametrizacién @ : D C R? — R?
que es regular en todo punto (u,v) € int (D), y que es re-
gular por pedazos si se descompone en una unién finita de
superficies regulares.

Si S es regular y ¢ : D C R?2 — R3? es una parametrizacién re-
gular de S podemos calcular un campo de normales 7 sobre
S mediante:

i ) 9¢ 0F
n (u ’U) — (u,v) Ty (U, U) _ u (u,v) X N (u, ’U)
7 £ (u,0) x £ (u, 0)]| Ha@(u v) X aiﬁ(u v)

ou "’ v

Donde identificamos 7 (u,v) con la normal 7 (& (u,v)) a la su-
perficie S en el punto J(u,v).

\f\z’\/‘/_n//I

u

* Observacién: Dada una superficie regular, los vectores
tangentes dependen de la parametrizaciéon regular especi-
fica que se escoja para hacer los calculos. Sin embargo,
se puede demostrar que el vector normal es tinico salvo
por el signo (para obtener el campo de normales de signo
opuesto basta con intercambiar los roles de las variables u
y v.). En consecuencia, el plano tangente es tnico.

= Superficies Orientables

Escoger una orientacién para un plano significa definir una
nociéon de movimiento positivo a lo largo de las curvas ce-
rradas, regulares y simples contenidas en dicho plano. De hecho,
dado un plano de vector normal constante dado, este tltimo de-
fine una orientaciéon que obedece a la convenciéon popularmente
conocida como la regla de la mano derecha: se extiende la
mano derecha de modo que el pulgar quede perpendicular a los
restantes dedos, entonces, si el pulgar indica el sentido del vec-
tor mormal al plano, al cerrar los otros dedos sobre la palma
de la mano se obtiene la orientacién positiva. Por ejemplo, si
consideramos el plano XY de vector normal constante e idénti-
camente igual a l%, entonces la regla de la mano derecha impone
el escoger la orientacién positiva como aquella obtenida al re-
correr la curva en sentido antihorario:
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Maés generalmente, escoger una orientaciéon sobre una superfi-
cie S en una vecindad de un punto p € S corresponde a una
nocién de movimiento positivo para curvas cerradas (regulares
y simples) suficientemente pequenias de modo que pertenezcan
a la vecindad. Si es posible repetir lo anterior para todo punto
p € S de modo que las orientaciones coincidan en la intersec-
ciéon de cualquier par de vecindades, entonces se dice que la
superficie es orientable. Esto tltimo es una propiedad de
caracter global para la superficie. Intuitivamente, en una su-
perficie orientable es posible distinguir dos caras: aquélla vista
desde la orientacién positiva y la cara opuesta.

Si la superficie S es regular, es natural inducir una orientacién
local sobre S en torno a un punto p € S a partir de la orien-
tacién sobre el plano T,(S) tangente a S en p, la orientacién
de esta tltima estd dada por el vector normal 7(p) de acuerdo
a la regla de la mano derecha. Asi, localmente el vector nor-
mal permite distinguir entre las dos caras de un elemento de
superficie.

n(p) T,(S)

W AS

Sin embargo, la regularidad de la superficie no es suficiente para
que sea automaticamente orientable en el sentido global.

Diremos que una superficie regular S estd orientada segiin el
campo de vectores normales /i : S — R? cuando éste que-
de bien definido globalmente como una funcién continua sobre
toda la superficie.

Cuando S sea una superficie cerrada y orientable, diremos que
S estd orientada segin la normal exterior si la normal apun-
ta, para todo punto de la superficie, en direcciéon contraria al
volumen encerrado por la superficie, y diremos que esté orien-
tada segtin la normal interior en caso contrario.

= Integral de Superficie

Sea S una superficie simple y regular, y ¢: D C R? — R? una
parametrizacién regular de ésta. Si p : 2 C R? — R es una fun-
cién escalar continua definida en un abierto 2 que contiene a .S,
definimos la integral de superficie de p sobre S mediante:

s ffpeee

HACER DIBUJITO

Notemos que los conceptos antes definidos no dependen de la
parametrizacién regular elegida, es decir, si ¢; = g o 0 es una
reparametrizacion de la superficie S, donde 6:D; CR2— D
es un difeomorfismo (5y - son de clase C'), entonces:

op

v)) Hgi (u,v) X B0 (u,v)|| dudv

// p (21 (s,t)) H&m t)xa(pl(,t)Hdsdt
Dy ot

// (u, ) Huv)ng(u,v)

Con lo cual la integral [[,, pdA no cambia bajo reparametri-
zacion. En efecto, sabemos de la regla de la cadena que las
siguientes igualdades son satisfechas:

dudv

031 0§90,  0F 90, g, 0300, 0Fd0,

ds  Ou ds ' Ov 0s’ ot Ou Ot | v ot

Con lo que se tiene:

%X%_aapx&p %8&_8&%
Os ot Ou Ov \ Os Ot Os Ot

Finalmente, aplicando el teorema de cambio de variables se de-
duce:

[l @ H&“
= [}, e

w2

* Observacién: Es importante que la parametrizacién g(-)
usada para calcular [ pdA sea simple y regular con el fin
de evitar el sumar dos veces la misma regiéon. El andlogo
en curvas es que la parametrizacion no debe devolverse y
pasar dos veces por el mismo segmento de la curva.

dsdt

(W% 00 302)

8308

Bux ov

ds Ot ds Ot
|det(/7)]

dudv

* Aplicacion:
Notemos que si p representa densidad superficial de masa
o carga eléctrica, la integral []. 5 pdA representa la masa

total o la carga eléctrica total contenida en la superficie
S, respectivamente.

La nocién de centro de masa se extiende entonces natu-
ralmente al caso de superficies de la siguiente manera:

og  0g
// xp (@ EM X 5 ‘dudv
og 0g
/ / ‘ T X e dudv
9g  0¢
/ / yp (9 8u v ‘dudv
9g  0¢
/ / ‘ au ER dudv
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dudv

e |5
ov
// ‘ <p><Hdudv

ou
En otras palabras, intuitivamente se tiene que el diferen-
cial de masa estd dado por dm = pdA. Podemos resumir
lo anterior con la siguiente notacién vectorial:

// FpdA 1
/ = //SdeA 7= (z,y,2)
dm

* Observacién: Las definiciones establecidas en esta sec-
cién pueden extenderse trivialmente al caso de una super-
ficie S regular por trozos.

» Diferencial de Volumen

Recordemos cémo calcular el volumen de un paralelepipedo de-
finido por tres vectores d@, by ¢:

XY

z

V= [|Z x gl[|2]]] cos(0)]

Entonces, recordando las propiedades del producto punto:

Vo= [|Z < gl [|Z]] |cos (0)]
= (& x ) - 7]

21 R2 Zz3

= |det r1y T2 X3

Y1 Y2 Y3

Se podria construir de manera anéloga al diferencial de area,
pero notemos lo siguiente:

Si © C R? es una regién méas complicada, sabemos que:

Q):/dV:// dxdydz
Q Q

Siempre que la integral exista. Decimos entonces que el elemen-
to de volumen en cartesianas viene dado por:

dV = dxdydz

Supongamos ahora que hemos descrito el conjunto 2 mediante
un sistema de coordenadas (u,v,w) — 7 (u,v,w), con lo que
D = 7 1(Q). Utilizando el teorema del cambio de variables
para la integral de una funcién integrable f : Q@ C R® — R
aplicado a nuestro caso:

///f(x,y,Z)dxdydz
///f (7 (u, v, w)) |det (Jr)| dudvdw
e ([ Vil

Aplicando lo anterior a la funcién constante f = 1 (definicién
de volumen) obtenemos que el volumen de una regién del

espacio () es:
or
det | | —
’ ([ o

:///
(8r r) gr

Concluyendo que en este caso el diferencial de volumen es:

v ED

dudvdw

or

ow

or ] ) ‘ dudvdw

dudvdw

20 % 0 7u dudvdw

El cual se interpreta como el volumen infinitesimal que corres—
ponde al paralelepipedo definido por lo lados %du, 5 Tdv y

or
Fwdw.
(us, vj, wi + Awg) = 7F(ug, v, wi) + %Awk
(us, vy, w;,)
* i
(ui + Aug, vy, wk) = 7(us, vj, wi)+ a’" Au;
F(ui, vy + Avj, wg) = 7(ug, vj, wi)+ %Avj
F(“? v7 w)

Cuando 7 (u,v,w) define un sistema ortogonal, entonces:

or
ou

or or

o = b, 5o = hud

~

= hy 1,

Donde 4, 9 y @ son mutuamente ortogonales y unitarios. Es
directo entonces ver que:

or or\ or

Por lo tanto, se concluye que en este caso se tiene:
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\ dV = hyhyhydudvdw

En otras palabras, para calcular el volumen de 2 se suma sobre
todo (u,v,w) € D el volumen del correspondiente paralelepipe-
do rectangular.

* Aplicaciéon en Coordenadas Cilindricas: (p,0,2).
Tenemos que h, =1, hg = py h, =1, por lo tanto:

dV = pdpdfdz

dz ’

dV = pdpdfdz

pdé
x

* Aplicacién en Coordenadas Esféricas: (r,0,¢). Te-
nemos que h, =1, hy = rsin(¢) y h, =, por lo tanto:

dV = r? sin () drdfdy ‘

z
dV = r?sin(p)drdfdye

rsin(p)do

xT

= Integral de Flujo de un Campo Vectorial

Consideremos un fluido sometido a un campo de velocidades f

y una superficie S inmersa en este fluido como se muestra en
la siguiente figura:

Supondremos que S es una superficie regular orientable, cu-

yo campo de vectores normales es denotado por 7. Sea ademés
@: D C R? — S una parametrizacién regular de esta superficie

S, entonces la cantidad F (@ (u,v)) - A (u, v) representa la rapi-
dez, en la direccién normal, con que las particulas que pasan
por el punto @ (u,v) € S atraviesan S. Si esta rapidez es cero,
significa que la velocidad sélo tiene una componente tangencial
a la superficie, en cuyo caso las particulas no pasan a través
de ella en ese punto. De esta forma, en un pequeno lapso de
tiempo At, la cantidad de volumen de liquido que atraviesa un
pequeno elemento de superficie AS de drea dada por AA, es
aproximadamente igual a:

AV ~ (ﬁ (3 (u,0)) - n) AtAA

FAt

@ ol
o Au ZE2Av

Como AA =~ H % X % H AuAvw de la definicién del campo nor-

mal 7 obtenemos que:

AV ~ (ﬁ(@'(u,v))~ (gi x ‘3“")) AuAvAt

Cuyo lado derecho no es otra cosa que el volumen del para-
lelepipedo descrito por los vectores %Aw a—fAv y FAt. For-
malmente, sumando sobre todos los elementos de superficie y
pasando al limite se obtiene la siguiente férmula para el caudal
(volumen por unidad de tiempo) instantdneo que atraviesa la
superficie S en el sentido del campo de normales dado por la
parametrizacion:

AVtot

Caudal? lim

At—0

// (*cﬁuv) (gixgp))d dv
:/SF-ﬁdA

Sean S una superficie regular orientable, 7 : S — R? un campo
de normales continuo sobre S, y F:QCR3 5 R3un campo
vectorial continuo definido sobre un abierto 2 que contiene a
S. Definimos la integral de flujo del campo F a través de la
superficie S orientada segin n mediante:

inst —

//Sﬁ.dg://sﬁ.mm
//Dﬁ(@(u,v)).(gf(u,v) Zﬁ( )>dudv

Donde @ : D C R? — R? es una parametrizacién regular de S
compatible con la orientacién, esto es, tal que:
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o 07

T x - .
[~ 52)

v // ) F (3 (u,0)) - (g‘f(u,v)xg‘f(u,m> dudv

Esto no es otra cosa que la integral de flujo a través de S orien-
tada segin 7 del campo oF'.

>
||

Para interpretar correctamente el valor de la integral de flujo
es necesario especificar el campo de normales 7. Por ejemplo,
si orientamos un casquete esférico usando la normal exterior + Observacién: Si S es una superficie regular orientada
7t = 7, la integral de flujo corresponde al flujo neto que sale et
de la esfera a través del casquete. Si este valor fuese negativo,
significa que lo que sale de la esfera no alcanza para compen-
sar lo que entra, y por lo tanto existe un caudal neto positivo
que entra a la esfera. Notemos que si la densidad del liquido oo L o
no fuera uniforme sino que viniese dada por el campo escalar / / B F-dA = — / F-dA
o(z,y,2)), entonces el flujo masivo a través de la superficie
S esté dada por: = Teorema de la Divergencia de Gauss

segun un campo de normales 71, y si S~ es la misma su-
perficie pero con la orientacién opuesta —n, entonces se
tiene que:

Resumen Tedrico 11



	1 Cálculo Vectorial

