Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
MA2002-2 Calculo Avanzado y Aplicaciones
opi0.360pi

Profesor: Carlos Conca.
Auxiliar: Patricio Yanez A. y Javier Santidrian

Auxiliar 2: Calculo Vectorial, factores de Escala y
Operadores fundamentales

Resumen
» [Gradiente de un campo escalar]: Sea f un campo escalar, al menos C!, se define el gradiente
de f como
of» O0f~  Of:
Vf=—i+—— Lk
/ oz + ay] + 0z

[Gradiente de un campo vectorial]: Sea ? =i+ Fy)+ Fsk un campo vectorial de clase C!

Se define el gradiente de F' como
OFy OF  OF

ozr 0 z

VF - |02 of 0B

- oz 0 0z

OF; OFy  OF

ox oy 0z

[Campo Conservativo]: Decimos que un campo vectorial ? R3 — R3 si

« Existe un campo escalar ¢ : R3 — R, tal que ?(m,y, z) =Vo(zr,y,2)

. 7"025(?) =0
» [Divergencia]: Sea ? Fii+ Fyj + Fsk un campo vectorial de clase C1. Se define la divergencia
de F' como OF  OF  OF
di ? _ 1 2 3
w oz + oy + 0z

Si definimos V = (%% + a%j’ + %IA{, podemos definir la divergencia como
div? =V ?

[Rotor]: Sea ? Flg + ng + Fglgi un campo vectorial de clase C'. Se define el rotor de ? como

OF,  OF 0F, OF
1 3 )+ ( a; ay1 Vi

F3 aF2 2
rot? 8y 0z Jit 0z Oox

7 a { l;‘ podemos definir el rotor como

» Si definimos V = %z

+
Q’\
<
Q)‘Q

Q;@)
S
s

rot? Vx?— b

F
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» [Laplaciano]: Sea f un campo escalar, al menos C?, se define el laplaciano de f como

0’f 9*f  O*f
— T2 f — ; —
ANf=Vf=div(Vf)= 92 +8y2 + 522

Anélogamente, sea ? = Fii+ By + Fsk un campo vectorial de clase C2. Se define su laplaciano

de como

AF = AR+ AR + ARk

» [Sistema Ortogonal]: Se dice que el sistema de coordenadas 7 = 7 (u,v,w), con (u,v,w) €
D C R3, es ortogonal si los vectores unitarios del triedro {, ¢.1} definidos por

or o7

a2y o2 227
T du ou'"’

or o7
W/Hgl\v

S/l

U= W=

son mutuamente ortogonales para cada (u,v,w) € D.

» [Factores de Escala]: Corresponden a los siguientes valores reales:

or or or

P =151 o = 151w = 1

= Gracias a lo anterior, podemos definir entonces:

or 9T _

o7 .
Ty =l o = et H = hutd

= [Coordenadas Cilindricas]: Corresponde a la transformacién 7 (p, 6, k) =

con los factores de escala dados por h, =1, hg = py hj, = 1.

(pcosb, psinb, k),

» [Coordenadas  Esféricas]: Corresponde a la  transformacion 7 (r,0, ) =
(rsin¢cosf,rsin¢sind,rcos¢), con los factores de escala dados por h, = 1, hy = rsing
y he =r.
» [Gradiente en coordenadas ortogonales]
_lof. 10f.  10f.
Vi= hy 8uu + hy (%U + hw 8ww

» [Divergencia en coordenadas ortogonales]

1 O(Fuhohu)

O(Fyhyhy
| OFhuha)

div(F) =
W) = o, dv dw
» [Rotor en coordenadas ortogonales]
1 hyl  hyD By
— 0 0 o)
rot(?) =7 | 55 Yoo
YT Buhy Fyhy  Fiyhy

O(Fuwhyhy
| OFuhuh,)
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PREGUNTA SI LA DIVERGENCIA ES UN
VEGTOR

P1. Sean ?,8 : Q C R? — R? un campo vectorial, sean f,g : @ — R campos escalares, todos
suficientemente diferenciables de modo que las expresiones siguientes estén bien definidas. Pruebe las
siguientes identidades:

a) V(f-9)=[f-Vg+Vf-g

b) div(fF)=Vf-F + f-div(F)

o) rot(fF)=Vf x F + f-rot(F)

Q) divFxG)=C (Vx F)—F-(Vx Q)
P2. Dado el campo vectorial ? = —zi+y)+ vk,

a) ;Existe un campo escalar u tal que Vu = ??

b) (Existe un campo vectorial 8 tal que rota = ??

P3. Calcular

1. Calcule el gradiente de

z
arccos | —FF/———
( /22 +y2 +Z2 )

f(l",y,z): $2+3/2+22

2. Calcule la divergencia del siguiente campo:
F 1 A . .
( _ ) m[ (z — y\/22 + y2 arctan(2?))i + (y + 21/22 + y2 arctan(2?))] + z(z* + y?)k].

P4. Diremos que un campo vectorial ? : R3-{eje Z} — R3 tiene simetria cilindrica si puede escribirse en
coordenadas cilindricas como:

F(7)=Folp)p, p>0

para alguna funcién F), : (0,00) — R de clase C.
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a) Muestre que todo campo con simetria cilindrica es irrotacional.

b) Verifique que si un campo tiene simetria cilindrica, entonces:

1 I(Fpp)
p Op

div(F) =

c¢) Deduzca que un campo F con simetria solenoidal (de divergencia nula) en R3-{eje Z} si y sélo
si:

F@) =20

con K una constante real.
P5. Verifique si los siguientes campos son conservativos.

a) ?(7) = (y?cosz 4 2°)i + (2ysinz — 4)] + (3222 + 22)k
b) F(ay,2) =

( Y T —2xyz )
22440 22440 274822+16

Matraca clésica, ver resumen y darle

P6. a) Sea F un campo vectorial de clase C? pruebe que rot(rot(?)) =V(V- ?) _V2F,

b) Los campos vectoriales E (campo eléctrico) y H (campo magnético) son solenoidales y estan
relacionados por las ecuaciones:

rot(ﬁ) = oH rot(ﬁ) = 6@

P7. (En vola se pate a ala otra seman)Se definen las coordenadas toroidales (r, ¢, #) mediante
z = (R+rsen(p))cosb, y=(R+rsen(p))send, z=rcos(p)

donde r € [0, R], ¢,0 € [0,27). Verifique que este sistema de coordenadas es ortogonal, y calcule la
divergencia, el laplaciano, y el rotor en estas coordenadas.
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Ejercicios Propuestos
P1. Demuestre las siguientes identidades:

w(rot(?)) =0

ot(Vf)=0

div(Vf x Vg) =0

d div? —rot rot?

e) Afg) = fAg+gAf+2Vf Vg

f) rot ? 8 ?dwa —adw?)—i—(a-V)?—(?-V)a

P2. Compruebe que el campo vectorial en coordenadas cilindricas f(p, 6, z) = 6psin (%)ﬁ + 24p cos (g)é

&

a

=
<

2}

)
)
)
) A
) A
)

P3. Una esfera centrada en el origen de masa m, radio a y densidad uniforme tiene un potencial gravitatorio
denotado por u y una fuerza gravitatoria denotada por F. Donde

. 2 .
. Slr<a,u:?’2—f—’;‘gg y F'= 757

» Sir>a,u="T"yF =137

a) Compruebe que F' = —Vu dentro y fuera de la esfera.
b) Pruebe que dentro de la esfera, u satisface que V2u es constante.

¢) Pruebe que fuera de la esfera, u satisface que V2u = 0.

P4. Sea ¢ un campo escalar de clase C? y 8 un campo vectorial de clase C!, ambos definidos en R3. Se
define el campo F' por ? = Vop+uV x 8, donde p es una constante real. Demuestre que div(?) = A¢.



Resumen

L radiente de un campo escalar|: Sea un campo escalar, al menos C°. se define e gradiente
Gradiente d I lar]: S po escalar, al C', se define el gradient

de [ como
f f af
Vfi==—i+—j+ —k
' dr r'J:r,r"r 0z

s [Gradiente de un campo vectorial]: Sea F' = Fyi + F5) + F3k un campo vectorial de clase C".

Se define el gradiente de F' como

BF; | OF; , OF;

. it 'y oz
vE = |25 9E @8R
i1 r.".'!,l irE

o Fy I F oy
oM .-J'i_'l irE i

s [Campo Conservativo]: Decimos que un campo vectorial F : B* — R? si:
H

i
e

tal que Flz.y.2) =Vo(z.y, 2)

= R

—_ * Existe un campo escalar ¢ : R — K,

—

--p e rol(F) =1

s [Divergencial: Sea F' = Fyi + Fyj + F3k un campo vectorial de clase C'. Se define la divergencia

de F' como |
- fjrl l'.}F__I f-.i'lr:;
divF = — 4+ — 4+ =
O hy )z
y i i d i i ir - ] . . i
s Si definimos V = i + 57 + 5k, podemos definir la divergencia como
I g TR ;

— J—

ff.f!"JF ""._' f'h

—_—

. [Rﬂtﬂr]: Sea F = Fyi 4 f'"_r_;r L 3k un campo vectorial de clase C!. Se define el rotor de F' como

g 4 f,”Hg ”!'_1 : r'Jf‘; f“r‘; - f.if'--__r f.‘f"] .
rotlf = (— , It + (= : 17+ (= — )k
dy 0z 0z cr Jrx oy
s Si definimos V T'J‘—_r —~ IJ,L,J + ==k, podemos definir el rotor como
| t 3k
rotF =V x F =5 7 3
Fi Fy I3

L ILE[[.’:I]EICiELI]U]: Sea f’ un campo escalar, al menos C-, se define el ].1|11.'u'iulu.r de f COINO

Pf  Pf  f
a2 ahy? iz2

Af =V f = div(Vf)
—

—_—

4 4 y 3 " L . " ;
Analogamente, sea F = Fy1 4+ Foj3 + Fik un campo vectorial de clase C*. Se define su laplaciano

{It‘ COLC

e

AF = AFRi+ AFy) + AFsk

S .

L ISia‘tl'_‘Ina ﬂrtugmml]: Se dice que el sistema de coordenadas 1 rlu, v, u), con (u,v,w) €

— a : : ; ) . . ;
D C R”, es ortogonal si los vectores unitarios del triedro {4, ¢} definidos por
a7, 07 O A D LA T
i =s==fll===|l, | §= —/|| ||, W= /|5
e i o h Jw (s

son mutuamente ortogonales para eada (u,v,w) € D.
s |Factores de Escala): Corresponden a los siguientes valores reales:

or o7 e
hy = ||=—II, hy = By =

M b

s Gracias a lo anterior, podemos definir entonces:

a7 N N :
— hytt, —— hott, — (T
Ju o oM
s [Coordenadas Cilindricas]: Corresponde a la transformacion 7 (p. 0. k) = (pcost, psiné, k),
con los lactores de escala dados por hy, =1, hy=py hy = 1.
& & . - ) —_—
s [Coordenadas Esféricas]: Corresponde a la transformacion r(r,0,¢) -
(rsingcosf, rsingsinf.rcos¢). con los factores de escala dados por hy, = 1, hy = rsing

v h, =r.

s [Gradiente en coordenadas ortogonales]

1 df 1 o 1 df
T_’[" — —_—IH T ——r —_—.H
h,, du I, h (P T
= [Divergencia en coordenadas ortogonales]
— 1 NF hohy)  O(F,hh,)  O(Fuhh,)
div( F') (—— — + — + — )
Fog sy i M o :
= [Rotor en coordenadas ortogonales]
i hy, i ht (T
rot( F') = < = -
Ly , J,“ _-e L4 ;!'I _‘| i
s I’,Ju'i!-l'” J'T llrf,- I‘” 'Il’l.'

¢ ecL-)

3l\f(ﬂ){‘né \)7) ®
e Ceed




Coordenadas cillindricas A Z

Coordenadas estericas




5)

\(/

» [Gradiente de un campo escalar]: Sea f un campo escalar, al menos C', se define el gradiente a ‘F 3 ( Ff! )
de f como ’ ' —

- Of. Of. Of-

e (5]
%

= : Y : -
P1. Sean Tz G : Q C R — R’ un campo vectorial, sean f,g : Q& — R campos escalares, todos
suficientemente diferenciables de modo que las expresiones siguientes estén bien definidas. Pruebe las E )

siguientes identidades: _ ; C ﬁ ~

a) V(f-g)=f-Vg+Vf-g
b) diw(fﬁ} =Vf- ﬁ + f- di.a:{?} Z

¢) rot(fF) =Vf x F + f -rot(F) )

d) rf.;.p{? xCG)=GCG- (VX F)—F-(Vx Q) ]/

g+ A g 09 ) ‘ |
(klﬁfi

- V9 +‘f)UWC//

» [Divergencia en coordenadas ortogonales]
d”{ﬁ)_ilsh U%Fg?mﬂ I@Uﬁ?ﬁw)I@UEfJ%)
wllyllw u v I
L..-\__\_'
’)M:A'I/)V:j_ !.’W:i
'7)(: d. = ”]bl / l’]\}: i:’qﬁ , hw :if-l’}z

Siv(fF ) )f: ("‘__f__':_zf’:b): o+ Fe 54 Pl / Zn/nfaﬁ.clc"j

lveao §. F=fFT FFf +frac = (fRfR.FR) o (R3
Svl#-F): L NpFihubs) | a6Faby b | A(Fshehs)
,ulvjhl W S« Y

- N
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LA CARA QUE SE ME QUEDA CUANDO
UN ALUMNO

PREGUNTA SI [“AE%%:GEHBIA ES UN P2 | Lovif L fore. dods

' PO
| - F '\
P1. Sean ?? - ) C RBP — RB? un campo vectorial, sean f,g : 2 — R campos escalares, todos v ‘.\ — ) éb%l;‘“\

suficientemente diferenciables de modo gque lag expresiones siguientes estén bien definidas. Pruebe las
sipnientes identidades:

- o
a) V(f-9)=f - Vg+Vf-g (ﬁ-’i.fﬁ — OF 4 OF, 4 OF3 _-7 +-0'_"l v bl' ) - (

b) div(fF)=Vf - F+ f - div(F) Ox Oy 0z A
c) 'rr:rt{_,_f?:] =V x F + f- -r*cn‘.(?] s
t -y - i GSCaJc:J- P)

e s R S

d) div(FxG)=G-(Vx F)—F - (Vx G) > Sy <

P2. Dado el eampo vectorial F= —zi+yj+ak. = ( ——éf ‘j / ¥ ) [ J\J Fbmg & Gﬂj”&ﬂﬂﬁh T y ‘z
-—

a) ;Existe un eampo 1‘:5{:}'1];1.1'; tal que Va = {7 ISZ {( _ I:? ’
. s —

b) ;Existe un campo vectorial G tal que rot G = F?

P3. Calcular

L. Calcule el gradiente de 1,0‘}0}- 3’ C v S1 g F '——6 (MNV & ¢

Arc COs =
"I..'"l}'nl_-l _|_H'.2_ ?-2

D

fle,n, 2] = _
: ;r.g | IEJI-_.} I o
2. Calcule la divergencia del siguiente campo: ' /]/‘" 0 C_X,g S ‘ t
: : '
L]

-‘ri 1 - f r [ W r - ] r ¥ o - L S
( ) [z — yyf:::i + y2arctan(z?))i + (y + AV SR arctan(z?))j + z(a® + yH)k].

I"E _|_ u_.-" 1. b
S . AU .. g /
P4. Diremos que un campo vectorial F : B3-{eje Z} — R tiene simetria cilindrica si puede escribirse en W&’h O O\ 0 % F/W e\/l‘e

coordenadas cilindricas como:
P— BB o -
?( r)=Fyp)p, p>0 CC) ‘.\J (-

para alguna funcion F, : (0,00) — R de clase i






I axis
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Problemas

Pl. Sea F: QCR?® > R3 un campo vectorial y f,g: Q C R? — R campos escalares suaves. Pruebe las siguientes
identidades:

a) V(fg)=fVg+gVf
Solucién: Si denotamos por x1 =z, To =y, T3 = 2z y usamos é; = 1, és = j, ég = k, obtenemos

I
gﬂw

V(f9) = 5o+ 519+ 5-(F0)

29 d
) & = fzag‘éi‘f‘gzaa{éi

3
of dg
;(81’1‘9 + f@xl

=fVg+gVf

b) div(fF) = fdivF+ Vf F
Solucién: Escribiendo F' de la siguiente forma F = (Fy, Fy, F3) = Fi1i+ Fyj + F3k, tenemos que
fF = f(Fy, Fy, F3) = (fFy, fFy, fF3), asi obtenemos que:

ofFr)  O(fFy)  O(fF3) _ (Of OF of 0, of OF3

Reagrupando los términos de manera conveniente, obtenemos que:

diV(fﬁ) = (gif—i + (;J;FQ + ((;JZCF?)) + (faale —i—f%FyQ +f8;;3>
_ (af of of >+f (6F1 OF N 8F3>

— N+ —F+—F
Oz 1+8y 2+8z 3 8x+8y 0z

div(fF) =

Vf-F div(F)
Se sigue que div(fF) = Vf - F + fdiv(F).
|
¢) rot(fF) = f rot(F) + Vf x F
Solucién: Denotando las derivadas parciales de la forma 9, := 8%1- donde z; € {z,y, 2z} y notando, igual

que en la parte anterior que; fﬁ = (fF1, fF3, fF3), obtenemos que:

A

) b R
rot(fF) =V x (fF)=| 9. 8, 0.
JFy fFy fF3

= (0y(fF3) = 0-(fF2)) 1t = (0u(fF3) — O-(fF1)) j + (0u(fF2) — 0y (fF1)) &

Desarrollando las derivadas de los productos:

vot(fF) = (0, fFs + fOyFs — 0. fFy — fO.Fy)i — (Ouf Fs + fO.Fs — 0.fFy — f0.F1) j
+(6mfF2+faxF2_ayfF1 _fayFl)’%
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Reagrupando todo de manera conveniente y factorizando el segundo sumando por f:

I“Ot(fﬁ) :[((ayf)FB - (azf)FQ) 71— ((8xf)F3 - (8zf)F1)j+ ((axf)FQ - (ayf)Fl) ’%]
+ f [(8yF3 — 8ZF2) 7 — (ang — 8ZF1)j+ (&UFQ — 8yF1)/%]

Notando que

) 7 I .
(ayf)FZi - (azf)F2) i — ((&vf)FB - (8zf)F1)j+ ((azf)F2 - (ayf)Fl) R = aﬂcf ayf azf = Vf X F
R F, Fj

y por otro lado que

) 7 kR
((9ng — 8ZF2) 71— (890F3 — (9ZF1)j—|- (8mF2 — 8yF1)/A£ =1 0y 8y 0, |=VxF= rot(F)
Fy, Fy, Fj3

Se sigue de las tres dltimas igualdades que: rot(fF) = Vf x F + frot F.
d) A(fg) = fAg+gAf+2Vf-Vyg
Solucién: Primero, recordemos que para un campo escalar h, el laplaciano de h, denotado por Ah,

se define por, Ah := div(Vh), entonces procedemos a calcular A(fg), usando las partes a) y b), en
particular:

a)
A(fg) =div(V(fg)) = div(f Vg + gV f

9V f)
=div(f Vg) +div(gVf) = fdiv(Vg)+Vf-Vg+g div(Vf)+Vg-Vf
N ———— —— N——
b) Ag Af  Vf-Vg
=fAg+gAf+2Vf-Vg
|
P2. Dado el campo vectorial F=—zi+ yij+zhk
a) (Existe un campo escalar u tal que Vu = F?
R
Solucién: Primero notenmos que, rot(F) =| 0, 0y 0, | = —2)# 0.
-z Yy

Y por otro lado, sabemos que rot(Vu) = 0 para cualquier campo escalar u. Luego concluimos que no
existe tal campo escalar.

[
b) ;Existe un campo vectorial G tal que rot G = F' ?
~ 0 0 0
Solucién: Primero, notemos que div(F') = 8—(—2) + y(y) + 87(2) =0+1+41=14#0, pero notemos
x Yy x
que div(rot(G)) = 0 para cualquier campo vectorial G. Concluimos que no existe tal G. |
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P3. Calcular

a) Calcule el gradiente de

2
arccos | —————
(vxz +y? + 22>

f(l',y,z): x2+y2+z2
Solucién:
. of of of >
» Forma no conveniente Calcular V f(z,y,z) = 95 90 95 ) Notar que df/0z es una expresién
x’ Oy’ Oz

no amigable.

= Forma Conveniente Aprovecharse de la simetria de la funcion, es decir, notar que podemos hacer
22 +y? + 2% = r? y usar coordenadas esféricas. En general, la estrategia es basicamente, escribir la
funcién f = f(u,v,w) donde 7(u,v,w) es un sistema de coordenadas ortogonales, de manera que f
resulte una funcién que podamos manipular mas facilmente y usar que el gradiente se escribe en este

_lof.  1of.  10f .

donde hy, h, y hy son los factores escalares.

En nuestro caso, si queremos describir nuestro sistema en coordenadas esféricas (7, é, ¢). Lo primero
que debemos hacer, es expresar f = f(r, 0, ). Notando que

x = z(r,0,p) = rcosfseny, y = y(r,0,p) = rsenfseny, z = z(r,0,p) = rcosp. Reemplazando
esto dltimo en nuestra expresién de f, y notando que z2 + y? + 22 = 72 obtenemos que:

(7“ cos (p)
arc cos
r _ P

r2 r2

sistema como:

vf(“? U’ w)

f:f(r,&,go):

Ahora podemos proceder a calcular el gradiente, notando que los factores escalares son;
hy =1,hg = rseny, h, = r, obtenemos que el gradiente se calcula de la siguiente forma:

_of, v 9fs; 10f.
Vir,0,0) = 8rr+rseng0800+r8g0<p

Caleuland ‘9f_8<90)__290 8f_8<90>_0 W_a(‘P)_l
aeanee o T aor \02) T T3 00 a0 \i2) T "0p 0o \r2) %’

obtenemos finalmente que:

. .1 .
Vf(r,97s0)=—737“+ wzﬁ(so—%m“)

b) Calcule la divergencia del siguiente campo:

_ 1
F = 2 [(z —y\/22 + y2arctan(2?)) i + (y + z1/22 + y2 arctan(2?)) j + z(2® + y?) &

Solucién: De la misma manera que la parte (a), la idea es expresar el campo vectorial en un sistema
de coordenadas en donde se puedan trabajar mas ficilmente las expresiones, en este caso notando que
aparece un z2 + y? de manera independiente de z, conviene usar coordenadas cilindricas. Con esto en
mano, se procede primero a expresar el campo en la forma F = Fyp + Fyf + F.i: y, dado que h, = 1,
ho = py h, =1, podemos calcular la divergencia de F , gracias a la formula de divergencia en coordenadas
ortogonales (ver el resumen), de la siguiente forma

div(Fy = 1 [ 2

P %(Fpp) + §9<F9> + 2(sz)

0z
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Entonces procedamos a expresar F en la forma indicada. Notando que x = x(p,0,z) = pcosb, y =
y(p,0,z) = psenb, z = z(p, 0, z) = z, podemos escribir:

L
F=—l[(pcost — p?sen § arctan(2%)) 7 + (psen @ + p? cos @ arctan(z2)) j+ zp? &]

Pero, atin no tenemos escrito F' como combinacién lineal de (p, 0, z), para ello, notemos que
p=-cosfi+senfjy 0 =—senfi+ cosf ], entonces reagrupando de manera conveniente:

— 1
F = ﬁ[(p cos 07+ psen 6 ) +p? arctan(z?) (— sen 87 + cos 0 j) +zp°A]

pp 0
Luego simplificando algunos términos: F = 1 ﬁ+arctan(22)é—|—z/%. (Notar que esta expresién tiene sentido
s6lo cuando p > 0, es decir, en R? \ {eje Z /))
Observando que F, = ;, Fy = arctan(z?), F, = z, por lo discutido anteriormente, obtenemos que:
dwﬁ:;m+0+M:L u

P4. Diremos que un campo vectorial F' : R\ {eje Z} — R? tiene simetria cilindrica si puede escribirse en
coordenadas cilindricas como:

F (i) = Fp(p)p; p>0

para alguna funcién F, : (0,4+00) — R de clase C1.

a) Muestre que todo campo con simetria cilindrica es irrotacional.
Solucién: Debemos mostrar que rot(F(7)) = 0. Como estamos en coordenadas cilindricas, recordamos
que h, =1, hg = p, h, = 1. Luego, usando la férmula (2) (Usando la observacién, una orientacién positiva
en nuestro serfa; (9, 0, 12:) Luego, como Fy = F, =0

oy A0k pool kg . . q
rot(F) = — ‘ dp g 0. |=—-|0, 09 0. |=—[p(0—=0)—pd(0—0.F,)+ k(0 —0pF,)] =0
PI'F, pF, F. F, 0 0 P

Notar que estas operaciones tienen sentido en R? \ {eje Z}.

|

b) Verifique que si un campo tiene simetria cilindrica, entonces:
L 10
divEF = ——(F,p
Solucién: Ahora ocupando la férmula (1)! y notando que Fy = F, = 0, obtenemos:
- 170 0 0 170 10
divF = — |—(F —(F —(F. =—|=—(F 0+0| =—-——(F,
v F = = | S (Fop) + 5 (Fo) + 5 (Fop)| = 5 [ 50 (Fo) +0+0] =~ ()
|

Ver recuerdo



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

¢) Deduzca que un campo E con simetria cilindrica es solenoidal en R? \ {eje Z} ssi

para alguna constante K € R.

. . K
Solucién: Debemos probar que:  div(F (7)) =0 <= F(7) = —p, para algin K € R
p

div(F(7)) = div (Kﬁ) _19 <K : p) = 12(K) =0

= —| Como F(7) = F,p, se sigue que

" =]

- 10 0
AV(F() =0 = div(Eyp) =0 <= 2 (Fy p) =0 = 5 (Fpp) =0
F |
p

K
— In(F,) = —-In(p) +C,C e R = F, :;,KER

P7. Se definen las coordenadas toroidales (r, ¢, #) mediante
z = (R+rsen(p))cosh, y=(R+rsen(p))send, z=rcos(p)

donde r € [0, R], ¢, 6 € [0, 27). Verifique que este sistema de coordenadas es ortogonal, y calcule la divergencia,
el laplaciano, y el rotor en estas coordenadas.

Solucién: Primero, reescribamos la parametrizacion de este sistema de coordenadas (r, 6, ¢):
(R+rseny) cosf
7(r,¢,0) = | (R+rseny) senf |, rel0,R],0,¢¢€l0,2m)

7 COS ¢

Calculamos las derivadas parciales de 7 con respecto a las coordenadas (r, ¢, 0):

S sen ¢ cos 6 S, —(R+rseny) senf . 7 cos ¢ cos
or or or
el senpsenf |, 96 = (R+rseny) cosf |, Er r cos ¢ sen 6
" cos 0 v —7sen ¢

y con estas derivadas, procedemos a calcular sus respectivos factores escalares:

or or or
hr:‘(‘)r =1, hgz‘ae = R+ rseny, h@:‘&pH:r.
luego los vectores del triedro son:
1 oF sen ¢ cos 6 1 oF —senf 1 oF cos p cosf
f=——=|sengsenf |, 0=-——=| cosf |, ¢=-——=|]cospsent
h, Or hg 00 hy, Op
cos 0 —sengp
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ortogonal, los vectores del triedro {f,é, o}

Para que el sistema de coordenadas toroidales ¥ = (r, 0, ) sea
F-0=7-0=0-¢ =0, por ejemplo:

deben ser mutuamentes ortogonal, es decir, debe cumplirse

sen ¢ cos 6 —senf
7-0=|senpsend |- | cosf | =seny(—cosfsend +senfcosf) =0
cos ¢ 0

los otros dos casos son similares y se dejan de ejercicio.

Ahora procedemos a calcular los siguientes operadores diferenciales en coordenadas toroidales:

= Divergencia: Primero, nos damos un campo vectorial F al cual calcularle la divergencia, también nece-
sitamos que F esté expresado en las coordenadas toroidales (r, 0, ¢), es decir, F= F.r+Fy 6+ F, ¢, con
esto, y recordando los factores escalares h, = 1, hg = R+rseny, h, = r, podemos aplicar la férmula de
divergencia en coordenadas ortogonales para el sistema (r, 6, ¢):

) 1 0 0 0
A(F) = | g (Frloho) + g (Fuhoho) + 5 (Foheho
SR {8( (R + rsen )F)—i—g(TF)—i—g((R—krsen VEy,)
" r(R+rseny) [Or 4 96" " 0y Prte

= Laplaciano: A diferencia de antes, aqui necesitamos un campo escalar f al cual calcularle el laplaciano,
y también necesitamos que f esté expresado en las coordenadas toroidales, es decir, f = f(r,0,¢), de
esta forma procedemos a calcular Af (el laplaciano de f), como Af = div(Vf):

L o(1af L 10f, 10f
Af—le(Vf)—le(hrar +h9890+h¢890(p>

Ve (Ve (Vi)

Aplicamos la férmula de divergencia obtenida en el punto anterior a F= (V)r#t+ (Vi) 6+ (Vo9

_ 1 0 of r 0’f 0 [(R+rsenp)\ Of
_T(R—i—rsencp) [87"( (R+rseng0)a >+R+rsen<p892+8g0 (( r )8@)

= Rotor: Primero nos damos un campo vectorial F' al cual calcularle el rotor, y al igual que el caso de la
divergencia, necesitamos que F' = F,.# + Fp 0 + F, §, de esta forma:

(R+rsenp)d 1
Jp Oy
F. (R+rsenp)Fy rF,

1
hehoh,

het he  hu . 7
& 8 9, |=—5——|9

ﬁ =
rot(F) r(R + rsen p)

<

heF. heFy hy F



