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Resumen
» [Gradiente de un campo escalar]: Sea f un campo escalar, al menos C!, se define el gradiente
de f como
of» O0f~  Of:
Vf=—i+—— Lk
/ oz + ay] + 0z

[Gradiente de un campo vectorial]: Sea ? =i+ Fy)+ Fsk un campo vectorial de clase C!

Se define el gradiente de F' como
OFy OF  OF

ozr 0 z

VF - |02 of 0B

- oz 0 0z

OF; OFy  OF

ox oy 0z

[Campo Conservativo]: Decimos que un campo vectorial ? R3 — R3 si

« Existe un campo escalar ¢ : R3 — R, tal que ?(m,y, z) =Vo(zr,y,2)

. 7"025(?) =0
» [Divergencia]: Sea ? Fii+ Fyj + Fsk un campo vectorial de clase C1. Se define la divergencia
de F' como OF  OF  OF
di ? _ 1 2 3
w oz + oy + 0z

Si definimos V = (%% + a%j’ + %IA{, podemos definir la divergencia como
div? =V ?

[Rotor]: Sea ? Flg + ng + Fglgi un campo vectorial de clase C'. Se define el rotor de ? como

OF,  OF 0F, OF
1 3 )+ ( a; ay1 Vi

F3 aF2 2
rot? 8y 0z Jit 0z Oox

7 a { l;‘ podemos definir el rotor como

» Si definimos V = %z
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» [Laplaciano]: Sea f un campo escalar, al menos C?, se define el laplaciano de f como

0’f 9*f  O*f
— T2 f — ; —
ANf=Vf=div(Vf)= 92 +8y2 + 522

Anélogamente, sea ? = Fii+ By + Fsk un campo vectorial de clase C2. Se define su laplaciano

de como

AF = AR+ AR + ARk

» [Sistema Ortogonal]: Se dice que el sistema de coordenadas 7 = 7 (u,v,w), con (u,v,w) €
D C R3, es ortogonal si los vectores unitarios del triedro {, ¢.1} definidos por

or o7

a2y o2 227
T du ou'"’

or o7
W/Hgl\v

S/l

U= W=

son mutuamente ortogonales para cada (u,v,w) € D.

» [Factores de Escala]: Corresponden a los siguientes valores reales:

or or or

P =151 o = 151w = 1

= Gracias a lo anterior, podemos definir entonces:

or 9T _

o7 .
Ty =l o = et H = hutd

= [Coordenadas Cilindricas]: Corresponde a la transformacién 7 (p, 6, k) =

con los factores de escala dados por h, =1, hg = py hj, = 1.

(pcosb, psinb, k),

» [Coordenadas  Esféricas]: Corresponde a la  transformacion 7 (r,0, ) =
(rsin¢cosf,rsin¢sind,rcos¢), con los factores de escala dados por h, = 1, hy = rsing
y he =r.
» [Gradiente en coordenadas ortogonales]
_lof. 10f.  10f.
Vi= hy 8uu + hy (%U + hw 8ww

» [Divergencia en coordenadas ortogonales]

1 O(Fuhohu)

O(Fyhyhy
| OFhuha)

div(F) =
W) = o, dv dw
» [Rotor en coordenadas ortogonales]
1 hyl  hyD By
— 0 0 o)
rot(?) =7 | 55 Yoo
YT Buhy Fyhy  Fiyhy

O(Fuwhyhy
| OFuhuh,)
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PREGUNTA SI LA DIVERGENCIA ES UN
VEGTOR

P1. Sean ?,8 : Q C R? — R? un campo vectorial, sean f,g : @ — R campos escalares, todos
suficientemente diferenciables de modo que las expresiones siguientes estén bien definidas. Pruebe las
siguientes identidades:

a) V(f-9)=[f-Vg+Vf-g

b) div(fF)=Vf-F + f-div(F)

o) rot(fF)=Vf x F + f-rot(F)

Q) divFxG)=C (Vx F)—F-(Vx Q)
P2. Dado el campo vectorial ? = —zi+y)+ vk,

a) ;Existe un campo escalar u tal que Vu = ??

b) (Existe un campo vectorial 8 tal que rota = ??

P3. Calcular

1. Calcule el gradiente de

z
arccos | —FF/———
( /22 +y2 +Z2 )

f(l",y,z): $2+3/2+22

2. Calcule la divergencia del siguiente campo:
F 1 A . .
( _ ) m[ (z — y\/22 + y2 arctan(2?))i + (y + 21/22 + y2 arctan(2?))] + z(z* + y?)k].

P4. Diremos que un campo vectorial ? : R3-{eje Z} — R3 tiene simetria cilindrica si puede escribirse en
coordenadas cilindricas como:

F(7)=Folp)p, p>0

para alguna funcién F), : (0,00) — R de clase C.
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a) Muestre que todo campo con simetria cilindrica es irrotacional.

b) Verifique que si un campo tiene simetria cilindrica, entonces:

1 I(Fpp)
p Op

div(F) =

c¢) Deduzca que un campo F con simetria solenoidal (de divergencia nula) en R3-{eje Z} si y sélo
si:

F@) =20

con K una constante real.
P5. Verifique si los siguientes campos son conservativos.

a) ?(7) = (y?cosz 4 2°)i + (2ysinz — 4)] + (3222 + 22)k
b) F(ay,2) =

( Y T —2xyz )
22440 22440 274822+16

Matraca clésica, ver resumen y darle

P6. a) Sea F un campo vectorial de clase C? pruebe que rot(rot(?)) =V(V- ?) _V2F,

b) Los campos vectoriales E (campo eléctrico) y H (campo magnético) son solenoidales y estan
relacionados por las ecuaciones:

rot(ﬁ) = oH rot(ﬁ) = 6@

P7. (En vola se pate a ala otra seman)Se definen las coordenadas toroidales (r, ¢, #) mediante
z = (R+rsen(p))cosb, y=(R+rsen(p))send, z=rcos(p)

donde r € [0, R], ¢,0 € [0,27). Verifique que este sistema de coordenadas es ortogonal, y calcule la
divergencia, el laplaciano, y el rotor en estas coordenadas.
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Ejercicios Propuestos
P1. Demuestre las siguientes identidades:

w(rot(?)) =0

ot(Vf)=0

div(Vf x Vg) =0

d div? —rot rot?

e) Afg) = fAg+gAf+2Vf Vg

f) rot ? 8 ?dwa —adw?)—i—(a-V)?—(?-V)a

P2. Compruebe que el campo vectorial en coordenadas cilindricas f(p, 6, z) = 6psin (%)ﬁ + 24p cos (g)é
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P3. Una esfera centrada en el origen de masa m, radio a y densidad uniforme tiene un potencial gravitatorio
denotado por u y una fuerza gravitatoria denotada por F. Donde

. 2 .
. Slr<a,u:?’2—f—’;‘gg y F'= 757

» Sir>a,u="T"yF =137

a) Compruebe que F' = —Vu dentro y fuera de la esfera.
b) Pruebe que dentro de la esfera, u satisface que V2u es constante.

¢) Pruebe que fuera de la esfera, u satisface que V2u = 0.

P4. Sea ¢ un campo escalar de clase C? y 8 un campo vectorial de clase C!, ambos definidos en R3. Se
define el campo F' por ? = Vop+uV x 8, donde p es una constante real. Demuestre que div(?) = A¢.



