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Nota: La longitud de la curva f(z) entre 0 y z estd dada por:

L (f) = /0 VT Rt

La longitud de una curva parametrizada por 7(t) entre a y b corresponde a (contenido de Semana 11):

b
Lb—/

Recuerde que los moméntos estaticos Mpox v Moy respecto a los ejes OX y OY respectivamente de

una regién de masa m encerrada bajo el gréfico de una funcién f(x) entre z = a y x = b corresponden
a:

dr
—(t)|| dt

Mox = Yg-m
MOX = X(;-m
Donde:

1 Voy (f)?
Xg = —-9%JJ
7 o AP
v, — LVox(fa
7 o AN

corresponden a las coordenadas del Centro de Gravedad.

P1.

a) Sabemos por enunciado que:
L(f) = 2* + 2z — f(2)
d
= CL3(f) =20 +2 - ()
Por otra parte, derivando la férmula para la longitud de la curva obtenemos, usando el TFC:

d

L) = T+ o)
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Por lo que igualando obtenemos:

1+ fi(x)2 = 2z+2— f(z) /()

L+ f(2)? = (40”4 8z +4) — 220 +2) f'(2) + f'(2)”
, B 422 4 8x + 3
fiz) = CES // ) dz
4z% + 8z + 3
o =[S

Calculemos esta primitiva:

2 2 _
/de:/zml)ldx:/ x+1—; dr
4(x + 1) Ad(z+1) Az +1)
1
= §x2+x—fln(a:+1)+c

Luego f(z) = 2x +r—z ln(x +1) 4+ ¢, pero f(0) =0 por lo que evaluando podemos encontrar el
valor de la constante c.

1 1
ﬂm:§¥+0—1mm+n+c:c=0:c=0
Con lo que:

1, 1 1 1
f(x)—§x —|—x—11n($+1)—§$($+2)—11D($+1)

b) Area bajo la curva:

1 1
A = /f dac—/ <2$2+$—41n(x+1)>d3:
1 1 1
= / 2d:v+/ :L‘dl‘—/ In(z + 1)dz
2 Jo 0 4 Jo

— <éx3+;xQ—i((a:+1)ln($+1)—($+1))) ‘(1)
11-6In(2)
= —05

Longitud entre 0 y 1: Por enunciado, la longitud entre 0 y = es 2% + 22 — f(z). Luego basta calcular
haciendo = = 1.

6 + In(2)

L = 1+2- 70 =3 (§ :

£2+1—mu+10
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P2. Recuerde que se tiene, para una parametrizacién 7(t):

ro=(50) = (G ) = ()

dr 92t cos(t) Lo sin(t) | o2 2 cos(t) — sin(t)

dt sin(t) cos(t) | 2sin(t) + cos(t)

Y calculando su norma:
dr
dt

Luego:

= e*\/(2cos(t) —sin(t))? + (2sin(t) + cos(t))?

— & [5(sin2(¢) + cos?(t) = €*V/5

Por lo tanto ) o

& 527 5

L%” = / e?\/5dt = ¢ = i(e“ -1)
0 2 o 2

to 2t 5t 5
LEO:/ 62t\/gdt:€ \foo:\g(emo
0

2

_ 1)
Necesitamos que 2L(t)0 = L%™. Esto es lo mismo que pedir:

V5 V5

92X = 2t0_1 —_ vy 471'_1
Do -1y = Do)
2% —2 = -1

4
o e*m 4+ 1
2
47 1
to = In ¢ +
2
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P3. Despejando para el primer cuadrante obtenemos:

y = (a®/3 — £2/3)3/2

Con lo que:

Y = %(a2/3 _ 232 (‘32:6—1/3) _ —x_1/3(a2/3 _ 312

N2 2/3/ 2/3 2/3 a*/? a1/32

En el primer cuadrante (x > 0), la curva corta al eje OX en x = a (se despeja haciendo y = 0), y
corta al eje OY en y = a (se despeja haciendo x = 0). Lo importante de este resultado es que la curva
cuya longitud nos piden calcular va desde el punto (0, a) hasta el punto (a,0). Luego la integral de la
longitud se calcula desde 0 hasta a, es decir:

Pero como a,x > 0, tenemos finalmente que:

a ¢ a1/3 1/3 ¢ dx

173

P4. Para el largo de la elipse, debido a su simetria, consideraremos el doble del largo de la curva
sobre el eje OX, de ecuacién y = v/2v/1 — 22. Donde:

;. —l'\/§ 1+(/)2_1+x2
y_\/l—:L'2 S o

Por lo tanto la longitud de la elipse esta dada por:

1 2
/1
E:2/ %dw
—1 1—=x

Andlogamente, por su simetria, para el largo de la sinusoide consideraremos el doble del largo de la
curva sobre el eje OX, esto es, entre 0 y w. Ademas:

y' = cos(7) 14 (¢)? =1+ cos’(x)

Por lo tanto la longitud de la sinusoide estd dada por:

S = 2/ V' 1+ cos?(z)dx ,u = cos(x) = du = —sin(x)dr = —\/1 — u?dx

1—i—u2 B 1—i—u2

= -2
Ve 2

Por lo que £ = 5.



