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Resumen

» [Curva]: Un conjunto I' se llama curva si existe una funcién continua 7 : [a,b] — R3, llamada
parametrizacién de la curva, tal que ' = 7 ([a, b]). Ademés, la curva T’ puede ser:

o Suave, si 7 € CL.
Regular, si ||7]| > 0.
Simple, si 7 es inyectiva.

Cerrada, si 7 (a) = 7 (b).

» [Parametrizaciones equivalentes] Sea 7’1 : [a,b] = R" y 75 : [¢,d] — R™ dos parametrizacio-
nes de una curva I'. 71 y 7’5 son equivalentes si existe una funcién biyectiva ¢ : [a,b] = [c, d] de
clase C! tal que

T1(t) = Ta(p(1)), Vt € [a,0]
En este caso ¢ se llamara reparametrizacion.

» [Longitud de Curva]: Se define la longitud de curva en el tiempo ¢ como:

0= [ 192 ar

= Sea I' una curva regular y simple, con parametrizacién 7(t) y parametrizacién natural o(s). Se
tiene que:
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» [Parametrizacion natural] Para obtener la parametrizacién natural (o de longitud de curva).
Es necesario obtener la funcién de longitud de arco (s(t)) y luego desde esta relacién despejar ¢ en
funcién s, para finalmente encontrar:

7 (s) =T (t(s))

» [Observaciones| Cualquier otra parametrizacién regular conduce a la misma parametrizaciéon na-
tural solo que puede variar el sentido (dependiendo del sentido de la parametrizacién). También
se cumple que: ||§—§H:1

» [Coordenadas Cilindricas|: La relacién entre las coordenadas cartesianas y cilindricas viene

dada principalmente por:
T(p,0,k) = (pcosb, psinb, k)

» [Coordenadas Esféricas|: La relacién entre las coordenadas cartesianas y esféricas viene dada

principalmente por:
T(r,0,¢) = (rsin¢cos@,rsin ¢sin @, r cos ¢)

Propuestos curvas en el espacio

ht
A. Sea la parametrizacién r(t) = (a cos(t), asin(t), 2), t € [0, 27]. Determine si esta parametrizacié es
s

suave, regular, simple, cerrada y/o cerrada simple.
B. Encuentre alguna parametrizacion para las siguientes curvas

a) La parabola dada por y = 22,z € [0,a] en sentido antihorario.

Q a
b) El segmento que une el punto ? = | B | y el punto 7 =15
~ c
¢) El triangulo cuyos vértices son (0,0), (0,1) y (3,3).
22 g2
d) La elipse dada por 9 + T 1.
e) La curva que se obtiene de intersectar un casquete esférico unitario y la superficie de ecuacién
2 2 2
2t =x"+y°.

'En estricto rigor la cualidad de ser suave, simple, regular,etc. Es de las curvas, sin embargo, usaremos estas propiedades
para referirnos de igual forma a las parametrizaciones. Se ruega comprender la diferencia entre curva y parametrizacion.
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C. [Recuerdo de Vietnam)]

/Ot o(u)sen(u)du

t
Considere la curva T’ parametrizada por 7 (t) = / P(u)cos(u)du |, t €[0,5), donde ¢(t) > 0 es una
0

/Ot o(u)tan(u)du

funcién continua en [0, )

a) Demuestre que I' es regular. Calcule T'(t), N(t) y la curvatura x(t) en términos de ¢(t). Use estos
resultados para determinar ¢(t) de modo que x sea constante e igual 1.

dB D (2 —sH)(2+2)
b) Calcule B(t). Ademas, sabiendo que (no lo demuestre) — = s(1 +c*)2 | —2sc(2+¢%) |,
dt )
c(2+ ¢%)
donde s = sen(t) y ¢ = cos(t), calcule la torsién 7 de I' en términos de ¢(t) y determine ¢(t) de
modo que 7 sea constante e igual a —1

D. Sea r(s) una parametrizaciéon en longitud de arco de una curva I'. Demuestre que

i (0 dr)
ds \ds2  ds3 )]

“La vida de un critico es sencilla en muchos aspectos, arriesgamos poco, y tenemos poder sobre aquellos
que ofrecen su trabajo y su servicio a nuestro juicio. Prosperamos con las criticas negativas — divertidas
de escribir y de leer- pero la triste verdad que debemos afrontar, es que en el gran orden de las cosas,
cualquier basura tiene mas significado que lo que deja ver nuestra critica. ... En el pasado, jamés oculté
mi desdén por el famoso lema del chef Gusteau: “Cualquiera puede cocinar’. Pero al fin me doy cuenta
de lo que quiso decir en realidad: no cualquiera puede convertirse en un gran artista, pero un gran artista
puede provenir de cualquier lado. Es dificil imaginar un origen mas humilde que el del genio que ahora
cocina en el restaurante Gusteau, y quien, en opinién de este critico, es nada menos que el mejor chef
de Francia. Pronto volveré a Gusteau... hambriento.”

“La vida de un beauchefiano o beauchefiana es sencilla en muchos aspectos, arriesgamos muchas horas de
sueno, y tenemos poder sobre aquellos que ofrecen su pauta y su servicio a nuestro juicio. Prosperamos
con las matracas sin golazos — divertidas de escribir y de leer- pero la triste verdad que debemos afrontar,
es que en el gran orden de las cosas, cualquier basura tiene mas significado que nuestro desarrollo.. En
el pasado, jaméas oculté mi desdén por el famoso lema del crack Javier: “Cualquiera puede matraquear”.
Pero al fin me doy cuenta de lo que quiso decir en realidad: no cualquiera puede hacer la matraca sin
golazos, pero un/una gran artista puede provenir de cualquier lado y juntos en este curso trabajaremos
para lograrlo entre auxiliares, profesor y estudiantes. a por la matraca hasta salvar la compania, ustedes
pueden”
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E. Sea la curva que se forma al intersectar:

22—y =1 y atanh(z) =y
con 0 <z<1yax,y>0. Se pide:

a) Parametrizar la curva y calcular su longitud.
b) Encontrar su parametrizacion en longitud de arco.

¢) Calcule el vector Tangente, Normal y Binormal.

F. El objetivo de esta pregunta es encontrar el plano osculador de un curva para esto necesita las siguientes
definiciones:

Una de las formas de obtener un plano II es encontrar su ecuacién normal < ¥ — p, 7 > donde ¥ € II
arbitrario, 7 € II fijo o conocido y 7 es un vector normal.

Dada la curva definida por:
7 (t) = (cos(t), sen(t),t), te[0,2n]
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» [Teorema de Fubini]: Sean Ry C R", Ry C R™, R = Ry X Ry, y f: R — R una funcién
integrable, tal que las funciones

zeR — | flr,y)dy , ye Ry — | f(z,y)dx
Ro Ry

estan bien definidas y son integrables. Entonces se tiene la validez de las igualdades
Li=[ ([ s@uapda= [ (| @ ydoy
R R1 RQ R2 Rl

» [Teorema del Cambio de Variable]: Sea @ C R™ un abierto y T : @ — R" una funcién de
clase C'. Sea D’ una regién abierta y acotada con Adh(D’) C Q y supongamos ademdas que T es
inyectiva en D', que la matriz T"(u) es invertible para todo uw € D’y que D = T(D’) es un abierto.
Sea f: D — R una funcién continua. Se tiene entonces la validez de la igualdad

[ @de = [ () - ldet(T (w)]du
D D’

» [Campos]: Sea  C R3 un abierto no vacio. Definimos:

¢ Campo Escalar sobre €2 a toda funcion a valores reales, es decir, a toda funcién f : @ — R.

« Campo Vectorial sobre  a toda funcién f : Q — R3.

Citado Célculo diferencial e Integral Uchile y Céalculo en varias variables coordinado 2019.

P1. Las coordenadas de una particula en el tiempo vienen dadas por:
T (t) = (sint — tcost,cost + tsint, t2)
Calcule ?, ﬁ, ky R.

P2. Demuestre que una curva sin curvatura, corresponde a una recta.

P3. a) Sea p= f(0) la ecuacién en coordenadas polares de una curva I'. Demuestre que el largo de I" en
el intervalo [0y, 02] es

02
L= [ 702+ (7(0))2d0
1
b) Demuestre que para el caso en que se cumpla f/'(6) = af(#), con a un niimero real, la curvatura
de I" en cualquier 0 estd dada por

1
V(f(0))? + (F'(6))?

k(0) =

P4. Dibuje las lineas de corriente/flujo de los siguientes campos vectoriales.
z,y) = (2,y)
b) F(e,y) = (1y* ~y)
z,y

)= ; 72)
1 2) =\t 127 T2y 74220 22 4y2 422

5
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d) ?(r, 0,0) = %f, para los casos K <0y K > 0.

P5. En esta pregunta se pide calcular fol /. 21 fyl e’ dx dy dz y se sugiere utilizar el teorema de Fubini dos
veces.

P6. La siguiente integral, llamada Integral de Gauss posee una variedad de aplicaciones, principalmente
en la teoria de probabilidades, esta corresponde a la integracion a lo largo de la recta real de la funciéon
gaussiana e‘mQ, posee un valor relativamente sencillo de calcular a lo largo de R.

El objetivo de esta pregunta es calcular el valor de:

o0 2
/ e Udx
—00

a) Calcule el determinante de la transformacién de coordenadas cartesianas a polares, es decir, de
(x,y) = P(p,0) = (pcosh, psinb).

b) Utilizando Fubini logre la siguiente igualdad:

I= // e~ @) g = (/ e*””zda;)2
R2 R

c¢) Utilizando lo encontrado en (a) llegue a que I = .

d) Concluya y entregue el valor de la integral de Gauss.

4 Por que tan elegante Homerg?

=2

Matracal’t “Hoy comienzan las auxiliares de CAA muchacho”

2Matracal = Pato 4 Javier haran grandes matracas que en conjunto a ustedes lograremos entender



