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P1.- a) Sea u € C*(Q) donde QU IN C Q' y 9N es una superficie regular por trozos. Pruebe que

///Q(um + | Vul?)dV = //aQ ud,udS

Recordemos que el teorema de la divergencia dice que, para un campo Fe C!, y un solido
con frontera 9 clase C!' por trozos, se tiene que

# ﬁdﬁ:// V- FdV
o0 Q

Ahora, como el campo escalar u es de clase C?, entonces consideremos el siguiente campo
vectorial

Demostracion:

F = uVu

Aplicando el teorema de la divergencia obtenemos que

# uVudA = // V- (uVu)dV
G Q

recordando que VudA = d,udS , se tiene que

# ud,udS = // V- (uVu)dV
) Q

Luego, aplicando la regla del producto para derivadas en n dimensiones

# udpudS = // V- (uVu)dV = /// Vu-Vu+uV - VudV = // |Vul? + uAudV
o9 0 Q 0

b) Considere el siguiente campo vectorial

Fz,y,2) = (zz+ e 2 — 22— 2,22 +v)

Calcule el flujo que atraviesa la superficie del sélido €2 delimitado por
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ON={2"+9"-1=00<2<2—ytu{z=2—y,2°+9* <1} U{z=0,2>+¢* < 1}

Cuanto es el flujo que atraviesa el manto y la tapa?
Demostracion:

En consideracion de que las superficies forman un cilindro cortado, y generan un sélido con
frontera regular, es posible utilizar el teorema de la divergencia para calcular el flujo que
atraviesa esta superficie cerrada al calcular la integral de volumen de la divergencia.
Calculemos primero la divergencia del campo que nos presentan

V-ﬁz@x(xz+ez2)+8y(z—z2—2)—i—@z(zz—l—y)=Z+0~|—2223Z

Ahora, los limites de integracién son importantes. Utilizaremos la descripcion en coordenadas
cilindricas por ser un cilindro truncado

x = pcos(0)

y = psin(0)

Luego, se tiene que

p € [0,1]
6 € [0, 2]

z € [0,2 — psin(0)]

Luego, la integral de flujo de superficie puede ser calculada como

oL B 1 p27 p2—psin(f) 3 1 p2m
# FdA:///V-FdV:/ / / 3zdzpdbdp = —/ / (2 — psin(0))*pdfdp
o9 Q o Jo Jo 2Jo Jo
3 1 27
= 5/ / p(4 — 4psin(0) + p*sin(0))dbdp
o Jo
12 1 2 12 1 2 1 2
= —/ / pd@dp——/ / pzsin(G)dep—l—§/ / p’sin(6)*dfdp
2 Jo Jo 2 Jo Jo 2Jo Jo

12 1 2 3 1 2 1 I 1
= —/ / pdfdp + —/ / p*(1 — cos(20))dfdp = 127?/ pdp + —/ pPdp
2 Jo Jo 4 Jo Jo 0 2 Jo
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3 51
:67T+—7T:—7T

8 8

Calculemos el flujo que atraviesa el fondo para poder utilizar completamente el teorema de
la divergencia y obtener los flujos que atraviesan las otras 2 superficies

1 2 1 2 1 2
// F-dA = / / F-2pdfdp = / / (02 +psin(8))pdddp = / / p*sin(0)dfdp = 0
{z=0,224+y2<1} 0o Jo 0o Jo o Jo

Luego por el teorema de la divergencia

L , L 51
// F-dA:// V~FdV—// F.dd=21
{22492 -1=0,0<2<2—yU{z=2—y,x2+y2<1} Q {z=0,z24+y2<1} 8

c¢) Considere las superficies dadas por

Yy ={*+ P+ (2-2)2-9=0,2>2}

Yo ={r*+y*-9=0,2z€[1,2]}

Calcule la siguiente integral de flujo

// (2yzg — 2°2) - ndS
YUY

Consideremos el siguiente campo vectorial

Demostracion:

F= ety
Calculemos su rotor
. Ty Zz Ty z
VxF=|0, 0, 0.|=1|0, 0y 0. =2yzy— 223
F, F, F.| |y2* 0 0

Que es el campo sobre el cual nos piden calcular la integral de flujo. La superficie 3; U 35 es
una superficie regular pro trozos con frontera regular por tramos. Luego es posible aplicar el
teorema del Rotor sobre este campo

515 ﬁ-df://VxﬁM
() >
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Luego s6lo nos resta calcular la circulacion del campo F' en torno a la frontera de ¥ = ¥, U,
repetando la normal exterior. Parametricemos en cilindricas esta curva simple

p=3
6 € [0, 27]
z=1

Luego

7 = (3cos(6), 3sin(0), 1)

dr = (—3sin(#), 3cos(0),0)do

Luego, por el teorema del Rotor

2
// V x ﬁdﬁ:§£ ﬁ-dF:/ (123sin(0), 0,0) - (—3sin(6), 3cos(6), 0)db
b (o)) 0

Ne)

27 27
_ / —9sin(0)2d0 = —2 / | — cos(20)d — —g[e — sin(20)/2)]2" = —9n
0 0

[\]

P2.- a) Calcule la integral

eZ
—dz
y?zu% 2(1—e™?)

para R=7my R=3m
Demostracion:

Salta a la vista que esta funcién tiene problemas en z = 2ikw, con k € Z. Veamos el orden
de los primeros 2 polos que son encerrados por la curva cerrada simple. Veamos que z = 0

es polo de orden 2 (esto pensando en que (1 — e™*) se seguird anulando si suponemos que es
de orden 1)

usando L’Hopital

Ahora veamos que z = +2im es polo simple

4
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I (z F 2im)e?
1, R
nuevamente usando L’Hopital, se tiene que
, €% 4 ze* F 2ime* eV 4 2imer T x Qimet?™ 14 2w F 2um i
= lim,— 1 9ir — — = % - 5 = — =F— #0
1—e7?4 ze = 1 — eT2m + +2iweTam 1—14+2im 27
Luego, ahora podemos calcular mediante residuos
Para R=m
e . , , d (z—0)% _ d ze*
————dz=2imR 0)=2 lim, ,o————"—=2 lim,__,o—
?%:R prp—— z = 2imRes(f(z),0) = 2im  lim _>0dzz(1_€%> im lim Hodz(l—efz)
(6" 4 ze*)(1 — e ?) — ze %e? e —2z+ze* — 1

=21 lim,_,o

=22 lim,_,o

(1—c ) (I—e)

usando L’Hopital

oir I 2e* — 2 4 ze*
=2ir lim, ,g—————————
21 — e %)
y nuevamente L’Hopital
3e* ? 3
= 2 lim,_ _2:_ 1 z4€e—2z T 5= 3im

Ahora, para R = 3w, debemos agregar los otros 2 residuos de los polos simples z = +2im.
Luego se tiene que

‘ . . e* 1
Res(f(z),2im) = lim, 9ir(2 — 2m)2(1——672) =5

z

Res(1(2), ~20m) =l o+ 20m) s =

Luego, al sumar ambos residuos, la integral no cambia

eZ
——dz =3
51?2:1%2(1_62) z s

b) Calcular

/271' d9
o 1+ 5cos(20)
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Demostraciéon

Esto tiene la forma de ser una integral en un circulo unitario, por lo tanto hagamos el
siguiente cambio de variable

por lo tanto
dz = ie"df = izdb

22 + 272

cos(20) = 5

Luego la integral anterior puede ser reescrita como

2m de 1 dz 1 z 4 z
ToToosae ~ P oz, = P aram =P e ®
0 + 5c0s(20) p=1 1+ 2= iz 0 fpn 22+ 2H i S 4272+ 21+

Veamos cuales son los polos de esa funcion, y cuales de estos estan dentro de la curva cerrada
smple

z

—4++16 -4
2 _ : — 243

de estos, s6lo uno de los polos estad encerrado por la curva, por lo tanto los polos simples
encerrados seran

2= +i\/2 — V3

Ahora, reescribamos el denominador de manera astuta para que sea mas facil el calculo de
residuos

42420+ 1= (22— (—2=V3)(z—i2 = V3)(z +i\/2 — V3)

Ahora calculamos los residuos correspondientes

Res(f(2), 1 2_\/§>:Mmz—>z’\/m(z_”2_\/§)(Z2+2+\/§)(z—i 2 —/3)(z+ivV2—+/3)

2 iv2— 3

:umz_ﬂx/z_ﬁ(zuﬂ\/g)(zﬂ 2-v3)  (V3-2+2+V3)(2iV2 - V3)
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oWVVB-2 1
433 -2 43

Ahora el otro residuo

z

Res(f(2),=iV2 = V8) =lim___ 5—(eti 2_\/5)(22+2+\/§)(2—i 2—V3)(z +iV2—V3)

z —i\/2—\/§

=lim =

V2V (0 9 L Bz —iv2—VE) (VB —2+2+3)(=2iv2 — v3)

o =VVB=2 1
C43VVB-2 4B

Luego la integral original puede ser calculada como

2w d@ . 4 . ‘ . 4 9 471'
/0 W = QZW;[RGS(]C(Z),Z\/Q —V3)+Res(f(z), —i\/2 —V3)] = ngm =

¢) Demuestre mediante la formula de residuos la siguiente integral

/OO tm g — T
o t"+1 nsm(@)
donde mn € Zyn—m > 2

Demostracion:

Consideremos el siguiente recorrido en el plano complejo
I''={2=tte|0,R]}

- 2
Ty ={z=Re' t €0, 2]}
n
Ty ={z=ten te[R,0}
y la extension natural compleja de 1 afunciéon que se desea integrar

m

f(z) =

2"+ 1

Vemos que en el interior de esta curva simple cerrada regular por trozos hay un solo polo
simple encerrado en
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z=¢€'n
Veamos que es un polo simple
Zm
lim__ x(z—e n)zn 1
donde podemos usar L’Hopital
- _ . iT (m 1) .
i (m+1)z™ —me'n 2! (m+1)e’s —me'ne' = (m + 1) —me'™
z—e' n n—1 . (n—1)w (n—1)m
nz net w ne’ =
;mm . . (m+1)mw
6 n i(m+1)7'r eTL’Lﬂ' 61' n
= —Z<n 1)71' = e n n = — n
ne' =

Luego es un polo simple y ya tenemos el resultado del residuo. Ahora veamos comoquedan
las integrales de linea

2imm
R tm 2m R™ imt 0 m n 2im
n e it - € - o . Z%
/o tn+1dt—|— i WR@ zdt+/R — ¢ " dt = 2imRes(f(z),e')
the 41

Acotemos la 2da integral
Rm imt ) 27” Rm+1 2 27.‘_
0< ———Re'idt| < —— _dt< Rm < Rt
|/ Rn znt+1 et |—/0 |Rn€znt_|_1| n

Luego si R — oo esta integral converge a 0. Tomando limite el problema original queda

como
o ym 2ilm+)m - e
_— o et n
/ dt —e n / dt = 2imRes(f(z),e'n) = —2im
g t"+1 o t"+1 n
2l(m + ].)ﬂ- 00 tm 7:(m-',-l)‘lr
(1—e n )/ dt = —2ir "
o th+1 n
(e e —el(mtn )/Oo t dt = T
21 o th+1 n
/mttild_ (W+1)
n m s
0 in( )
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P3.- Considere el dominio 2 = [0, 7] x Ry y el siguiente sistema

Oyu = Oppu + sin(z), (x,t) € Q
u(0,t) = u(m,t) =0,Vt € Ry
u(z,0) =1—x,Va € [0,7]

que corresponde a una distribucion de temperatura dada por calefactores puestos de forma
periodica. Resuelva el sistema mediante separacion de variables.

Demostracion:

Primero realizemos el siguiente cambio de variable
y(xat) = u(x,t) o SZ?”L(.I')
el sistema queda descrito como
Ou = Oy, (x,1) € Q

y<0a t) = y(”a t) = 07Vt € R-i—
y(x,0) =1 -2 — sin(z),Vx € [0, L]

Realizando la separacion de variables en busca de soluciones no identicamente nulas y(x,t) =
T(t)X (z), se llega a lo siguiente

/ 1"

7 X

e &

T X

Descartamos los otros posibles signos de la constante debido a las condiciones de borde tipo
Dirichlet nulas. Por lo tanto las soluciones generales para X (z) quedan como

X(z) = Asin(Az) + Beos(Ax)

De las condiciones de borde, se obtiene que

B=0

A=k keN

Ahora, la solucion para T'(t) queda dada por

Luego la solucion genérica queda dada por

y(x,t) = Z Ape ®tsin(ka)
k=1

9
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De las condiciones iniciales podemos obtener que

y(x,0) =1—z — sin(x) = ZAksin(ka:)

Saquemos los coeficientes A, mediante la descomposicion en series de Fourier. Dado que
—sin(z) ya es una descomposicion de Fourier en si misma, solo falta realizar una extension
impar de 1 — x para encontrar los coeficientes de Fourier que esta genera, dada la linealidad
de las series (que es heredada de la linealidad de las integrales)

2 [T _ 2 (=1F-1 [
A = — 1 — i e —
k 7T/0 (1 — z)sin(kx)dx 7T[ ’ /0 zsin(kx)dx]

_ z[_(—l)k -1 N T(=DF /7r cos(kx)dx] _ z[_(—l)k -1 N r(=D* sm(k;x)| ]
o k k 0 k o k k k210
20 (-DF =1 w(—1)k
BE LS

Luego podemos reordenar esto como
2 (=% —1 m(-D% 2
e
A =-1+ 3[—(_1)1 i ”(_1)1] = —3[2 — 7]
L T 1 1 T TR
A B 2[ (—1)2”1 —1 7T(—1)2l+1} B 2[ 2 s ]
T 2+ 1 2A+1 ° w241 2A+1

Luego la solucién al problema original queda como

u(z,t) = sin(x) + Z Ape ®tsin(kz)

con los coeficientes antes calculados

b) Calcule las transformada de Fourier de las siguiente funcion

o) -3 H(k— 1/12)2;1?(1@ +1/k)

Demostracion:

Vemos que es una funciéon de escalones decrecietes, y que Vx € R la serie converge absoluta-
mente, luego su transformada queda determinada por la suma de cada una de las transfor-
madas de las funciones que componen la serie, debido a la linealidad de la transformada de
Fourier

10
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Denominemos

H(k—1/k) — H(k + 1/k)

filw) = K211

Calculemos la transformada de cada una de estas funciones

1 > ) 1 k+1/k
F - = ST — = —isz g
(6= 7= [ Ao T / L,

1 —isz |k+1/k 1 —isk—is —isk+is
: - e |kf1§k = — . (eisk=is/k _ gmiskis/ky
—isV2m(k? 4+ 1) —isv2m(k? 4+ 1)

Qe isk \/5 1 sin(s/k)
= ————sin(s/k) =1/ —
sv2n(k? 4+ 1) (s/k) Tk?+1 s

Luego por linealidad y absoluta convergencia, se tiene que

2 1 sin(s/k

Para este tipo de senales, indica que en la transformada de Fourier, que representa un espectro
de frecuencias, las senales con k mayores son cada vez menos importantes, dado que en su
transformada estas se ven atenuadas, y por tanto los £ mrhas pequenos son los que tienen
mayor incidencia en esta funcioén final.
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