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P1.- Encontrar las funciones cuyas transformadas de Fourier son las siguientes
a) F(s) =0(s—wp) +0(s+ wp)
b)Para a > 0, G(s) = 22

a?+s?
eis
H =
©) H(s) = 530
Demostracion:
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usemos la funcion extendida a los complejos

a? + 22
que posee polos en z =ai y z = —ia

Primero consideremos x > 0. Con esto necesitamos usar un contorno adecuado para cal-
cular esta integral mediante residuos. Consideremos la semicircunferencia de radio R en el
semiplano superior, luego para R suficientemente grande

R s
= isx 2a iszR(cos(0)+isin(0)) 2a 6
é‘g(Z)dZ = /_R (& mds + /0 (& mfie Zde

R T

, 2 ‘ ‘ 2 ) 2

— / ezsm%ds +/ ewR(cos(G)e—stm(@))Q—G'RGZGZdQ — Yime % : a - Ve~ 0T
_r a*+s 0 a? + R?e% ai + ai

donde la 2da integral converge a 0 si es que R —> oo. Ahora si x < 0, consideremos el mismo
tipo de semicircunferencia pero en el semiplano inferior
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Ahora, la segunda integral converge a 0 dado que —zRsin(0) < 0 para 6 € [, 27]

Luego, se tiene que

& 2
e 5 2ds = 2l
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Luego

g(x) = V2me W

els x—l—l)
h(x) / ds = /
\/ 2 2 + 328 3iN/ 27
Ahora usaremos la siguiente funcion extendida a los complejos
iz(z+1)
- e
(Z) = 2%
Z-3
7
la cual posee un polo simple en z = —. Consideremos primero (x 4+ 1) > 0 y el semicirculo

en el semiplano superior. Luego del teorema de Residuos
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La segunda integral converge a 0 dado que —(x + 1)sin(f) < 0 para 6 € [0,7]. Ahora si
(x 4+ 1) < 0, usemos la semicircunferencia en el semiplano inferior
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P2.-

dado que el interior geométrico de esta curva cerrada regular no contiene polos. En este
recorrido, la 2da integral converge a 0 dado que —(x + 1)sin(f) < 0 para 6 € [, 27]

Luego podemos reescribir la antitransformada como

1 2Z‘7r6—2(r+1)/3 _ 2
h(x) = q 3iv2r 3
0,(z+1) <0

e 2t (2 4+1) >0

Considere el dominio Q = [0, 7] y t € R,. Resuelva la siguiente EDP mediante el método de
separacion de variables

Ony — Oy = 4sin(2zx),x € Q
y(0,t) = y(m,t) =0,Vt € Ry
y(x,0) = 0,Vz € [0, 7]
Owy(x,0) =7 —x,Vz € [0, 7]

Demostracion:
Consideremos el siguiente cambio de variable u(z,t) = y(x,t) — sin(2x)

de aca se descprende que

Opu(x,t) = Opy(z,t) — 2cos(2x)

y que
Opatt(2,t) = Oppy(,t) + 4sin(2x)

Con esto, el sistema puede ser descrito de la siguiente manera

Ot — Ogp = 0, € ()

u(0,t) = u(m,t) =0,Vt € Ry
u(z,0) = —sin(2z),Vx € [0, 7]
ou(z,0) =71 —x, Vo € [0, 7]

Consideremos ahora soluciones del tipo u(z,t))X (2)7T'(t) no identicamente nula. Luego la
EDP puede ser reescrita como

/1 "

r_X =L tant
T x constante

De las condiciones de borde, vemos que, como asumimos soluciones no nulas, vemos que las
soluciones generalizadas de la EDO para X seran exopnenciales, pero dadas las condiciones
de borde estas deben ser exponenciales complejas, por lo tanto podemos reemplazar L = —\2.

Luego podemos reescribir las coluciones para la EDO de X como
X(z) = acos(Ax) + Bsin(Ax)

3
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De las condiiones de borde, « = 0 y A\ = k, con k£ € N. Luego las soluciones basicas en
funciéon de k pueden ser descritas como
ug(z,t) = Agcos(kt)sin(kx) + Bysin(kt)sin(kx)

Luego de forma generalizada se tiene que

t) = Z Aycos(kt)sin(kx) + Bysin(kt)sin(kx)

k=0

Luego usando las condiciones iniciales, se tiene que

u(z,0) = —sin(2z) ZAksm (kz)

Luego de aca sale que todos los coeficientes A son 0 salvo k = 2, donde Ay = —1

Ahora, la segunda condicién inicial, se tiene que

Ou(z,0) =1 — 2z = Z —Arksin(k0)sin(kz) + Bgcos(k0)sin(kx) Z Byksin(kx)
k=0 k=0

Luego, es la descomposicion el series de Fourier de la funcion f(x) = 7 — x en sin(-). Luego
usando la ortonormalidad de estas funciones, si extendemos de manera impar la funcion f(x)
en el intervalo [—m, 7], se llega a que

Bk = %/ﬁ sin(kz)(m —x) = 2 /07r sin(kx)(m — x)

- s

= %[—(ﬂ' — ) cosl({;k:x) A %/Oﬂ cos(kx)dx] = 2 [ﬂ'% - %Sm(lm)\ | =

™

EN N

Luego podemos reescribir la solucion para el problema auxiliar de la siguiente manera

u(x,t) = —cos(kt)sin(kx) + Z —i—%sin(kt)sm(kx)

Luego el problema original posee la siguiente soluciéon

y(x,t) = sin(2x) — cos(2t)sin(2x) + Z +%sm(l€t)sin(k‘x)
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P3.- Considere un disco de radio R centrado en el origen y la siguiente EDP

Au(p,0) =0,(p,0) € B(0, R)
u(R,0) =1T,0 €]0,7]
w(R,0) = —T,6 €], 27|

Resuelva usando el método de separacion de variables e imponga las condiciones de regula-
ridad necesarias para obtener una soluciéon general.

Demostracion:

Primero recordemos cual es la forma que posee el laplaciano en cilindricas

1 1
Au = ;ap(papu) + ;6@9’&

Supongamos soluciones no trivialmente nulas de la forma u = P(p)K(0), de acé obtenemos
la siguiente ecuacion

1 1 K"
p—P@p(p(‘)pP) = 2K = A

Consideremos la siguiente EDO. Resolvamos la EDO para K.
K + MK =0

Ahora como estamos en un disco, entonces las soluciones para esta EDO deben deben ser
periodicas de forma que K (0) = K(27), por lo tanto A = k con k € N, ya que si este no
fuera el caso, estas serfan exponenciales, pero las condiciones de ler y 2do orden (igualando
la funcion y su derivada para § = 0,27) implicarian que los coeficientes que acompanan a
las exponenciales serian nulos.

Una forma explicita de verlo es la siguiente. Las soluciones a la EDO son de la siguiente
manera

K(0) = aeV™ 4 eV
de las condiciones de regularidad se tiene que

a+p= eV AT ﬁe"/j’\%

V=X = B) = V=A(aeV ™2 — Be=VA2)

Sumando ambas ecuaciones se llega a que
6\/7/\271- — 1= 627,7Tk’ LeN

llegando a que \ = k2
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Por lo tanto
K (0) = acos(k0) + Bsin(kd)

Ahora, la EDO para P sera

p*P" + pP — k*P =

Ahora, esta EDO puede resolverse suponiendo soluciones del tipo P(p) = Ap!, llegando a
que

Apll=1)+1 -k =0
luego [ = *+k, por lo tanto

P(p) =~p™" +p*
Pero estas soluciones deben ser uniformemente finitas, ademéas de respetar condiciones de
regularidad, por lo tanto v = 0.

Luego las soluciones seran de la forma

ug(p, 0) = Appcos(k0) + byp"sin(k0)

por tanto la soluciéon general puede ser descrita mediante

u(p, ) = Z AppFeos(kO) + Bypsin(k6)
k=0

Ahora usaremos las condiciones de borde. Como

oo
u(R,0) = £T = Z ApRFcos(kf) + By R"sin(k0)
k=0
Luego es una descomposicion en series de Fourier de la condiciéon de borde, pero como
podemos describir el circulo con § € [—m, 7], vemos que la condicion de borde es impar como
funcion del angulo. Luego los tinico coeficientes que sobreviven son los By,

I 2T cos(k0) . 2T (—1)F —1
BiRF = = /_7r sgn(6)Tsin(k6)dd = B 5 = B
de los cuales s6lo sobreviven los inides impares
B B AT
P (2p + 1) R
Luego la solucién general de la EDP puede ser descrita como
Z Rzp+1 " lin((2p 4 1)0)

p=0



