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P1.- Encuentre los radios de dominios de convergencia para las siguientes series de potencias

a)
9]
> e
n=1

Demostracion:

Ocupemos el criterio del limSup para calcular este radio de Convergencia

R = limSup,—o0 Y/ |an| = limSup, oo/ |n| = 1

Luego su radio de Convergencia es R = 1. Veamos que ocurre en la frontera. Tomemos z = e
que corresponde a cualquier elemento en el circulo unitario. Luego se tiene que

(%) 00
§ nzn — § :ne'mﬁ
n=1 n=1

Ahora, si suponemos que esta serie es convergente en tonces los elementos de la sucecion que
la componen deberian converger a 0, sin embargo

0

[ne™| — oo

Luego esta serie no converge en la frontera de su dominio de convergencia.

b)
o Zn
n2
n=1
Demostracion:
Utilicemos ahora el criterio del cuociente
—
_ . ay, . n+1)2 . n?
R !'= lzmSupn_,ooﬁ = lzmSuanm% = lzmSupn_mm
=
, 1
= lzmSuanoo—l =1
(1+-)?
n
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Veamos que ocure en la frontera. Tomemos un elemento cualquiera en la frotnera del disco
unitario z = e*

e o o einQ o0 1
| —| = < — < 00
2| ‘Z 2 | < 2
n=1 n n=1 n n=1 n
Luego al ser una serie absolutamente convergente, y por tanto es convergente en toda la
frontera
c)
(o] Zn
>
n=1
Demostracion:

En esta serie usaremos un acercamiento un poco distinto. Calculemos primero el radio de

convergencia
]
n . 1 .
R'= lz’mSuanooM = lzmSuanOOM = limSup,— oo n
|an| |l| (n+1)
n
. 1
= lzmSuanoo—l =1
(1+-)
n

Su radio de convergencia es 1. Vemos que para z = 1 se tiene la serie armoénica, la cual no
converge, por lo tanto ya sabemos que en este punto de la frontera la serie no es convergente.
Tomemos z = ¢ con 0 # 0

donde
Sn — . ezk@
k=0
Luego
N g N N N
e Sn Sn—l Sn Sn—l Sn—l Sn—l SN Sm—l 1

= _— = _— — = —— STL* _—

;n ;n n nz:;nn n—1+n—1 n N m—1+; 1(n—l n
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P2.-

Ahora acotemos la suma parcial original

N

zn@ |SN‘
> < +ern (-

n=m

Sabemos por la serie geométrica que, si 0 # 2lw, con |l € Z

elilp+1)0 _ L oip+1)0 _
—1 els — e7is
luego
p
. 1
| ezk:9| S 7
k=0 m(—
jsin(5)|

por tanto la suma parcial anterior puede ser acotada por

0 gind 1 1 1 N 1 1 1 1 1 1

< — o< —— (= -
|Z n < .0 (N+m—1+z(n—1 n))_ .0 (N+m—1+m—1 N>
n=1 |sm(§)| n=m |sm(§)|

2
sin(3)|(m — 1)

Luego para 6 # 2lw, con | € Z, siempre es posible encontrar m € Z lo suficientemente

grande tal que < €, luego las sumar parciales de la serie corresponden a una
sin(3)](m — 1)

sucecion de Cauchy. Ahora como C es topologicamente completo (espacio de Banach), esta
converge

Calcular las siguientes integrales de inea en el plano complejo
i)
/ Re(z)dz
L

/ 22dz
L

i)

iii)
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dz
L Z
con curvas simples mediante las siguientes parametrizaciones descritas

a) La curva L partird en z = 1, luego subira verticalmente hasta z = 1 + i y luego ira
horizontalmente hasta z =i

Demostracion:

Esta curva la parametrizaremos mediante dos trozos

Ly={z€C:z=1+it,t€[0,1]}

Ly={z€C:z=t+i,te[1,0]}

donde el orden de los limites los denotamos en el orden en que sera recorrido el trazo. Luego
las integrales qudan de la siguiente manera

i)

1 0 1 0
1
/Re(z)dz:/ Re(l—i—it)idt—l—/ Re(t—I—i)dt:/ 1idt+/ tdt =i — =
L 0 1 0 1 2

ii)
1 0 1 0
/z%iz:/ (1+it)2idt+/ (t+z’)2dt:z’/ (1—t2+2it)dt+/ (t* — 1+ 2it)dt
L 0 1 0 1

i(t t3+'t2)|1+(t3 t+it*)|) =i(1 1+') (1 1+i) =1 ! 1 1+1 j 1(1+')
=(t——+12 ——t+1 =il—c+1)—(z-14+¢)=0t—c—1—c+1l—20=—¢ {
3 03 ! 3 3 3 3 3

iii)

1 0 14 0o 4 .
/d—zzi/ ;,dtqt/ lldt:i/ idH/ A
L ? o (1+it) 1 (t+1) o (1+12) 1 (2 +1)

'/1 ! dt+/1 ! dt+/0 " '/0 L 2'/1 L0t — 2iarct B8 =2
=1 — — —dt—1 ——dt =2 —at = 2warctan =1=
o 1+12 o 1+12 L 1+2 L 1+2 o 1+12 07 "2

b) L corresponde a un cuarto de circulo recorrido en sentido antihorario que parte en z = 1
y termina en z = ¢

Demostracion:

Podemos parametrizar esta curva de la siguiente manera

4
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L={zeC:z=¢"0e(0,2]}

\)

Luego las integrales quedan de la siguiente manera

i) i

/Re(z)dz = /2 Re(e")eidh = i/2 cos(0)edh = %/2 (e + e e ah
L 0 0 0

i e2i0 iem—1 7 i -1 1

_ v 2 2i0 1 :3 g:_ 2N — Y- _ = o
2/0(6 A0 =55+ 0l = 55—+ ) =55 +5)=—5+7

/%—/QG_ieewid@—i/?dG—T
L ? 0 0 2

c¢) L corresponde auna recta que une z =1y z =1
Demostracion:

Vemos que este segmento puede er parametrizado como

L={2€C:2=1+(—-1)t,te[0,1]}

Luego las integrales pueden ser descritas como

)
/LRe(z)dz:/O Re((l—t)Jrit)(i—l)dt:(i—l)/o (1= t)dt = (i =1t~ D)l = 26— 1)
i)

/z%zz = /1(1 + (i — 1)t)*(i — 1)dt = (i — 1) /1(1 +2(i — D)t + (i — 1)*t*)dt

:(i—1)(t+(i—1)t—|—(i—1)2§)]é:(i—l)(l—i—z’—l—i—@)

4+1—-2e—1 1 1
=(i—1 — (i —1)==(143
(- D= Si—1) = 5(1+1)

iii)
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I 1 , L Ya-t)—at V(1 —t)—it
/LZdZ_/O (1—t)+¢t(z_1)dt_(z_1)/o (1—t)2+t2dt_(z_1)/0 1ot op?
, b2t —2 ! 2t
_(2_1)[_/0 1+(2z&—1)2dt_1/0 T

Lot —1 ! 1 Lot —1 ! 1
— (-~ | ———dt+ | —————dt—i | —————dt—i | ———————di
=1l /0 1+ (2t — 1)2 +/0 1+ (2t — 1) Z/o 1+ (2t —1)? Z/o 1+ (2t 1) |

Haciendo los cambios de variable u = 1+ (2t — 1)? en la 1ra y 3er integrales, y v = 2t — 1 en
la 2da y 4ta, se tiene que

, du 2

11+ u? ! 9 4du 2

. 2du 1 Y du (% du 1 Y du T %mr  aw
(i —1)[-

11+U2]:(i_1)(1_i)1272—

Nota:

Las integrales ii) y iii) mantienen constante su valor a pesar de utilizar distintas parametri-
zaciones. Esto es debido a que son funciones que son Holomorfas a lo largo de la curva y
cumplen las condiciones de C-R-

P3.- Sea f € H(C)

a) Demuestre que para 6y €]0, 27| si se tiene que

0o
limr—0oR / |f(Re)|d6 =0
0

entonces

et / f(te)dt = / f(t)at
0 0
Demostracion:
Como f € H(C), la integral cerrada sobre cualquier curva regular por trozos y simple seré 0

de acuerdo al resultado de Goursat. Proponemos la siguiente curva parametrizada por trozos:

[h={2€C:z=tt€0,R]}
Iy={2€C:2z=Re"’ 0 €l0,0}

Is={ze€C:z=te" t c[R,0]}

6
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donde el orden en los extremos de los intervalos indica el sentido de recorrido de cada curva.
Luego con I' =T1'y UT', UT'3, se tiene que, de acuerdo al teorema de Goursat

/F F(2)dz =0

Luego podemos reescribir esta integral como

/ORf(t)dt +

Veamos que la 2da integral converge a 0 si R — o0

6o 0
f(Re™)Re™ido + / f(te®edt = 0
0 R

90 90
[ f(Re)Re%ids] < R / F(Re®)|do
0 0

el cual es la hipotesis que nos dan. Luego el teorema de Goursat puede ser reescrito de la
siguiente manera luego de aplicar el limite

/ f(t)dt — / f(te™)e%dt = 0

0 0

que es el resultado pedido

b) Pruebe que para f(z) = e *" la hipotesis de a) se cumple para 6 €]0, %[

Demostracion:

Veamos si esta funcion cumple la hipotesis pedida

do

6o 0o .
limp—ooR / |F(Re)|dO = limp—,o / R|e ¢
0 0

0o ' ' 0o
= limp_oo / R67R2cos(20) |672R2sm(29) ‘d@ = limp_ o / Refchos(Ze)de
0 0

Necesitamos que uniformemente el integrando se vaya a 0 es este caso. Esto ocurre si y sélo
b
si VO €]0, 6y], cos(20) > 0. luego esto es valido solo si 0y < 1

c¢) Sabiendo que

/ e dy = NZs

—00

encuentre el valor de las siguientes integrales

/ e~ cos(z%)dx
0

/ e sin(2?)dx
0

7
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Demostracion:
s s
Utilicemos la funcion antes mendionada en b) y 6y = 3 Como f#y < bx entonces es valido el

resultado de a), por lo tanto

T o0 T [e.e]
i— , 2 2
68/ el —t%e 8)dt:/ e " dt
0 0

Como la Gaussiana es una fncioén par, se tiene que
o
2 NG
e Vdr = —
0 2

Luego el resultado anterior se puede expresar como

NZ3

m
e8 / exp(—t2e'T)dt = Y-
0 2

T
i— [ 2
=e 8/ exp(—tQ\/T_(l—l—i))dt
0

t
realizemos el siguiente cambio de variable v = % Se tiene que

\/T% = ei§\4/§/ooo exp(—u?(1+1))du = eigﬁ/ooo exp(—u?)exp(—u?i)du
= eigﬂ/ooo exp(—u?)[cos(u?) — isin(u?)]du

s
Ahora, solo falta usar la ecuaciéon del angulo doble para obtener e8

Como

1
cos(0) — + 035(29)

sin(9) = 1- 035(29)

se tiene que

cos(=) =

ool
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Luego las integrales calculadas quedan como

ﬁ[‘/2+\/§—@'\/2_\/§]—
2/2 2 2 B

Luego separando parte real e imaginaria se tiene que

VT V242
= =

_VEV2I B
SLALE

/000 exp(—u?)[cos(u?) — isin(u?)]du

/000 exp(—u?)cos(u?)du

/O " eap(—u?)sin(u?)du

P4.- Considere f(z) = e’ y b > 0. Demuestre que

e_bz/ e_tht:/ e~ cos(2bt)dt
0 0

b 00
eb2/ etzdt:/ eV sin(2bt)dt
0 0

Demostracion:

Como la funcion presentada f(z) es Holomorfa en todo C, la integral cerrada sobre cualquier
curva cerrada simple regular por trozos serd 0 de acuerdo al teorema de Goursat. Luego
proponemos la siguiente curva para resolver este problema

Ih={ze€C:z=ttel0,R]}
I'y={z€C:2=R+it,te|0,b]}
I's={ze€C:2=t+ib,t e [R,0]}

[o={2€C:z=1tte[b0]}

donde el orden de los extremos de cada curva denota la orientaciéon de tendran. luego defi-

niendo I' = I U, UT'3UTy. En vista del Teorema de Goursat, podemos reescribir la integral
cerrada como
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R 2 b <1\ 2 0 27\ 2 0 2
/ e Udt +/ e~ (B ¢ +/ e~ ()" gt +/ eidt =0
0 0 R b

Veamos que la 2da integral podemos hacerla converger a 0 si R — oo.

b b b b
_ it)2 . _p2_9; 2, _p2_o9; 2 42 P2 2
|/ e~ B+ | — ‘/ e~ R 2R gy S/ o~ RP=2iRt+42 £ gy _ —R / Pt 0
0 0 0 0
dado que es una integral en un intervalo finito de una funcién continua, y la Gaussiana se
va a 0 en infinito. Luego el teorema de Goursat queda de la siguiente manera

e’} 0 0
/ et + / e~ () gy o / etidt = 0
0 0 b

Ahora trabajemos la 2da expresion

/0 67(t+ib)2dt _ /0 67(t2+2ibt7b2)dt _ eb2 /0 eft272ibtdt

0
¥ / e~ [cos(2bt) — isin(2bt)]dt

o0

Luego la integral de Goursat original puede ser reescrita como

00 0 0
/ e dt + / e~ [cos(2bt) — isin(2bt)]dt + / eidt = 0
0 o) b

Ahora separamos en parte Real e Imaginaria

La parte Real queda como

/ e dt — / e " cos(2bt)dt = 0
0 0

Mientras que la parte Imaginaria queda

00 b
e / e~ sin(20t)dt — / edt =0
0 0

b2

donde multiplicando por e a ambos lados de cada ecuacion se llega a lo pedido.
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