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P1l.- Sea 7 = (x,9,2), con r = ||F]| y las siguientes superficies ¥ = 9{r € R® : a < r < b}
orientada exteriormente

Sean F: R? — R3y f: R —» R de clase C2 ambas de forma tal que

—

F(z,y,2) = f(r*)F
a) Demuestre que
Pdio(F) = (1)

Demostracion:

Dada la simetria del campo escalar y la definicién del vector posicion, en coordenadas esféricas
es mucho més simple calcular la divergencia, dado que

F() = f*)ri
Luego, sabiendo que para un campo vectorial G la divergencia se puede calcular como

1

S T .
V@ = 50.(07G,) + On(sin(0)Go) + 5 06(Gio)

o
rsin(6)

Luego aplicado para el campo F que posee simetria esferica (posee coordenadas nulas en 0
y @), se tiene que

L
V-F= ﬁar(f(r2)r3)

luego multiplicando la ecuacion por r? a ambos lados se tiene que
P2V - F = 0,(f(r})r)
b) Verifique que
// Fd§ = an (P £(12) — a* F(a?))
)

Demostracion:

Como ¥ corresponde a una supericie disconexa correspondiente a 2 casquetes esféricos con-
centricos de radios a y b, por tanto existe un volumen conexo entre ambas superficies, los
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campos vectorial F y escalar f son C2, entonces es posible utilizar el teorema de la divergen-
cia, por lo tanto

//Eﬁ'dgz /ab /027r /07r 712@(Tgf(r2))rzsin(9)d¢d9dr =47 /ab O (r* f(r*))dr

Luego por T.F.C., se llega a que

//E F-dS = 4n(B>f(b?) — a®f(a?))

obteniéndose lo pedido.

c¢) Sea I' una curva regular por trozos con extremos O = (0,0,0) y A = (0,0, a) recorrida

desde O hasta A demuestre que
1 [
/ﬁ-df:—/ Ft)dt
r 2 Jo

Como I' es una curva regular por trozos podemos cerrar los extremos A y O a través del eje
z. Luego nuevamente como FesC? y la nueva curva cerrada es regular por trozos, por lo cual
genera una superficie orientable. Luego podemos utilizar el teorema de Stokes. Denotemos
la nueva curva cerrada I' y S su interior geométrico

/ﬁ-dF://Vxﬁ-dg
T S

Luego, en esféricas, el rotor para un campo vectorial G esta dado por

Demostracion:

. 1 Foord rsin(0)
VxG= 2—@ 0, O 8¢
TIYIG, Gy rsin(0)Gy

Luego aplicado al aplicarlo al campo F

. 1 Pl rsin(0)e
VXF=———| 0. 0 0, =0
r2sin(0) rF(r?) 09 O¢

Luego parametrizando el trozo de eje que une los extremos de I' mediante 7 = zZ, se tiene

que
N O_} . 0
/F-dFJr/ F-dF:/F-dF+/ 2f(22)% - 2dZ =0
r a r a

es posible hacerel cambio de variable t = 22, entonces dt = 2zdz
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/Fﬁ-dfz—%/:f(t)dt: %/OQQf(t)dt

P2.- Sea ) un abierto acotado en R? y sea u una funcién C? que satisface

Au = f,en €}
Vu-n = g,en 0f)

a) Demuestre que para toda funcion v de clase C! se tiene que

///QVu-VUdV://aﬂgvdA—///ﬂfvdV

Reconrdemos que para un campo escalar u, se tiene que Au =V - Vu

Demostracion:

Ahora, tomando a ecuacién de la EDP, multiplicando por v una funcién de clase C! e inte-
grando en el dominio {2, se tiene que

// | AuvdV = // | Judv

Luego, esto es posible reescribirlo como

//Qv-vu vdV://Qf vdV

Luego realizando integracion por partes en 3 dimensiones (lo cual podemos hacer dado que
v es una funcion clase C1), se tiene que

//vau)vdv://mvw.dg_///gw.wvz//quMA_//QW_WdV

Pero la condiciéon de borde del problema original indica que Vu - n = g, en 052, luego

//mvgdA—///Qvu.vvdV://vadV

Luego reordenando los términos

///Qw-wczvz//mv gdA—//Qf oV

Otra manera de proceder es notar que

V- (vVu) = Vv - Vu+vAu



MA2002 Céalculo Avanzado y Aplicaciones Unwversidad de Chile

P3.-

por lo tanto integrando sobre el dominio €2 se tiene que

///Q V- (0Vu)dV = ///Q vAudV + // [0 Suav

donde en el término de la izquierda es posible aplicar el teorema de Gauss

///QvﬁudV://QV.(UVu)dV—//QVU.vudV://aﬂvvu‘ﬁdA_///vi.vudV

y usando la condiciéon de borde

://mvgdA—//QVv-VudV://Qf vdV

b) Suponga que €2 es un abierto cuya adherencia no intersecta con el plano Y Z. Demuestre

que
ou
///Q L = ol

Para funciones f y g adecuadas.
Demostracion:

Considerando la expresion calculada e a), vemos que no exite término de superficie, impone-
mos que g = 0.

Ademaés como del product escalar entre Vu y Vv solo sobrevive el término con derivada en
x, entonces podemos escoger v(x,y,z) = z, que es una funcién clase C?, obteniéndose que
Vv = 1z.

Ahora, para poder obtener el volumen en el lado derecho de la expresion, y dado que el

conjunto €2 no intersecta el plano Y Z, podemos escoger f(z,y,z) = — que sera una funcion
T
bien definida sobre €.

Reemplazando las funciones encontradas en la expresion de a) se llega a lo pedido.

///QVu~VUdV:///QazudV://mv gdA—//Qf vdV
://8900[/1—///9:15 idV:—///QdV:_K”

Sea 2 C R? abierto conexo no vacio. Sea F' : Q —» R3 campo vectorial y g : 2 — R campo
escalar ambos de clase C!. Puebe que si SUOS C € es tal que S es una superficie regular
por trozos, entonces

//g rot(ﬁ)-d§:§£ gﬁ-df’—//Vgxﬁ-dg
s a8 s

4
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P4.-

Bajo una orientaciénde S y 95 adecuadas. ;Qué ocurre cuando F' es conservativo?
Demostracion:

Como F y ¢ son campos vectorial y escalar de clase C!, podemos armar el siguiente campo
vectorial G = gﬁ que es C! por &lgebra de funciones C!'. Lueo dado que S U dS es una
superficie orientable regular a trozos, es posible utilizar el teorema de Stokes sobre el campo
G en la superficie S U 09

@~dF://Vxé~d§
oS S

donde la orientacion de la integral de linea debe ir segin la regla de la mano derecha para
con la orientacion de la superficie. Ahora, solo falta explicitar como es el rotor de G. De
acuerdo a lo visto en clase

—

VXG:Vx(gﬁ):Vgxﬁ+ngﬁ

por lo tanto

515 @df:yﬁ gﬁ-dfz//vX(gﬁ)-d§=//vgxﬁ+gV><ﬁ-d§
oS oS S S

luego reordenando los términos

//gvXﬁ.d§=§£ gﬁ-df—//vgxﬁ.dg
S oS S

Si F' es conservativo, entonces V x F' = 0, luego

55 gﬁ~dF://Vgxﬁ~d§
oS S

Sean f, g : R® — R campos escalares de clase C2. Puebe que para toda curva I' cerrada y
regular por trozos se tiene que

yngg-dF+§l§gi-dF:O
T T

Demostracion:

Com I es una curva cerrada regular por trozos, y como f y ¢ con funciones clase C? entonces
Vfy Vg con campos vectoriales clase C!, es posible utilizar el teorema de Stokes sobre I
Veamos la primera integral donde 905 =T

éng-dF://SVx(fvg).dg

Ahora, como Vg es un campo conservativo, por ser el gradiente de un campo vectorial clase
C!, entonces podemos utilizar el resultado de pa P3.
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P5.-

fvg-dfz//wxvg-dﬁ
S

as

Ahora, para la segunda integral

515 gi-dF://Vngf-d§
oS S

pero el producto cruz es antisimétrico, por lo tanto sumando ambos resultados
yngg-dFjL;Iggi-dF:O
r r
obteniéndose lo pedido.

Sean ¢, : R® — R campos escalares de clase C? y sea ¥ una superficie regular por trozos
orientable tal que su frontera C' = 0SS es una curva cerada regular por trozos. Demuestre que

//Ev¢wi-d§:§é¢vw-df

Del resultado de la P3 podemos ver que este problema cumple todas las hipotesis para utilizar
el teorema de Stokes, siendo valido los mismos calculos realizados, con F'= Vi y g = ¢.

55 gﬁ-df:yf gzﬁvw-dF://ngﬁxV¢-d§://Vgxﬁ-d§
oS oS S S

Demostracion:



