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1.

Control 3

a) (2.5 puntos) Sea z =x + iy y

2 -2 2ay

f(z):xg_i_yg_zmg_i_yg' (1)

Calcule el dominio de f e indique si f es holomorfa (o no) en su dominio.

Solucién: Notemos que f esté definida siempre y cuando 22 4 y? # 0, por lo tanto su dominio es C\{0}
(0.5 puntos).
Solucion 1: Para ver si es holomorfa o no debemos ver si satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemman:

2x(z? + y?) — (22 — y?)2x 4xy?
aacu(xay) = ) 2\2 = 7 3 212 (2)
(z2 +y?) (22 +9?)
w(z,y) = - _
gt U (22 1 42)2 (22 1 42)2
av(,y) = —2y(x? + %) + 4z%y . —2y3 + 22%y (@)
zU\T,Y) = (22 + y2)2 T @2+ 422
—2x(x? +9?) + 4xy?  —22% + 2292
81/”(%?!) = ( ) =

(@ +y?)? (@ +y

Notando que d,u(x,y) # 0yv(z,y) (o que Ov(x,y) # —0yu(z,y) ) vemos que f no es holomorfa en su
dominio (0.7 punto por calcular correctamente el par (0,u(x,y), dyv(z,y)) o (Ozv(z,y), Oyu(z,y)), 0.6 por
decir que son diferentes).

Solucién 2: Basta notar que f = i—i_ = £(1 punto por identificar f). Si f fuera holomorfa, z/f(z) = Z seria
holomorfa lo que sabemos que no es cierto (1 punto por dar algiin argumento correcto por el que f no es
holomorfa).

b) En este problema f: D C C — C es una funcién holomorfa. Escribimos z = = + iy y
f(z) = u(z,y) +iv(z,y), (6)

donde u y v son funciones reales. También notamos f : D C R? — R? como

o ()
( ,y>—<( )>. 7)

Note que f es igual a f cuando identificamos R? con C.

1) (1.5 puntos) Sea Jf(z,%) la matriz jacobiana de f en el punto (z,y), usando que f es holomorfa muestre
que

|Det(Jf)(z,y)| = (). (8)



Solucidon: Por definicién

Oz

—pv(z, y))) (0,5 puntos)

Donde en la segunda igualdad usamos que como f es holomorfa, f satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Concluimos usando que dyu(x,y) = R(f'(2)) v 9zv(z,y) = I(f'(2)) (0.5 puntos por esta
igualdad). (0.5 puntos por calcular correctamente el determinante e identificarlo con la norma).

2) (2 puntos) Sean g : f(D) — R de clase C. Justifique que

Vigo N)z.y) = (J)(z,9))" - Vg(f(x,y))- (9)
y concluya que
IV (g0 )9 = 1)1V f (@, 9))] (10)
Hint: Recuerde de Algebra Lineal que para todo v € R? y A matriz de 2 x 2
| Av||? = v' At Av. (11)

Solucién: Notemos que (9) es simplemente la regla de la cadena (0.5 puntos). Usando el hint obtenemos
que

(Va(F@.w)" - (TH)@.v) - (TF).v) - Va(

Debemos calcular, usando Cauchy-Riemann

ey

(z,9))-

(I7)(@,3)- (T @) = (gﬁg,’ o ) (gyﬂ ) 38‘3)
_ (Gau(z,y) —0Ov(z,y) Opu(z,y)  Oyv(x,y)
Oyv(z,y)  Opu(x,y) —0yv(z,y) Opu(z,y)
_ ((Ozu(z,9))* + (Bav(2,y))? 0
0 (Or(z, ) + (Ouv(@,y))?

(1 punto por obtener este resultado usando correctamente las ecuaciones de Cauchy-Riemann) Usando
que dzu(z,y) = R(f'(2)) y 0zv(z,y) = S(f'(2)) (0.5 puntos por esta igualdad).

(P ,) - (TH)(z,9)" =1f (=) - Id.

Por lo tanto (0.5 puntos por la conclusion)

hy

I9(g 0 NI = (Vo) (£ )P * 1) - Vg (F(z,v).

=11 ()PIVg(f(zy)I*.

2. a) (1 puntos) Usando la suma geométrica calcule la serie de potencias de
1

— 12

1+ 22’ ( )

y demuestre que converge si |z| < 1.



Solucién: Notemos que para todo w € C con |w| < 1 (0.3 puntos por recordar la férmula de la suma
geométrica)

1
E:n
17—71)_ w
n=0

Tomando w = —22 y notando que |w| < 1 ssi |z| < 1 (0.3 puntos por notar que converge cuando |z| < 1)
tenemos que para todo |z| < 1

1 o

= (1" (13)

n=0

14 22

(0.4 puntos por aplicar la formula a w = —2?)

b) (2 puntos) Usando lo anterior calcule la serie de potencias de
z

A+ 22 (14

y demuestre que converge si |z| < 1.

Solucién: Dado que (13) converge para |z| < 1 tenemos que el radio de convergencia de la serie es mayor
o igual que 1 (0.5 puntos por reconocer que el radio de convergencia es mayor o igual a uno). Como |z| < 1
podemos intercambiar la suma con la derivada y obtener que

o i 2n(—1)"z*" 1,
(1+2%)2 =

(1 punto por derivar dentro de la suma). Concluimos despejando la ecuacién (0.5 puntos por obtener la
féormula correcta)

> o
_ n(_l)nflz2n71‘
(1+22)2 —
¢) Sea
[o.¢]
f(z) = Z 2" (15)
n=0
una serie de potencias con radio de convergencia R = 1"7% Determine, en términos de R, el radio de
im Cn

convergencia de las siguientes series
1) (1 punto) g1(z) = 2520 c2n2".

Solucién: Recordemos que Ry = — 1 — . Calculando el limite
hmsupn—»oo V |02n‘

\/|can| = ( &V |02n|) (0.5 Puntos por escribir el limite de esta manera )
1 — .
— ok (0.5 Puntos por usar continuidad y concluir. )

Por lo tanto Ry = R2.

2) (2 puntos) ga(z) = >.0° 5 cp 2™
Hint: Escriba ga(2) = 3222, di.2*, explicite dj y recuerde que R = (limsupy_, o, [dg|/*) .



Solucién: Siguiendo el hint, notamos que (0.5 puntos por escribir dy.)

¢, sik=2n,
dy =
0 sik=2n+1.

Ahora debemos calcular 1im supy,_, ., v/di. Primero debemos obtener una cota inferior, para eso use-
mos la subsecuencia 2k (0.5 puntos por notar que esto es s6lo una cota inferior.)

lim sup {/|dg| > limsup %7/|doy|
k—o0 k—o0

(0.5 puntos por calcular correctamente este limite.)
Para calcular una cota superior, usemos que para todo € > 0 existe ng € N tal que para todo n > ng

<(z+9)
cn < |=+¢€] .
R

Usando lo anterior y que cuando k es impar di = 0 tenemos que

1 5
’dk‘ < <R+€) ,

por lo tanto para k > 2ng

(0.5 puntos por calcular correctamente esta cota superior.) Por lo tanto, usando la cota superior e

inferior limsup &/|dx] = \/1/R, por lo que Ry = V/R.

3. En este problema calcularemos las siguientes integrales para « € [0, 7/4)
o0 2
I= / e~ 207" ¢og(sen(2a)x? ) d, (16)
0

J:/ e~ cos(20)z® sen(sen(2a)z?)dx. (17)
0

a) (1 punto) Sea I' =T'; UT9 UT's como dibujada en la figura. Explique por qué fr e~*dz = 0.

0. P . .
Solucién: Como I' es una curva cerrada y e * es holomorfa en C (o debido a que es una serie de
potenciascon radio de convergencia co) se tiene que la integral es 0. (1 punto por explicar correctamente.)

b) (1 punto) Parametrice I'y y demuestre que cuando R — oo

/Fl s YT (18)

2




\J
Figura 1: Descripcion de I’

Solucién: Podemos parametrizar I'; por z € [0, R], usando (0.4 punto por parametrizar correctamente. )

y(x) =240, +(z)=1

.2 R o Roe [ 2
e *dz= e vdr — e ¥dr =
I 0 0

(0.3 puntos por la primera igualdad, 0.3 por la ultima igualdad.)

Tenemos que

ol

¢) (2 puntos) Parametrice I'y y demuestre que cuando R — oo

/ e *dz — 0. (19)
1)

Solucién: Primero, parametricemos I's usando coordenadas polares en los complejos. Tomando 0 € [0, o]
v(0) = Re®, ~'(#) =iRe®.

(0.5 punto por parametrizar correctamente.) Podemos escribir la integral como
2 o 2,120 a 2 s DR2
/ e % dy = / iRefR e’ do = / Z'ReiR cos(20)—iR sen(29)d0
T2 0 0

(0.5 puntos por escribir correctamente la integral.) Para mostrar que converge a 0 acotemos superiormente
el moédulo de la integral

.2
/ezdz
1)

< /a ‘iRe—RQ cos(20)—iR? sen(26’)‘ do
0

_ |R‘ “ €7R2 COS(29)d0

0
«

< |R‘ efR2 cos(2a)d0
0
= |R\0¢6_R2 cos(2a) R0 )

(0.5 puntos por pasar el médulo dentro de la integral.)

(0.5 puntos por usar la monotonia de cos y concluir.)




‘ Donde notamos que a < /4 por lo que cos(2a) > 0.

d) (1.5 puntos) Parametrice I's y demuestre que cuando R — oo

/F e dz — —I cos(a) — Jsen(a) — i(I sen(ar) — J cos(a)). (20)

Solucién: Podemos parametrizar I'; por r € [0, R], usando (0.5 puntos por parametrizar correctamente).
1) = (R—1)é%, (z) = —™,

2 .
Tenemos que fr3 e * dz es igual a

R
(R—r)2pi2a
_/ €(R r)%e ' dr
0

R 2 i2a
_ _/ e e gl g
0

=— / gl sen(20)) (cos(a) + i sen(2a))dr (0.5 puntos por escribir la integral correctamente)
0
R
=— / e €05(29) (¢og(sen(2a)r2) + i sen(— sen(2a)r?))(cos(a) + i sen(a))dr
0
R
= —/ e °0s(29) (cos(sen(2a)r?) cos(ar) + sen(sen(2)r?) sen(a))
0

R
— i/o o s (cos(sen(2a)r?) sen(ar) — sen(sen(2a)r?) cos(a))dr
Rope 1 cos(a) — Jsen(a) — i(Isen(a) — J cos(a)).

(0.5 puntos por concluir correctamente).

e) (0.5 puntos) Calcule los valores de las integrales I y J.

Solucién: Usando las preguntas anteriores tenemos que

\é% — I cos(ar) — Jsen(a) —i(I sen(a) — J cos(ar)) = 0.

Por lo tanto, viendo la parte imaginaria

I'sen(a) = J cos(a) (21)
J =tan(a)l, (22)

Al observar la parte real, tenemos que

\éE = I cos(a) + Jsen(a) = I cos(a) + I sen(a) tan(a) = cosI(a)' (23)




Por lo tanto concluimos que

(0.5 puntos por resolver correctamente las ecuaciones).




