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0.1. Primitivas

Definicién 1 (Primitiva). Una funcion F continua
en un intervalo I C R y derivable en Int(I), se llama
primitiva de una funcion f sobre I si y solo si:

Vo € Int(I), F'(z) = f(z)

Observacién 1 (Primitivas Conocidas). Las si-
guientes primitivas pueden ser conocidas como Sig-
nificativas:

1. [a"dx = % +c,Vn# -1
2. [L = Injz[+c

3. [ sen(z)dr = —cos(z) + ¢
4. [cos(x)dx = sen(x) +c

5. [e™dr = L1e + ¢

6. [ senh(z)dx = cosh(z) + ¢
7. [ cosh(z)dx = senh(x) + ¢
8. [sec*(z)dx = tan(x) +c

9. [ cosec*(x)dx = tan(x) + c

10. [ 119;2 = arctan(z) + ¢

11. [ \/% = arcsen(z) + ¢
m +c
Observacién 2. Podemos aclarar lo siguiente:
1. [ fl(z)dx = f(z)+c
2. & [ fe)de = f(x)
Proposicién 1. [ es un operador lineal, entonces:
1. [f+g=[f%
2. [af=aff

12.

f —xdzx
Va7

Teorema 1 (Cambio de Variable). Si u = g(x), en-

tonces:
[1=[ue0-g

Proposicién 2 (Integracién por Partes).
Sean u y v dos funciones de x, entonces:

/udvzuv—/vdu

Donde dv = v'(z)dz y du = v/(x)dx, para re-
cordar la formula tenemos la siguiente frase
"Sentado Un Dia Vi Una Vaca Sentada Vesti-
da De Uniforme”

Observacion 3. Cuando en una integral figuren ex-
presiones del tipo que se indica, los siguientes cam-
bios de wvariable son convenientes:

1. Para a® + x%usar © =
asenh(t)

atan(v) o bien x =

2. Para a®> — 2%, usar © =
acos(v)

asen(v) o bien x =

3. Para 2% — a?, usar x =
acosh(t)

asec(v) o bien © =

Observacion 4. Considernado la integral del tipo:

/R(sen(ac),cos(:n))d:n
En donde R es una funcion racional en la cual se
operan solo sen(x) y cos(x) se aconseja el cambio de
variable t = tan(%)

0.2. Sumatorias de Riemann

Definicion 2. Sea E un conjunto de puntos del plano
0XY. El drea del conjunto E serd un nimero real A(E)
que cumple las siguientes condiciones:

» A(E) >0
« ECF= AE) < A(F)
« SiENF=0= A(EUF) = A(E) + A(F)

= Fl drea de una region rectangular E de lados a y b
es A(E)=a-b
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Definicién 3 (Particiéon de un Intervalo). El conjun-
to P ={xg,21,...,2n} es una particidn del intervalo [a,b]
sta=x9g <21 < Ty <..<xzp,=">0. 5P esuna particion
de [a,b] se llama norma de P y se denota por |P| al real:

N}

Definicién 4 (Sumas Superiores e Inferiores). Sea
f una funcién definida y acotada en [a,b]*. Sea P =
{zo, 21, ..., Tpn} una particion de [a,b]. Como f es acotada
en [a, b] también lo es en cada intervalo I; = [x;_1,x;|Vi =
1,...,n luego podemos definit:

|P| = max{(x; —zi—1):i=1,..

mi(f) =inf{f(x): x € [i—1, 2]}

M;(f) = sup{f(z) : @ € [w;—1, 2]}
Con esto se definen las siguientes sumas:

1. S(f,P) = >0 Mi(f) (@i — z4-1) se llama suma
superior de f correspondiente a la particion P.

2. s(f, P)=>" mi(f)(zi —zi-1) se llama suma in-
ferior de f correspondiente a la particion P.

Definicién 5 (Integrales Superiores e Inferiores). Sea

Pla,y €l conjunto de todas las particiones de [a,b]. Sea f
una funcién definida y acotada sobre [a,b]. Los nimeros

7 eales:
/
—a

—b
/ f=inf{S(f,P): P € Py}

= sup{s(f, P) : P € Ppay}

Se llama integral inferior de f en [a,b] e integral superior
de [ en [a,b] respectivamente

Figura 1: Cuatro de los métodos de suma de Riemann
para aproximar el area bajo las curvas

Férmula 1 (Integrabilidad de Riemann).

b_azn:f(cH-ib_a

=1

lim .
n—n n

)= [ty

n

Definicién 6 (Refinamiento de una Particién o Par-
ticion Més Fina). Sean P y Q dos particiones de [a,b]
st P C Q diremos que @ es un refinamiento P o una par-
ticion mds fina que P.

Proposicién 3. Si P C Q entonces:
s(f,P) <s(f,Q)
S(f,P)>S(f,Q)

Definicion 7. Diremos que una funcién f definida y aco-
tada en [a,b] es integrable segin Riemann si se cumple que

ffaf = fa_b f, en tal caso, el valor comin de estas dos
integrales se llaman simplemente la integral de f en [a,b]

y se denota por f: f

Teorema 2 (Condicién de Riemann). Una funcién
f definida y acotada en un intervalo [a,b] es Riemann-
integrable en [a,b] si y solo si:

(Ve > 0)(3P € Piap)S(f, P)s(f, P) < e

Proposicién 4. Si f es una funcion definida, aco-
tada y mondtona en [a,b], entonces es integrable en
[a, 0]

Teorema 3. Si f es una funcidn continua en [a, b
entonces es integrable en [a, b]

Corolario 1. Si f es continua en [a,b], entonces:

(Ve > 0)(36 > 0)(VP € Pl y){|P| <5 =

@f(fi)(xi a)- [

Lema 1. Si f es una funcion integrable en [a,b],a <
bylr,s] Cla,b] conr <s, entonces f es integrable
en [r, s|

Lema 2. Si f estd definida y es acotada en [a,b],a <
byce (a,b) entonces:

IREYRETN.
RSV

Lema 3. Si fy g son dos funciones definidas y aco-
tadas en [a,b],a < b, entonces:

[+ [ o< [ t+a

/ab(f+g) é/abf+/abg
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Teorema 4 (Propiedades de la Integral). Notamos
lo siguiente:

1.
2.

Sic € R entonces [’ c=c(b— a)

Si f es integrable en [a,b] y ¢ € (a,b) entonces
[ es integrable en [a,c] y [c,b] y ademds:

/abfz/achr/cbf

Si f es integrable en [a,c] y en [c,b] entonces f 0.3.

es integrable en [a.b] y:

/abfz/achr/cbf

. Si fy g son funciones integrables en [a,b] en-

tonces (f + g) es integrable en [a,b] y:

/ab(f+9)=/abf+/abf

Si f es una funcion integrable en [a,b] y o € R
entonces (af) es integrable en [a,b] y:

/ab(af)zoz/abf

Si fy g son integrables en [a,b] y f(x) <
g(x)Vz € [a,b] entonces:

/abe/abg

Si f es integrable en [a,b] entonces |f| es inte-
grable en [a,b] y:

|/abf|§/:|f|

Definiciéon 8. Sea f una funcion integrable en un
intrvalo [p,q]. Si a,b € [p,q] son tales que a > b
entonces se define la integral de a a b del modo si-
guiente:

/abf——/bafsia>b,o

b
/szsia:b

IS

P F= I+ SRV pa)
CJraf=a P f,YaeR

e =L+ g

5.0< f(x) < g(@),Ya € [p,a] = | [ FI < | [} gl

SRR e

NS

B

D

Teorema Fundamental del Calculo

Ga) = [ 1

es continua en [a,b].

Proposicién 6. Sea f una funcion integrable en
[a,b] CR. Entonces la funcion G definida por:

Teorema 5 (Primer Teorema Fundamental
del Célculo). Si f es una funcion continua en
un intervalo I CR ya € I entonces la funcion
G estd definida por:

Ga) = [ 1

Es derivable en int(I) y ademds G' = f en
int(I).

Corolario 2. 57 la funcion F es continua en I,
una primitiva f en I, entonces:

Va,bel, /b — F(b) - F(a)

€S

Teorema 6 (Segundo Teorema Fundamental
del Célculo). Sea f integrable en [a,b]. Si exis-
te una funcion F continua en [a,b] y derivable
en (a,b) tal que F' = f en (a,b), entonces:

[ 1=#0)- F@

Proposicién 5. Sean [ y g integrales en [p,q] y a,b € int(I). Si f' y g' son continuas entonces:
a,b € [p,q] entonces:

1.

ffa:a(b—a),VaeR

/abfg’zfgli—/abf’g

Teorema 7. Sean fy g son dos funciones conitnuas
en un intervalo I y diferenciables en int(I). Sean
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Teorema 8. Sea g una funcion continua en un in-
tervalo Iy derivable en int(I) con ¢’ continua. Sean
a,b € int(I), con a <b. Sea f una funcion continua
en g([a,b]), entonces:

/ (Fog)g = /g f(j) /

Definicién 9 (Valor Medio de una Funcién). Sea f
una funcion integrable en el intervalo [a,b]. Se llama
valor medio de f en [a,b] al nimero real:

bia/abf

A este real se le anota f o. bien < f >

Teorema 9 (Valor Medio para Integrales). Si f
es continua en [a,b] entonces 3§ € (a,b) tal que

f(&) =< f >, es decir:

[ r=r@0-a

Teorema 10 (Valor Medio Generalizado para Inte-
grales). Si f es continua en [a,b] y g es una funcion
integrable en [a,b] que no cambia de signo, entonces
3¢ € [a,b] tal que:

/abfg=f(§)/:g

Teorema 11 (Taylor con Resto Integral). Se calcula
con la siguiente formula:

1 x
F@) = Pala) + - [ F D @) - e
-
Llamaremos al término:
1 xX
Fala) = — [ 1o (@) (@ ~ o)t
-

como el resto integral del desarrollo de Taylor.
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