Guia Célculo de una variable, Problemas de la Semana 3:

Problema 1:Sean f, g : R - R que cumplen lo siguiente:

a) g(x) =xf(x)+1ylim, _ (f(x)=1 b) g(a+b) = g(a)g(b)

Demuestre que g'(x) = g(x)

Solucién:
oy T gx+h)-gx) _ .. gxgM) - g(x) . g -1
gx)=lm,  ,~———— =lm, V73— = gx®lm,  , =

. hf(h .
= g lim, _ o L = gx) lim,,_ o f(h) = g(x)

Problema 2: Sea c > 1. Probar que f: R — R es derivable en 0 si y solamente si existe el limite
L = lim [f(cx) - f(x)]/ x. Notar que f'(0) = L/(c-1).

x -0

Desarrollo:
Notamos que tenemos un si solamente si, por lo tanto para esta demostracion lo separaremos en dos
implicancias.

f(x) - £(0)

e | = | Tenemos que f'(0) = lim ———— existe, esto es por la definicion de ser derivable en 0.
x-0 X
. c . f(cx)-1(0) _ f(cx)-(0)
Y ademas (tomando la forma de L) podemos decir que — lim ———— = ¢ lim ———— = cf'(0)
Cx-0 X X0 (o'¢
(Esto ocurre haciendo un "cambio de variable tomando x = cx)
Ahora nos falta ver que el limite L existe,
. f(ex)-fx) . f(ex) - f(x) +£(0) - £(0)
lim —— = = lim
x -0 X x -0 X
1 f(cx)-1(0) (f(x)-1(0))
= 11‘1’1 -
X0 X X
= cf'(0) - f'(0)
= (c-DF(0)
Entonces L existe cuando f'(0) existe.
e f(ex) - 1(x)
e | = | Ahora, supondremos que f(0) = 0 y que ademas lim ————— = 0. Ahora, tomaremos une¢> 0y
x -0 X
[ f(ex) - f(x) c-1 _ .
como lim |[————=| = 0 parae—— > 0 existe d > 0 tal que para todo x € [-J, §] se tiene,
x -0 X C
[f(x) - f(x/ ¢)| c-1 C-
<€ = [f(x)-f(x/ )| < e—x]
x| C C
Reemplazando x por x/cX tenemos que para todo x € [-Cké, cké] :
g
£(x/ ) - £(x/ )| < —Ix]
C
n-1
Notemos ademas que f(x) = 2 f(x/c¥) -f(x/ck*1) | +£(x/c") , tomando valor absoluto a esta igualdad
k=0
tenemos que para todo x € [, J]:
n-1
If(x)| = ‘ 2 f(x/ck) -f(x/ k) | +f(x/cm) / Desigualdad triangular
k=0
n-1
<Q, [f(x/cX) -f(x/ )| +|f(x/cm)
k=0 ancann jﬁmmmm ~
&L
<=
C
c-1 n-1 1
S eRICE Ly ) +IE(x/ )l
Geomenica
c-1 c"-1
< e—x| + |f(X/C“)|
c cl-1
Tomando limite a esta Ultima desigualdad y ocupando la continuidad de f en 0 tenemos que para

X € [-0,0]:
c"-1

‘1
()] < lim e—=x]

n - oo C c -

c-1 C
+|f(x/c?)| = e——|x|— + [f(0)| = ¢|x
If(x/c") CIIC_1 f(0)] = x|

Concluimos entonces que para todo ¢ > 0 existe un ¢ > 0 (el anterior) tal que parax € [-d,d]:

f(x f(x)- (0
el (f ()_0‘<(
x| X
. f(x)-1(0) .
Es decir lim ————= = 0y por tanto f es derivable en 0. Ahora nos queda deshacernos de los
x-0

supuestos que se hicieron en un comienzo.

L
Si no se cumplieran los supuestos, definimos g(x) = f(x) - —1x -1(0), notemos que g es continua en 0,

g(0) = 0,y que:
Lc L
o) -gx) f(ex) - x-1(0) - (f(X) - X~ f(O)]
lim ————— = lim
x -0 X X -0 X
L L
- lim f(ex) - f(x) + X" C_—ix
x -0 X
Lo Loy
= fim (W) el e
x -0 X X -0 X
L
=L+—(1-9=L-L=0
c-1

Luego podemos aplicar lo que habiamos demostrado anteriormente en g para concluir que g es derivable

L
en 0. Por dltimo como f(x) = g(x) + —1x +f(0) por algebra de derivadas tenemos que f es derivable en 0.

Problema 3:

Sea f: R — R derivable tal que f' = af(x) Vx € R, con a constante. Demostrar que
f(x) = f(0)e®.
Indicacion: considere g(x) = e *f(x).

Solucidn:
Podemos partir notando que g(x) es derivable, ya que la funcion e™® y la funcion f(x) son derivables en todo su
dominio. Entonces, por algebra de derivadas tenemos:

g(x) = (e™f(x))' = -aef(x) +ef'(x)
= e™(-af(x) + '(x))
= e ¥ (-af(x) + af(x))
= @aX .

=0
Esto implica que g(x) es una funcion constante, ya que la derivada de una constante es 0.
= f(x) es constante, tal que f(x) = 0
= f(x) = f(0) (al ser f constante)
= f(x) = e™f(0) (ya que al ser f la funcion constante igual a 0, al multiplicarla por cualquier cosa queda igual).

Problema5: Seag: R — R dos veceses derivables con g' # 0 entodo R y f: R — R definida por
f(x) = cos(Kg(x)). Muestre que:
prop® 4 (Kg)2f =0

I

Dem:
Observemos que:

f' = cos'(Kg(x)) - (Kg(x))'
= -sin(Kg(x)) - (K'g(x) + Kg'(x)
= -sin(Kg(x)) - Kg'(x)

f" = [-sin(Kg(x)) - Kg'(x)]'
= [-sin(Kg(x))]' - [Kg'(x)] + [-sin(Kg(x))] - [Kg'(x)]'
= -sin'(Kg(x)) - Kg'(x)) - sin(Kg(x)) - Kg"(x)
= -cos(Kg(x)) - K?g'%(x) - sin(Kg(x)) - Kg"'(x)

Remplazando en la ecuacion:

f” _ frg_' + (Kgl)zf
8

g"(x)
g'(x)

+(Kg'(x))? - cos(Kg(x))

[-cos(Kg(x)) - K*g'*(x) - sin(Kg(x)) - Kg"(x) ] - | (-sin(Kg(x)) - Kg'(x)) -

-cos(Kg(x)) - K?g'*(x) - sin(Kg(x)) - Kg"(x) + sin(Kg(x)) - Kg"(x) + cos(Kg(x)) - K*g'*(x)
0

Por lo tanto:

-5+ (Kg)2t=0
g

Problema 6: Sea f derivable en x,, calcular:
f(xo + ah) - f(x, + ph)

h

lim, - 0

Desarrollo:

: . . . f(xo +h) - (%)
Por enunciado sabemos que existe el siguiente limite : lim -
h-0

ya que f es derivable en x,, y que es continua en X,

f(x¢ +ah) - f(x( +h)

lim = hacemos un ni quita ni pone de
h-0 h _f(X0) + f(Xo0)
(%o +ah) - £(xg) - (f(xq + Bh) - £(xp)) ) .
lim 0 = separamos la fraccion en 2 limites
h -0
_ (fxotah)-f(xg))  (f(xo+ph)-1(x)) . : :
lim - lim = aplicamos un cambio de variable en
b0 ah b0 ph ambos limites, u = ahy v = gh
o (fxptw-1(xg))  (H(xp+V)-1(xp)) o
im . - lim - = reeescribimos para hacer aparecer la
ah =0 P p =0 3 derivada conocida f"(x)
_alf(xotu)-f(xg))  BE(xg +Vv)-1(x0)) , ,
lim - lim = por enunciado tenemos f"(x,)
ah -0 u ph 0 v
(f(xo + 1) - f(x()) (f(xo +v) +1(x0)) , ,
a lim —— B lim — 07— af (Xo) - Bf'(Xo)
ah -0 u ph — 0 \%

af’ (%) - Pt (x¢) = £'(xp)(a@-P)

Problema 7: Seaf: R — R una funcién tal que

f(x)-f(y)l < ax-y)*Vxy € R

cona > 0. Pruebe quef' : R - R existeyf'(x) = 0 paratodox € R,

Desarrollo:
Seax# y; X,y € R

Notemos que [f(x)-f(y)| < a(x-y)? // +[x-y]|

£ - £(y) () - 1(y)
- ———— <aXx-y) = [—/—— < ax-y)
x-yl X-y
Six—y
f(x)-f f(x) - f
BRGSO . 9 A SR
X-y X-y
im f(x)-f
Siguiendo, por sandwich lim M =0=1(y)
X=y Xx-y

Asi, f' existe y f'(y) = 0 paratodoy € R, como y es arbitrario, sin perdida de generalidad se asume que
f'(x) = O paratodox € R.



