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Resumen Control 1

Definicién 1 (Subsucecion). Sea s, una su-
cesion, sea ¢ : N — N una funcion estricta-
mente creciente. Se llama subsucecion de s,
generada por ¢ a la sucesion uy, definidad
por:

Un = S¢(n)

Teorema 1. Sea s, una sucesion y sea l € R, en-
tonces:

Sp — | <= todas las subseciones de s, convergen a l

Teorema 2 (Bolszano-Weierstrass). Toda sucesion
acotada tiene al menos una subsucesion convergen-
te.

Sn = T = f(sn) = f(Z)

cuando g(x) # 0

Q

Teorema 4 (Composicién de Funciones Conti-
nuas). Sean f : ACR—->Ryg: BCR =R
dos funciones. Si f es continua en & € A y g es
continua en f(Z) € B, entonces la funcion go f es
continua en T

Teorema 5 (Caracterizacién € — ¢§). Sean f: A C
R—R Yz e A. f es continua en T si y solo si se
cumple que:

Ve > 0,30 > 0,V € A, |z—7| < § = | f()—f(z)] <

Teorema 6 (Valor Intermedio). Sea f :
[a,b] — R wna funcion continua tal que
f(a)f(b) < 0. Entonces existe un T € [a, ]
tal que f(x) =0

Definicién 2 (Funciéon Continua). Sea f :
ACR —=R. Sif es continua YV € A, dire-
mos que f es continua. De forma no DIM,
una funcion continua es aquella que al grafi-
carla no debes levantar el ldpiz para dibujaria

Definicién 3 (Funcién Continua en un Punto).
Sea f: ACR—=R yx e A. Diremos que f es una
funcion continua en T si:

V(zn) C Az, == f(xn) = f(Z)

Teorema 3 (Algebra de funciones continuas).
Sean f : ACR —>Ryg: B CR — R dos
funciones continuas en T € AN B. Las siguientes
funciones resultan ser continuas en I:

= f+yg
=f-y
s A\f, con A €R
=f-9

Teorema 7. Sea f : [a,b] = R una funcién con-
tinua, si c,d € f(la,b]) entonces para todo nimero
e comprendido entre ¢ y d, existe x € [a,b], tal que

flx)=e

Teorema 8 (Teorema de Weierstrass). Sea f :
[a,b] — R wna funcion continua. Entonces f es
acotada y alcanza su minimo y su mdzimo en |a,b].

Teorema 9. Sea f: I C R — R continua y es-
trictamente mondtona con I un intervalo, entonces
J = f(I) es un intervalo y la inversa f~':J — I
es continua.

Definicién 4. La funcion f: A C R — R se dice
uniformemente continua si para todo € > 0 existe
d=10(g) > 0 tal que:

(Vz,y € Az —y[ <d=[f(z) - f(y)| <e

Teorema 10. Sea f: A CR — R con A cerrado
y acotado. Entonces f es uniformemente continua
sty solo st es continua en todo punto T € A
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Definicion 5. Sea f : A C R — R dire-
mos que [ es derivable o diferenciable en
xo € IntA si y solo si el siguiente limite
existe:

f(zo+h) = f(zo)
h

limp 0

En tal caso, el valor del limite se denomi-
nard derivada de f en xg y se denotard por

f'(zo)-

Definicién 6. Diremos que f : (a,b) — R es deri-
vable en el punto T € (a,b) si existe el limite:

fz) = f(2)

limg_—z =
r—x

Este limite se denota como f(Z) o bien %56 y se
llama derivada de f en T.

Teorema 11. Sea f : (a,b) — (c¢,d) derivable en
z € (a,b) y g: (c,d) = R derivable en y = f(Z) €
(c,d), asi go f es derivable en T con:
(9o f)(x) =g'(f(2)) f'(Z)
Teorema 12. Sea f : (a,b) — (c,d) biyectiva
y continua, Si f es diferenciable en T € (a,b)
con f(x # 0), entonces la funcién inversa f=! :
(c,d) — (a,b) es derivable en y = f(Z) con:
1 1

PO = 5= =1

OO =TE T )
Teorema 13. Si z € (a,b) es minimo local 0 md-
ximo locas de una funcion derivable f : (a,b) — R,
entonces f'(z) =0

Teorema 14 (Valor Medio). Sean f,g :
[a,b] — R funciones continuas en [a,b] y de-
rivables en (a,b). Entonces, exste € € (a,b)
tal que:

Teorema 15 (Regla de L’Hopital). Sean f,g :
(a,b) — R derivables en (a,b), tales que:
limg o+ f(‘/lj) = limx—)a“’g(x) =1L
con L=00L=o00ygdg(z)+#0,Vz € (a,b) enton-
ces: )
@), )

li =
me%a"' g(l’) r—sat g’(l‘)

Siempre que este dltimo limite exista

Teorema 16. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b]
y derivable en (a,b). Si f'(x) > 0,Vz € (a,b), en-
tonces f es creciente en [a,b]. Si la desigualdad es
estricta, la monotonia es igualmente estricta.

Teorema 17. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b]
y derivable en (a,b). Entonces f es conveza en |a, b]
si y solo si f' es creciente en (a,b)

Ejemplo 1 (Derivadas Conocidas).

(kY =0
(2) =1
(xn)/ — nl,nfl

(n(ayy = =1
(Vo) = =
(ex)/ — ex

(cos(z)) = —sen(x)
(tan(z))" = sec?(x)

(sec(z)) = sec(x)tan(x)

(cot(x)) = —cosec(x)
(cosee()) = —cosec(x)cot(x)
(arcsen(z)) = Jll_iﬁ
(arccos(z)) = —\/11_7
(arctan(z)) = - +1$2

Teorema 18 (Algebra de Derivadas). Si f,g son
diferenciables en x¢ y o € R, entonces las sisquien-
te operaciones son diferenciables y tienen como re-
sultado:

= (frg)=f=+d
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v (af) =af

 (f9)' =g+ fd

o (LY — fla—fd

(Ly = o,

Teorema 19. Sea f: A C R — R y sea xg €
Int(A). La funcién f es diferenciable en xy si y
solo si una constante real m y una funcion E :
[—9,0) U (0,0] = R con § > 0 y limp_oE(h) =0
tales que:

F(xo+h) = f(x0)+mh+hE(h),Yh € [-5,0)U(0, ]

Teorema 20 (Regla de la Cadena). Si f y g son
funciones diferenciables entonces la regla de la ca-
dena expresa la derivada de la composicion f o g
en términos de la derivada de f y g el producto de
funciones como:

(fog) =(fog)-d

Teorema 21. Sea f : (a,b) — R, k-veces
derivable en T € (a,b) y sea:

" K]~
Tf(h) = f($)+f/(m)h+fT@)h2+...+fk_§”3)hk

su dearrollo de Taylor de orden k en torno
a x. Entonces:

f(@) = Tf(z = 2) + o((x — 2)F)

. k
Con lzmh_mo%; =0

Teorema 22 (Férmula de Taylor). Sea f : (a,b) —
R, (k+1)-veces derivable en todo punto del interva-
lo (a,b). Sea T]’f() el polinomio de Taylor de orden
k en z € (a,b). Entonces, para todo x > T existe
€ € (z,x) tal que:

FEH(9)

Gy @

f(z) = Tf(m —I)+




