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P1. Sea f: [—%7%] — R dada por
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Demostrar que la funcién f’ estd dada por

sen(®) _og(z) In T
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y encontrar el polinomio de Taylor de orden 2.

Solucion:
Comencemos calculando la derivada de f para x # 0. Por la regla del cuociente, tenemos

)

n 2)\’ n z)) sen(z) — In x)(sen(x))’ Sinﬂflnl x) cos(x
f’(x)<1(1+ >)<1<1+ )’ sen(x) — In(1 + z)(sen(x))’ _ *Fr5’ — (1 + ) cos(x)

sen(z) sen?(x) - sen?(z)

que es justo lo que se nos pedia obtener en esta rama.
Ahora, para el caso x = 0, debemos calcularla por definicién. Siendo asi, tenemos

In(1+h)
; f(h) - f(O) P sen(h) 1 , ln(l + h) - sen(h)
’ _ JW) = Ju) _ _
F10)= ilzli% h ]’11,11{%) h %{r%) hsen(h)

Dado que hemos llegado a una expresién del tipo %, usemos la regla de L’Hopital. Entonces:

lim In(1 +h) —sen(h) Y (In(1 + h) —sen(h))" lim 1_%,1 —cos(h) — lim 1 — cos(h) — hcos(h)
h—0 hsen(h)  h—0 (hsen(h)) ~ n—o0sen(h) + hcos(h)  h—0 (1 + h)(sen(h) + hcos(h))’

Y tras una nueva inspeccion, notamos que seguimos teniendo una expresién del estilo ya mencionado;
por lo que nuevamente podriamos aplicar L’Hopital. De esta manera:

lim 1 — cos(h) — hcos(h) — m [1 — cos(h) — hcos(h)]’
h—0 (1 4 h)(sen(h) + hcos(h)) h—0 [(1 + h)(sen(h) + hcos(h)))
— lim sen(h) — cos(h) + hsen(h)
h—0 1 - (sen(h) + hcos(h)) + (1 + h)(cos(h) + cos(h) — hsen(h))
1
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Donde la tdltima igualdad, se da al evaluar los limites conocidos que resultaron.

Para encontrar el polinomio de Taylor de segundo orden, necesitamos ademés f”(0), cuyo valor se
encuentra en forma andloga a como se encontré f/(0), y se deja como ejercicio para el lector. Sea
como sea que se resuelva, obtendremos f”(0) = 1. Asi, el polinomio pedido es
FO0)==-0) O - 0 _, =z, 2

Jr:c
1! 2! 2 2

Py(x) = f(0) +

22

P2. Sea f(z) = ez . Demostrar que f' = zf y que para n € N

£ (@) = 2o f ™V (w0) + (n — 1) f"7 (xo)
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Use esta férmula para encontrar el polinomio de Taylor en torno a 1 de orden 4 y el polinomio de
Taylor de f en torno a 0 de orden n, cualquiera.

Solucion:

Calculemos f”:
2

.E2 / x
fl(z) = (67> =e7 -z =uaf(x).
Entonces, si n > 1, por la Férmula de Leibnitz:

n—1

™ () = (2 @)™ D = S (771 o) p1-8) (4.
7O a) = (e () kz(” £ )

Notemos que para la funcién z se tiene que z(¥ = z (definicién), M =2/ =1y luego =z =
0, Vk > 2. Utilizando esta informacién en la expresién anterior observamos que de la sumatoria
s6lo quedaran los términos con k =0y k = 1, pues para los demas z(*) = 0. Asf

7o) = (") Dare @+ (M) 00 =@ + - 0 )

y evaluando en x( se obtiene el resultado.

Con esto, calculemos las cinco primeras derivadas (incluida la de orden 0 que es la funcién) evaluadas
en 1:

f’()+1 f() 2f(1) =2v/e
FOM+2-f1)=2/e+2/e=4/e
Q) +3- F@(1) = 4/e + 6,/e = 10\/e

Y asi, el polinomio de Taylor de orden 4 en torno a 1 es:

Ty(x) = e + el — 1) + ve(z — 1) + zﬁ(x S Ve gy
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Para calcular la expansién de Taylor en torno a 0, notemos que de la formula obtenida con anteri-
oridad tenemos que

F(0) = (n— 1) f*=2(0).
Entonces, podemos notar que f((0) = f(0) = 1, f/(0) = 0- f(0) = 0, f"(0) = 1- f(0) = 1,
f(0) =2- f'(0) =0, y por induccién se puede verificar que
£ (0) = 1-3-5-...-(k—=1) ,kPar .
0 , k impar

Luego, el polinomio de Taylor pedido sera, dependiendo de la paridad o imparidad de n:

(z) = L g B 4 R par
v _ n—1 . .
' L g Lt g 185 Det oy mpar

Esto es asi, ya que en el caso de n impar, ya vimos que f (”)(()) = 0, por lo que el ultimo término
de la sumatoria no aparecera.

Demuestre que si f alcanza un méximo en xo y es derivable en xg entonces f'(zg) = 0. Use este
In(14-22)

hecho para encontrar el maximo de la funcién = o

Solucion:
Mostremos en primer lugar el siguiente resultado:

Si xg es mdzimo de f, entonces

(Ve >0) f(zo—c¢) < f(zo) A flzo+¢) < f(zo)
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Demostracién: Por contradiccién, supongamos que

(3E>0) flwo—2) > f(wo) V flzo + &) > f(z0)-

Es directo que esto es una contradicciéon con el hecho que zg es maximo de f. Luego, se tiene la
propiedad.m

Una vez dicho esto, notemos que como f es derivable en xy en particular los limites laterales en la
definicién de derivada existen y ademéds
f(z) = f(xo)

lim MSOS lim 2/ /"0
oz T — To z—>mg+ T — o

Esto ultimo se tiene por la propiedad recién demostrada, y como ambos limites son iguales se tiene
que

f'(20) <0 < f'(z0) = f'(x0) =0.m

Ahora, calculemos f/(z) para la funcién que se propone en el enunciado, utilizando el operador
logaritmico L:

L[f(z)] = L[In(1 + £E2)] —L[1+ xz]

2x 2x
(1+22)In(1+22) (1+a2)
~ 2z(1—In(1+ x?))
(14 22)In(1 + 22)°

Y por ende

ron ~ In(1+2?) 2z(1-In(1+42?) 2z(1—In(1l+2?))
Fw) = J(@) Ll @) = 1+22  (1+2)hn(l+a2) (1+22)?

Ahora, debemos resolver la ecuacién f'(x) = 0, para € Dom f. Entonces

ron 22(1 — In(1 + 2?))

= 22(1 —In(1+2?%)) =0
—=2r=0vin(l+2?) =1

<—r=0Vr==+ve—1.

=0

Observemos que dado que f es par, si encontramos un maximo en x( entonces —zxy también serd
un maximo. Por este motivo, nos basta analizar las soluciones positivas.

Como obtuvimos 3 soluciones, debemos evaluar en cada una para ver cual(es) efectivamente es(son)
méximo(s) de la funcién.

e f(0)=0.
o f[(We=T)=1¢

Por lo tanto, f tiene maximos en +v/e — 1 y valen &

<.
Demuestre que si f”(x) existe entonces

lim J(wo+h)+ f(zo —h) —2f(x0)
h—0 h2

— f//(wo)

Use esta expresion para probar que si f tiene un minimo en xy entonces f”(xzg) > 0. Con ayuda de
esto ultimo, determine si 0 es un minimo de la funcién

sen(x) 0
f(sc){1 oo



Solucion:
Para la primera parte, notemos que en el limite propuesto, tanto el numerador como el denominador
tienden a cero, cuando h — 0. Luego, es vélido aplicar la regla de L’Hoépital, y tendremos lo
siguiente:

1 f(zo+h) + flzo —h) — 2f(x0) _ I f'(xo +h) — f'(x0 —h).

h—0 h? h—0 2h

Esto dltimo, recordando que la regla se aplica sobre la variable del limite (en este caso, h), y
sabiendo que x( es una constante. Luego, notemos que:

f'(xo +h) — f'(x0 = h) f'(wo+h) — f'(wo — h) — f'(x0) + f'(20)

fim, 2h = Jo 2h
. flwo+h) = f(zo) | f'(z0) = f'(m0 —h)
— 1 .
s 2h + 2h
Por 1ltimo, notando que
o Pt ) = ) o) = fa =) _ [ (eo)
h—0 2h h—0 2h 2

se concluye que

im £ @0 )+ flzo = h) = 2f(xo) _ f"(wo) | f"(w0)

e
h—0 h2 2 2 - f (l'o)

Probemos ahora la segunda parte del problema.

Notar que si 2o es un minimo de la funcién f, se tiene que

f(x) > f(xo), Va € Dom(f).

Luego, en particular tenemos que
f(xo+h) > f(xzo) A flzo—h) > flzo).

Si sumamos ambas expresiones, se tendra que
f(xo +h)+ f(zo —h) —2f(x0) > 0.

En este punto, dividiendo a ambos lados por h2, y luego tomando el limite cuando h — 0, tenemos
que
lm f(xo+h)+ flzo —h) —2f(x0)

lim 2 >0 < f"(z0) > 0.m

Terminemos el problema, probando si zg = 0 es efectivamente un minimo de la funcién presentada.
Utilizando la primera parte, calcularemos f”(0) como sigue

fO+h)+ f(0—h) —2/(0)

" _ ;
) = Jim h2
_ e () + f(=h) —2£(0)
= E
. senh(h) + senﬁ;lL) _9
h—0 h?
2sen(h) — 2h
= 1,
hm h3

Vemos que el numerador y el denominador tienden a cero en esta situacién, por lo que podremos
aplicar la regla de L’Hopital. Tras hacer esto, seguiremos en la misma situacion, por lo la regla sera
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aplicada dos veces en total. Asi:

. 2sen(h)—2h  _, 2cos(h)—2
}llli% h3 o f11~>0 3h2
_ oy —2sen(h)
h—0 6h
— Ym 2 sen(h)
h—0 6 h
2 1
6 3~

De lo que concluimos que xg = 0 no es minimo de f.m

Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién (1 4+ z)™ de orden n en torno a 0. Interprete su
resultado en términos del teorema del Binomio.

Solucion:
Necesitamos saber el valor de f(*)(0),Vk € N. Para esto, calculemos algunas:

o fOMO)=1=20

n!
o fM(0)=n= "

o fP(0) =n(n—1)= %%

Razonando por induccién, se puede mostrar que f)(0) = n(n —1)(n —2)---(n — k) = (n%'k),

En conclusién, el polinomio de Taylor de orden n en torno a 0 de la funcién f(x) = (1 + x)™ esta
dado por

n n

"L R0 n! n
T(z)=) Al )x"=Z(nMw’“=Z(k)l"“
k=0 k=0 k=0

que es justamente, la expresién que da el Teorema del Binomio de Newton para (1 + x)™.




