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P1. Calcule los siguientes limites, si es que existen.
(2) lim (108, (2) + 10842 (7).
|
(b) lim M.
x

17—)1
oz _ 3z
lim ———
(c) 720 In(1+ z)

esen(w) s

(d) lim

x—0

Solucion:

(a) Realizando un cambio de base, para trabajar sélo con logaritmos naturales, tenemos que

_ In(2) In(m)
S In(l142z)  2In(l+2)

(10g1+w (2) + 10g(1+w)2 (71'))

Y por lo tanto:

i o In(2) In(7)
lim 2(1081.45(2) + 108112 (m) = limo <ln(1 T 2t a)

_— (2111(2) ;—ln(w)) <ln(1x—+— m))
In(1+z)

Y finalmente, recordando que h’rr%) ——— =1, concluimos que
xTr—

iiino 2(logy 15 (2) +10g(114)2(7)) = ili% (2111(2)24- ln(ﬂ)) (hl(lg: x)) — In(2y/7).

(b) Observamos que h’m1 vz = /1 propiamente, y por teorema de la composicién, concluimos que
r—

h’rn1 cos(v/x) = cos(v1). Repitiendo el argumento, podemos asegurar en forma andloga que
Tr—

h’m1 In(cos(v/z)) = In(cos(v1)). Finalmente, por dlgebra de limites, concluimos que

lim In(cos(v/z)) = In(cos(v/1)).

r—1 €T

(¢) Desarrollando la expresién, notemos que

y 2T _ 3T p e In(2) _ e In(3)
praay In(l1+2z) 220 In(1+ z)
e In(2) _ e® In(3) _ 141
= lim
x—0 hl(l + SL’)
e® In(2) _ 1 e® In(3) _ 1
= lim —
=0 ( In(1+ z) In(1+ x) )
) (exln(Q) _ 1) T (eacln(3) _ 1) T
= 1 In(2) — In(3
vy ( xIn(2) In(l+2) n(2) zIn(3) In(l+x) n(3)



(21 _1)
zIn(2)

(2103 _1)
z In(3)

In(1+4x)

x

= lim
z—0

= lim

Y dado que lim
z—0 z—0

= 1, por algebra de limites,

concluimos que
27 — 3" 2
lim — =1In(2) —1 =In(=].
Py In(1 + z) 8(2) ~ In(3) = In <3>

(d) Nuevamente, desarrollemos la expresién hasta llegar a limites conocidos.

) escn(z) Y ) escn($) —eT—141
lim —— = lim
z—0 x z—0 X

) (esen(z‘) -1 et — 1)
= lim —

x—0 €T x

— lim (ese“(”) —lsen(z) e® — 1)

z—0 \  sen(x) x x

eT—1 _ h’m e:;en(:z;)_l
x

L S = lim % = 1, por algebra de limites, se concluye que
xr—

Y ya que lim
z—0 z—0

sen(z) _
m & ¢ —1_1=0.

z—0 T

P2. Determine la existencia de lim [z]z, para cada zg € R.
T—To

Solucion:
Intentemos descartar algunos puntos. Si consideramos xg € Z, notemos que

lim [o]z = lim [xo— H (xo— i) — (20 — 1)z0.

Ty U—~+00

Y por otro lado

1 2
u) = Zg-

Asi, notamos que el inico nimero en Z que verifica la igualdad de estas expresiones es g = 0. Por
lo tanto, concluimos que el limite no existe, (Vzg € Z \ {0}).

1
lim [z]z = lim [azo + u] (mo +

QJHQJ-O*- u——+00

Ahora, para considerar a los elementos que nos quedan en R\ Z, consideremos zy € (m, m + 1),
(Vm € Z), y calculemos sus limites laterales:

1

lim [e)z = lim {xo _ H (xo _ u) — [zo]o,

=z u——+00

1 1
lim [z]z = lim [3:0 + } <3:0 + ) = [xo]xo.
U U

x—mcf)r u—+00

Lo que implica que, Vzo € (R\ Z) U {0}, lim [z]z existe, y mds ain:
T—x0

lim [z]z = [xo]xo.
r—Xo

P3. Sea f una funcién tal que f(z) > 1 para todo © > 0y f(x) < 0 para todo x < 0. Determine cudles
de los siguientes limites nunca pueden existir: ll'm+ f(z), lim f(x), HH(l) f(x).
z—0 z—0~ T—

Solucion:
Dadas las condiciones del problema, vemos directamente que los limites laterales a = 0 verificarian
lo siguiente:

lim f(z)>1 A lim f(z) <0.

z—0t z—0~
Por lo tanto, nunca se dard que los limites laterales sean iguales, lo que nos permite concluir que
il’i% f(x) jamds podré existir.



P4.

P5.

Pé6.

Determine para qué valores de a el siguiente limite existe: h'n}) |z|*(1 — e*) sen (1).
€Tr—

Solucion:
Desarrollemos la expresion:

; a x 1 . ’ a/ . 1
ili%|l‘| (1 —¢€")sen (sc> = ili%—m (e — 1) sen (x)
(e® —1)sen (1)

x

1
T

= lim —|z|*
x—0

. 1
Y recordando que h’n}) e=l=1y h’n}) % = lim *2® — 0, concluimos que el limite pedido
xTr— xr—

x U— 00

existe si y sélo si h’r% |z|* existe, lo que sélo ocurre si a > 0.
xr—

arcsen

= (”), demostrando que para todo v € [0,1], 0 < arcsen(v) < \/1117 y aplicando el

Calcule h’n%

Teorema gel Sandwich.

Solucion:

Recordemos que, V& € [0, g] se tiene que sen(z) < x
v = sen(x), observamos en primer lugar que v € [0
anterior se tiene

< tg(z). Si hacemos el cambio de variables
,1]. Ademds, reescribiendo la desigualdad

v < arcsen(v) < tg(arcsen(v)).

sen(z) __ sen(z) _ v

cos(z) \/lfser@(a:) T V1w

Por otra parte, observemos que tg(x) = ~. En resumen

v

Vo €[0,1] v < arcsen(v) < ——.
[0, 1] (v) T
Luego, si dividimos por v obtenemos

arcsen(v) 1
1< <
v V1—1v?

y por teorema del Sandwich, haciendo v — 0 concluimos que

lim arcsen(v)

v—0 v

=1
Usando la definicién de 11'1_{1 f(z) = £ demuestre que
Tr— 100

lim arctg(x) = z

T—+00 2

Para ¢ > 0, escoja m = tg(§ — ). Recuerde que arctg es creciente y acotada superiormente por 7.

Solucion:
Como se pide demostrar el limite por definicién, debemos probar que

arctg(x) — Tl <e.

(Ve > 0),(Im > 0),Vz € [m, +00), 5

Siguiendo la indicacién, dado € > 0, consideremos m = tg(F§ — ). Luego, para z > m, y dado que
la funcién arctg es creciente, tenemos que

7 T
T >tg (5 —5) = arctg(z) > 576
y ocupando la tltima informacién presente en la indicacién, notemos que, para todo x,

arctg(z) < g < — +e.

|



Por lo tanto, uniendo la informacién recolectada:

T
5 € <arctg(z) < = +¢,

7r
-2
lo que justamente quiere decir que
m
arctg(x) — 5 <e,

de donde se concluye lo que queriamos demostrar.

. Calcule todas las asintotas de la siguiente funcién y determine si lim existe.

x—0
arctg(x) <0
sen(z) 0<z<l1
) = z(x—1)
f(x) . o1
72'{2:?2 e 1<z

Solucion:
Comencemos calculando las asintotas horizontales. Directamente, tenemos que:
24+ x+22 1
Ii = lim ————e 22
AW = e
de donde vemos que % — -1,y €7 — 1. Luego, por édlgebra de limites, concluimos que la
recta y = —1 es asintota horizontal de f en +o00. Ahora, calculemos:
lim f(z) = lim arctg(x)
T——00 T——00
= lim arctg(—=x)
r——+00
= lim —arctg(z)
r——+00

=— IEIJ,T}OO arctg(x)

T
5"

De donde se concluye que la recta y = —7 es asintota horizontal de f en —oo.

Calculemos ahora las asintotas verticales. Notemos que los tunicos lugares donde podrian existir

es justo donde se cambia la definiciéon de la funcién. Siendo asi, debemos calcular los limites para

z— 0", x— 1" yparaz — 1T.

1
lm f(z) = lim @) gy, senl@) —
o0+ e—0t z(x—1) 20t x (x—1)
) . sen(z) . sen(z) 1
1 =1 — 7 =1 ——
R f() R x(x —1) s T (x—1) ’
24z +a% _ 1
If = lim 28T -F -
o /(@) oot 1—g2 ¢ >

Luego, concluimos que la recta x = 1 es asintota vertical de la funcién.

Ahora, veamos la posible existencia de asintotas oblicuas. Para esto, calculemos m para cada una
de ellas:

2 2
my = lim @: lim ﬂe*ﬁzo.lzo’
r—+o0 I z—+too 1 — 3
t t
my = 1m 18 gy Aetel@) oo arete(@) o v o weosu)
z5—00 z——00 I z——oo tg(arctg(z)) u——7% tg(u) w——% sen(u)

Y notemos que al calcular n; y ng, volveremos a obtener las asintotas horizontales de la funcién
(16gico, ya que las pendientes de las posibles oblicuas dieron cero). Por lo tanto, f no posee asintotas
oblicuas.



Ps.

P9.

Finalmente, veamos si lim f(z) existe. Para esto, notemos que:

r—0
1
lm f(z) = lim &) _ g, se0@) — 1,
z—0+ e—0t z(x —1) a—ot =z (z-—1)

lim f(z) = lim arctg(z) = 0.
z—0~ z—0~
Luego, como los limites laterales son distintos, HH(l) f(x) no existe.
Tr—

Sea f una funcién tal que h’rll f(z) =Ly seag(z) =sen(x)f(z). Demuestre que si ¢ = 0 entonces

lim g(x) =0y quesi lim g(z) existe, entonces ¢ = 0.
r— 400 T—+00

Solucion:
El primer resultado es directo (nula por acotada).

Para la segunda implicancia pedida, usaremos el truco utilizado en el apunte para demostrar que
sen(x) no posee limite.
Asi, definiendo a, = § +27n y b, = 37” + 27n, notemos que lima,, = limb,, = 400, y ademas,

glan) = sen(ay) f(an) = f(an) A g(bn) = sen(by)f(bn) = —f(bn).

Luego, como sabemos que g posee limite para * — 400, evaluando para a, y b,, tenemos lo
siguiente:

limg(a,) =lim f(a,) =¢ A lmg(b,) =lim—f(b,) = —lim f(b,) = —¢.

Y finalmente, por la unicidad del limite, se debe cumplir que £ = —¢, lo que sélo se tiene si £ = 0.
Demuestre que para todo polinomio p(z) se cumple que 11'3_1 (x)e”* =0.
T—T00

Solucion:
En primer lugar demostremos que

(VE€N) lim zFe ® =0.

r—+o0

o _x_\k+1 . .
Para esto tomemos k € N. Notemos que podemos escribir e* = (e kT ) y aplicando la desigualdad

14—~ k+1< @
k+1 =c

Ademids, como estamos tomando limite hacia 400 tendremos que =z > 0 y luego
k

de la exponencial a eF+T tenemos que

x>

T xT

<
(1+ %)

Notando que en el lado derecho tenemos una divisién de Polinomios con el grado del numerador
menor que el del denominador, por Teorema del Sandwich concluimos que

0< —
S

lim zFe™* = 0.
x—-+00

Ahora, dado que un polinomio cualquiera se escribe como

n
p(x) = Zakx’“, ar € R
k=0
Vemos que

n
p(x)e ™ = Z aprie ™
k=0

y utilizando Algebra de Limites concluimos que

lim p(z)e™® =0.;

T— 00



