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Pregunta 1

Imagine que esta estudiando el uso de tierra en las zonas rurales de Chile. Para esto, utiliza
imagenes satelitales para ver como se destina la tierra en cada lote del pais. Cuando realiza el
estudio existen N lotes que va a estudiar. Ademads, sabe que los duefios de estos lotes deciden
como van a utilizar la tierra cada ano, considerando lo que hace el resto de los productores
del pais. Existen tres tipos de uso de tierra: Forestal, Agricola, Ganadero. Si un lote tiene un
uso forestal, la probabilidad que el duefio corte los drboles y se dedique a la industria Agricola
al ano siguiente es p. Si un lote se dedica a la Agricultura, tiene dos opciones: Cambiarse a la
Ganaderia o volver a la industria Forestal. Lo primero ocurre con probabilidad ¢ y lo segundo
1 — ¢. Debido a recientes regulaciones, no se puede destinar un lote a la Agricultura por dos
anos consecutivos para evitar los monocultivos. Si la parcela se dedica a la Ganaderia, al
siguiente afio puede volver a plantar arboles, lo que ocurre con probabilidad 7, o puede seguir
dedicdndose a la Ganaderia.

En cualquier afio, puede ocurrir un incendio en los lotes forestales, obviamente, entre
mayor cantidad de arboles plantados hay una mayor cantidad de incendios forestales. La
probabilidad de que un lote Forestal, se incendie es a.

a) Modele esta situacién como una cadena de Markov en tiempo Discreto (Grafo, Probabi-
lidades de Transicién). Hint: Modele el estado de cada lote como un sistema indepen-
diente del resto.

Solucién: Los estado son: {Forestal, Agricola, Ganadero}

El grafo de la cadena queda de la siguiente manera:
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1-p

Agricola

Ganadero

1-r

b) Encuentre las probabilidades estacionarias.

Solucién: El sistema a resolver es el siguiente:

Tfor = (1 - p)Trfor + (1 - Q)Wagri + rTgana
Tagri = PTfor
Tgana = (1 - T)Wgana + qTagri

Tfor + Tagri T Mgana = 1

Para resolver el sistema, reemplazamos la ecuacién (2) en la (3)

g
T Agri = — Tfor
r
Luego, reemplazando (2) y (5) en (4) y despejando 7oy

r

Ty = ———————
for r 4+ rp+ pq

De esta forma las otras probabilidades quedan:

rp
T = —m
T (r 4+ rp + pg)
R
T rbrp+opg
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c¢) Considerando que han pasado varios anos desde que comenzé su estudio por el uso de
tierra:
i) {Cudl es la probabilidad de que un lote no sea Forestal?
ii) ;Cuél es la probabilidad de que k lotes sean Forestales?

ii) ;Cuadl es la probabilidad de que para cualquier afio ocurra un incendio forestal?

Solucién:

i) La probabilidad de que un Lote no sea forestal es simplemente la suma de las
probabilidades estacionarias para los estados que no sean Forestal
rp + pq

P(Lote no sea Forestal) = P LI o
( ) = Mgena F Tagri = D+ pq

ii) La probabilidad de que k Lotes sean Forestales viene dada por la distribucion
binomial:

P(k lotes sean forestales) = (Z) W’}OT(l — Tfor)VF

iii) La probabilidad de que haya al incendio un ano es:

P(al menos 1 Lote forestal se incendie) = 1 — P(no haya incendio)
= 1-N_ | (P(no haya incendio dado que hay k forestales) - P(k lotes sean forestales) )

N _
=15 (1 - a)f (k> Thop (1 = )V

Donde la segunda igualdad viene de usar probabilidades totales y la tercera de
resultados anteriores.
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Pregunta 2

Mariano Suarez es el encargado del banco central de su pais y quiere genera una nueva
politica en cuanto a la moneda nacional, donde se cumple que:

= El valor de la moneda nacional se mantiene constante durante el dia, y estd dado por
una variable aleatoria discreta.

= La valuacion de la moneda s6lo puede tomar valores entre 0 y un limite IV fijo.

= Entre un dia y el siguiente, el valor de la moneda puede permanecer constante o aumen-
tar/disminuir en una unidad, con variaciones independientes entre dias distintos.

= Si el valor de la moneda en un dia dado es ¢, entonces al dia siguiente su valor puede:

1. Permanecer en i, con probabilidad 1/2.

14

a) Escriba este modelo como como una cadena de Markov a tiempo discreto, explique por
qué es homogénea y dibuje el grafo asociado.

2. Disminuir a ¢ — 1, con probabilidad

3. Aumentar a i + 1, con probabilidad

= N[

Solucién

Las probabilidades de transicién son:

%siz:]
sy st g=1—1

(n) = ;

pij(n) %(1—%) st j=1i+1
0 ~

Como se puede ver que estas no dependen de n, se tiene que:

V' npij(n) = pij
cumpliendo con la condicién de homogeneidad.

La cadena para un estado 7 cualquiera es:

2 1/2
1/2(1-i/N)

Las colas estan dadas por:
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1/2 1/2
gf%

1/2N

1/2 1/2
1/2

Mariano quiere conocer la distribucién de probabilidad del valor de la moneda a largo
plazo para confirmar si su politica es estable econémicamente. Es decir, quiere analizar el
valor de la moneda en un tiempo infinitamente lejano.

b)

Justifique la existencia de un vector estacionario de probabilidades 7 = (7;)j<;< 5, donde
para cada i, m; representa la probabilidad de que la moneda valga ¢ en el largo plazo.

Solucién:

Para que una cadena de markov tenga un vector de probabilidades estacionarias, esta
tiene que ser irreducible y ergodica. Esto quiere decir que tiene una sola clase recu-
rrente y que su periodo es 1, respectivamente. Basta ver que para cualquier nodo, en
particular ¢ = 0, su periodo es 1 y ademas, esta clase es recurrente, pues i =0y i =N
estan comunicados entre ellos. Por lo tanto, existe.

Muestre que 7 satisface la recurrencia

— 1 L+ 1
Wi:(l—z )7Ti_1+2j\_77ri+1 VO<i<N

. N
(donde entendemos 7_1 = mn4+1 = 0). Concluya que necesariamente m; = QLN ( ; )

para todo 0 <i < N
Solucion:

Como sabemos que:

T =)W Dj
j

1—1 1 1+ 1
N ) T g Pt il o

1
Por lo tanto:

. 1 1—1 4o 141
T = Ti—1 N Ti4+1 N
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Para demostrar que m; = QLN < . ) , vamos a ver que satisface la ecuacién de recursion.
i

1 (N iy, (N i1
Ti=oN | i1 N v | it1 N

N N—(i-1) N1 i1
2N((N—(z'—1))!(i—1)!' N +(N—(i+1))!(z'+1)!'N>

d) Muestre que para todo par de estados i,j se cumple que:

mi By = Py

Solucién:

Caso i = j:

mi - Pij=mj- Dy

mj - Pji =7 Py

Caso i =75+ 1:

1 NI j41
CAN(N- GG+ 2N
1 NI j+1 N—j
TAN(N-(Gj+1)(j+1)! 2N N—j

1 N! 1 .
=g o N

1 N 1N —j
:2N<g )'2N

1 J

=T 2( —N>:7Tj'Pj,j+1=7fj'Pj,i

Por simetria es igual para i =j — 1
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