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1. Algebra Lineal

En esta seccidn se plantean definiciones basicas del algebra lineal, de operaciones y propiedades vectoriales y
matriciales. A modo de ejemplo, estas definiciones permiten plantear y resolver sistemas de ecuaciones lineales.

1.1. Definicion de vector

Se llama vector V de dimensién n a una tupla de n nameros reales, llamados componentes del vector. El
conjunto de todos los vectores posibles de dimensidén n se denomina IR™. Luego un vector V € IR" se representa
como

U1
V2

V= | (1)

Un

1.2. Definicion de espacio vectorial lineal

Sea F' € IR un campo escalary V € IR™ un conjunto de n elementos V; € IR. Un espacio vectorial lineal sobre
F es un conjunto de elementos V junto a una funcién llamada “adicién” que transforma valores en el dominio
V x 'V avalores en el rango V; y una funcién llamada “multiplicacién escalar” que transforma valores en el dominio
F x'V avalores en el rango V, que satisfacen las siguientes propiedades para todo z,y,z € V y paratodo a, 5 € F

L (x+y)tz=x+(y+2)

2. x+y=y+x

Existe 0 e Vtalquex+0=x%x,Vx eV

Para cada x € V existe un elemento —x € V tal que x + (—x) =0
ax+y)=ax+ay

(a+ B)x = ax+ fx

a(Bx) = afx

Ix=x

® N o o &~ W

1.3. Definicion de matriz

Se denomina una matriz A de dimensiones n x m (n por m), denotada por A,,«, a un arreglo bidimensional
de ndmeros reales A;;, llamadas componentes de la matriz. La representacién de la matriz es de la forma

A A ... Au
A21 A22 “ e A2n
A =[4;] = : S .

A1 Apa ... Apy
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En A;;, el primer indice (¢) indica la fila y el segundo indice (j) indica la columna de la matriz A. Notar que los
indices de la matriz son ndimeros naturales, es decir, 7,5 € IV.

Las matrices tienen multiples aplicaciones, entre los cuales se puede destacar, por ejemplo, para representar
los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales o para definir transformaciones lineales de un sistema de
coordenadas a otro.

En particular, un vector de dimensién n se puede entender como una matriz de dimensiones n x 1, con la
salvedad que en el caso de matrices se puede hablar de un vector columna a o un vector fila b de dimensién n
como se muestra a continuacion,

ai
a2
a= | @3 < vector columna; b = [by,b2,b3,...,b,] < vector fila 3)

27

1.4. Operaciones basicas
1.4.1. Producto interno entre dos vectores

Sean los vectores u, v € IR™. Se define el producto interno entre los vectores u y v como la funcién que toma
dos vectores de V x Vy entrega un valor en la recta real IR,

(0, v) = upy (4)
k=1

Este producto entre dos vectores se conoce también como “producto escalar”, o “producto punto”. Notar que
el producto interno es conmutativo, es decir, que (u,v) = (v,u) y que el producto interno entre dos vectores se
puede interpretar también como el tamafio de la proyeccién de un vector en otro.

1.4.2. Norma de un vector

Se define la norma euclidiana de un vector a € IR"™ como:

(5)

La norma euclidiana de un vector define el “tamafo” o longitud de un vector.

1.4.3. Angulo entre dos vectores

El dngulo 6 entre dos vectores a,b € IR", se define como:
<aab> . < (a,b> >
cos(f) = ——— ) 0 = acos | ———— (6)
[alllb]| [alllb]|

donde cos() es la funcién trigonométrica coseno, y acos() es la funcién arcoseno (la funcién inversa de la funcién
coseno).
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1.4.4. Producto cruz o producto vectorial entre dos vectores

Sean los vectores u, v € IR3. Se define el producto vectorial o producto cruz entre los vectores u 'y v como
la funcién w que toma dos vectores de V X V y entrega un vector en V, tal que:

w1 U2V3 — U3V2
wW=uAv=| wy | = | uzvy —uivs @)
w3 U1V — U2V1

Se tiene que el producto vectorial no es conmutativo. De hecho, es vélida la siguiente identidad:

(uAv)=—(vAu) (8)

1.4.5. Identidades que involucran el producto interno y el producto vectorial
Sean los vectores a, b, ¢ € IR?, se tiene las siguientes identidades y/o propiedades:
1. Si ay b son dos vectores ortogonales (i.e., el dngulo entre los dos vectores es de 90 grados sexagesimales),
se tiene que < a,b >=10
2. (uAv)=—(vAu)
3. (a,(aADb)) =0, es decir, el producto vectorial entre dos vectores es ortogonal a ambos vectores

4. SiaAb=0cona#0yb#0, esto es equivalente a que los vectores a y b son paralelos entre si (i.e., el
angulo entre ellos es cero)

5, aha=0Vac R"
6. El producto vectorial no es asociativo, es decir, (aAb)Ac#aA(bAc)

7. El producto vectorial es asociativo con respecto a un factor escalar A € IR, es decir, se tiene la identidad
A(aAb)=(Aa)Ab=aA (A\b)

8. [lanbll=/al?[b]* — ((a, b))

9. |laAb| = ||a||||b||sinf donde O es el dngulo menor entre los vectores a y b

1.4.6. Suma de matrices

La suma de matrices se define para dos matrices de igual dimensiones n x m. Sean A, «, ¥ Bnxm dos
matrices de igual dimensiones, la matriz C que resulta de la suma de A y B tiene dimensiones n X m y se define
como la suma de las componentes respectivas de las matrices, es decir, C = A + B es tal que:

Cij = Aij + Bij (9)

dondei=1,2,...,nyj=1,2,...,m.

La operacién se define de manera similar para la suma de dos vectores, en que el vector resultante es la suma
de las componentes respectivas de los vectores sumados.
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1.4.7. Multiplicacion de matrices

Sean las matrices A, xm ¥ Byyxq . se define la multiplicacién de las matrices A, xr, Y Biyxg como la matriz
de dimensiones:

m
Crxg = AnsmBmxg donde Cij = ZAikBkj (10)
k=1
donde el nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B, ambos m,yi=1,2,....,nyj=1,2,...,q.

Notar que para el caso de la multiplicacién de una matriz A, «.,, por un vector columna b,,x1, se necesita
que la cantidad de columnas de A sea igual a la dimensién del vector b para hacer la multiplicacién Ab.

Ademis, notar que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, es decir, si se tiene las matrices A, xm Y
Bipxn . en general (AB), ., # (BA),, ., La igualdad sélo se cumple en el caso particular donde las matrices
A y B son cuadradas, de igual dimensién (i.e., n = m) y ambas son matrices simétricas (ver definicién més adelante).

1.4.8. Matriz diagonal

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en que sélo los elementos de su diagonal son distintos de cero.
Por ejemplo, una matriz diagonal de dimensién 4 x 4 es la siguiente:

Ay 0 0 0
0 Ayp 00

A=l 0 0 4y o0 (11)
0 0 0 Ay

1.4.9. Matriz ldentidad

Es una matriz diagonal, denotada por la letra I, en que los elementos de la diagonal son todos iguales a la
unidad (i.e., el nimero entero 1). Por ejemplo, una matriz identidad de 4 x 4 es |a siguiente:

10 0 0
01 0 0

1= 0 01 0 (12)
0 0 01

La matriz identidad tiene la siguiente propiedad: para una matriz A, «,, vector X, 1 y matriz identidad I,,«,, se
cumple que:

AI=TA=A (13)
xI=Ix=x (14)

1.4.10. Traspuesta de una matriz

T
mxn!

(AT);; =A;; dondei=1,....n; j=1,....m (15)

La traspuesta de una matriz A, «,,, denotada por A esta dada por:
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a b a ¢ e
Si A=|c d = AT= (16)
b d f
f
Una propiedad de la trasposicién de matrices: dadas las matrices A« ¥ Binxg. Se tiene la siguiente propiedad
(AB)T =BTAT
1.4.11. Matriz Simétrica
Una matriz A es simétrica si se tiene que AT = A, es decir, que Aji = Ayj.
1.4.12. Matriz Antimétrica
Una matriz A es antimétrica si se tiene que AT = —A | es decir, que Aj; = —A;;. Notar que los elementos

de la diagonal de la matriz A son nulos si dicha matriz es antimétrica.

1.4.13. Matriz ortogonal

Una matriz Q,,x, se dice matriz ortogonal, si

QTQ =5 QQT =ILxn

Se tiene la siguiente propiedad: dada una matriz ortogonal Q y un vector x,

(Qx)"(Qx) = x"x

Las matrices ortogonales son utilizadas para definir rotaciones del sistema de coordenadas.

1.4.14. Determinante de una matriz

El determinante de una matriz cuadrada A, «, es un ndmero escalar denotado por det(A) o |A| en que para
una matriz de 2 x 2 es:
det (| @ V1) =ad—be (17)
c d B

Para una matriz A, «,, se utiliza la férmula de Laplace:

det (A) = Z(fl)”injMij para cualquier i € {1,...,n} (18)

j=1

donde M;; es el determinante de la matriz que se obtiene al eliminar la fila ¢ y la columna j de la matriz A.

6/8
2020
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Por ejemplo, si se tiene una matriz Azx3
Ain A Asgg
A= A21 A22 A23 (19)
Az Az Ass
el determinante de dicha matriz se calcula como:
An A Asg
det(A) = det Agl AQQ A23 (20)
Az Az Ass
Agg  Aos Axy Ao Azr Ago
= Ajjdet — Ao det Aisdet 21
1 de ([ Ag Agg 2det (| gy ag ) A g g, ) @G
= A11(AxpAss — A32Ass) + A12(As1Ags — Az Asz) + Ai3(Az1 Azg — A3 Ago) (22)

1.4.15. Matriz Singular

Una matriz cuadrada es singular si su determinante es cero, es decir, det(A) = 0.

1.4.16. Matriz definida positiva

Sea una matriz cuadrada A, «, y un vector columna x,«1. La matriz A es definida positiva si para todo
x # 0, x € IR", se tiene que:
xTAx >0

Las matrices definidas positivas no son matrices singulares.

1.4.17. Definicion de Matriz Inversa

Sea la matriz cuadrada y no singular A,,»,. Se define la matriz inversa de A, denotada por A=, como la
matriz que cumple la siguiente propiedad:

AAT'=ATTA =T,n (23)

La matriz inversa se puede calcular usando la férmula de los cofactores:

AT = detl(A) c* (24)

donde C es la matriz de cofactores de A, cuyos elementos son tales que:
Cij = (=1)"7 M,
y M;; es el determinante de la matriz que se obtiene al eliminar la fila 7 y la columna j de la matriz A.

Por ejemplo, la matriz inversa de una matriz A5 se calcula como sigue:

A:[(cl 2} :>A1:det1(A)[—dc _ab]:adibc{—dc _ab} (25)

7/8
2020
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1.5. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Sea el sistema lineal de ecuaciones algebraicas de n ecuaciones y n incégnitas representado por:

A11£C1 + Algxg +...+ Alnxn = b1 (26)
A1y + Agowa + ...+ Aopzy = by (27)
............... (28)
A1z + Aoz + ...+ Apnxy, = by, (29)
donde x1,xs,...,x, son sus incégnitas.
El sistema de ecuaciones anterior se puede escribir de manera matricial de la siguiente forma:
Ax=D
donde se tiene la matriz:
A Ap .0 Ay,
Ay Ay ... Ay, )
A = ) } _ ( una matriz cuadradade n x n ). (30)
A A ... A,
y los vectores columnas de dimension n:
Ty by
T ba
X = , ; b= . (31)
Tn bn

Si la matriz A es no singular, la solucién del sistema de ecuaciones esta dada por:

x=A"'b

Luego, la mayor dificultad para resolver el sistema de ecuaciones lineales estd en encontrar los coeficientes de
A1 es decir, calcular la matriz inversa de A. Para ello existen numerosas técnicas, tales como:

» Férmula de los Cofactores
= Métodos de eliminacién de Gauss

» Métodos iterativos para la estimaciéon de A~1

Asimismo, existen técnicas que permiten resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b sin encontrar de
manera explicita la matriz inversa de A. El detalle de las técnicas para encontrar la solucién al sistema de ecuaciones
escapa el alcance de este tutorial y, por lo tanto, no serdn explicadas (De hecho son parte del curso de Métodos
Inversos GF5013).
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