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P1. Condensador cilindrico doble:

a) Un condensador corresponde a un objeto capaz de acumular carga eléctrica de una manera tal que
permite almacenar energia en forma de un campo eléctrico. Los condensadores pueden tener muchas
formas distintas y disponer de muchos materiales diferentes, pero a modo general estan compuestos
por dos superficies conductoras separadas por vacio o por un material dieléctrico, donde cada placa
tiene una carga eléctrica de magnitud @, con signo contrario entre ellas. Estas placas estan en una
situacién de influencia total, lo que significa que sélo existe campo eléctrico en el espacio que hay
entre las placas conductoras del condensador, mientras que en el resto del espacio se asume que

= 0. Este campo eléctrico es directamente proporcional a la carga () asociada a las placas del
condensador, y por lo tanto si calculamos la diferencia de potencial V' entre las placas, esta cantidad
también serd directamente proporcional a (), es decir, podemos escribir:

Q=CV (1)

En esta expresion la constante de proporcionalidad C' se conoce como capacitancia del condensador,
y corresponde a una magnitud que nos permite entender qué tan bueno es el condensador para
almacenar energia. Esta energia U almacenada por el condensador puede escribirse en funcién de @
y V, 6 en funcién de ) y C si desarrollamos con la expresiéon anterior:
1 Q*

U= §QV = U= 20 (2)
Si despejamos C' de las expresiones (1) y (2) encontraremos dos relaciones que nos permiten calcular
la capacitancia para un condensador cualquiera:

Q Q*
C= v ; C= i (3)
Ambas expresiones son igual de validas, por lo tanto la elecciéon en un problema particular se basa
en si es mas sencillo obtener la diferencia de potencial V' (en cuyo caso usamos la primera expresion)
o si es més sencillo obtener la energia U del condensador (en este caso usamos la segunda expresién).
De todas formas, cualquiera de las dos elecciones requiere que podamos encontrar el campo eléctrico
E en el espacio entre las placas del condensador, que corresponde al punto de partida en este tipo
de sistemas.
Ahora, en esta primera parte del ejercicio se tiene un condensador formado por dos casquetes con-
ductores cilindricos concéntricos de largo L. El casquete interior (de radio a) tiene carga (), mientras
que el casquete exterior (de radio c¢) tiene carga —@Q. El espacio entre los casquetes se llena con dos
materiales con constantes dieléctricas €1 y €2 formando un par de capas cilindricas, tal como se ilus-
tra en la Figura 1. Dado que existe simetria axial, nos conviene usar ley de Gauss para encontrar el
campo eléctrico E en la zona entre casquetes conductores, sin embargo, dado que tenemos materiales
dieléctricos, debemos aplicar la ley de Gauss para el vector desplazamiento 5, la cual nos dice que:

#S D d§ = Qune (4)
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(a) (b)

Figura 1: Condensador de dos capas: (a) vista superior, (b) vista lateral.

Por la simetria axial podemos escribir D= D(p)p, donde p y p son, respectivamente, la coordenada
radial y vector unitario radial de las coordenadas cilindricas con origen en el eje de simetria del
cilindro, justo en la mitad de su longitud. Tomando en cuenta esto, para la ley de Gauss (4) usamos
dS = pdpdzp, donde p es el radio del cilindro gaussiano a utilizar, z € [—L 5, ’5 (con L el largo del
cilindro) y ¢ € [0, 27). Por otro lado, como la carga del sistema sélo estd contenida en los casquetes, y
el tnico casquete encerrado por el cilindro gaussiano es el de radio a, entonces se tiene que Qene = Q.

Reemplazando todo en la ley de Gauss y desarrollando se tiene que:

# B dS = Qune = # (pdddzp) = Q

Q .

2rLpD(p) =Q = D(p) = oLy’

= D(p) =

2ﬂLp

Ahora, es importante entender que por la condicién de influencia total, el vector desplazamiento D
en las zonas fuera del condensador es cero! Tomando en cuenta que nos encontramos con medios
dieléctricos que son lineales, isétropos y homogéneos, se cumple la condicién 5(7") =cE (7), donde ¢
es la constante dieléctrica asociada al material que se encuentra en el punto 7 del espacio. Tomando en
cuenta eso, en este caso tendremos dos expresiones distintas para el campo eléctrico, ya que tenemos
dos materiales con constantes dieléctricas distintas. Ya que 1 estd asociada al material que esta entre
a y b, mientras que €2 esta asociada al material que estd entre b y ¢, entonces:

ﬁmﬁ ; a<p<b
E(p) = %@pﬁ ;. b<p<c (5)
0 ;  En otro caso

Ahora que tenemos el campo eléctrico E podemos calcular la diferencia de potencial V' o la energia
U asociada al condensador. En este caso con simetria axial a lo largo de todo el cilindro, conviene
calcular la diferencia de potencial V entre las placas.

!Esto también puede inferirse del hecho de que, en zonas fuera del condensador, se suma la carga —Q del cascarén externo, por
lo tanto Qenc =0y asi D = 0.
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Entonces, usando dl = dpp (en virtud de la simetria axial) se tiene lo siguiente:

V=V -ve - [ U Edi= / (E(0)p) - (o) = V = / " E(p)dp

Como E estd definido por partes, separamos la integral en dos, entonces:

b c b c
Q / Q Q [1 [Pdp 1/ dp
/a27rL51p PH ] omTep™ L o ), p Tl b

(In(b) — In(a)) + — (In(c) — ln(b))]
1 €9

L
_ @ {1 <b> 1 (Cﬂ
:>V—27TL 511n . —|—€2ln 0

Reemplazando esta diferencia de potencial en la primera expresiéon mostrada en (3) y desarrollando,
se tiene que:

1 b 1 -1
C':g: RE bQ : = CzQWL{ln()—i—ln(Z)}
C
sz [Zm(2) + Lm(p)] ‘1 \a/ e
Ahora, es importante notar que este sistema es equivalente a dos condensadores cilindricos simples

conectados en serie. En clases se mostré que la capacitancia de un condensador cilindrico de largo ¢,
radio interior Rj,, radio exterior Rexy v relleno con un material dieléctrico € es:

= V=

2mle
Ccﬂ = T ) (6)

Rext
In ( Rint
Si tomamos en cuenta que cada capa de dieléctrico funciona como un condensador independiente,
entonces con la expresion anterior podemos calcular la capacitancia asociada a cada una de estas
capas. Para el dieléctrico interior se tiene que £ = L, Riny = a, Rext = b y € = €1, mientras que para
el dieléctrico exterior se tiene que £ = L, Rijyt = b, Rext = ¢y € = €9. Entonces:

c 2mLeq 2w Leg
In (2) In (%)

La capacitancia equivalente de un par de condensadores en serie se calcula como el inverso de la
suma del inverso de sus capacitancias, entonces:

-1
-1 In (2 In (¢ -1
o [be 2l @) (2 L (9)]
1

) Cy orLe,  2mLey a €9 b

Co

Entonces, con esto se puede concluir que el sistema de esta parte del ejercicio es equivalente a un
sistema de dos condensadores en serie.

En esta parte del ejercicio se tiene un condensador cilindrico formado por dos mitades con materiales
dieléctricos distintos, tal como se muestra en la Figura 2. En este caso se tiene simetria axial, sin
embargo se rompe la homogeneidad asociada al eje lAc, ya que al ir moviéndonos a lo largo de este
eje cambia el material dieléctrico que llena al condensador, por lo tanto cambian los pardmetros del
sistema. A pesar de esto, en cada zona con distinto dieléctrico el campo eléctrico sélo depende de la
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@B

Figura 2: Condensador formado por dos mitades distintas.

distancia radial p. Tomando en cuenta esto, podemos asumir que en cada zona existe un campo
eléctrico E1(p) y Ea(p), es decir:

0 ; En otro caso

Ahora debemos recordar las condiciones de borde en la frontera de materiales eléctricos, las cuales
relacionan los campos E y D en los distintos materiales:

Eyw=Fy ; Dip= Dy,

La primera condicién de borde nos dice que la componente del campo eléctrico E que es tangencial
a la interfaz entre los dieléctricos es continua, mientras que la segunda condicién nos dice que en
el caso del vector desplazamiento 13, es la componente normal a la interfaz la que es continua. En
el caso de este ejercicio, como el campo eléctrico es radial en ambos materiales, entonces se tiene
que E es tangencial a la interfaz de los dieléctricos en todos los puntos de esta (es decir, sdlo existe
componente tangencial), y como el campo no depende de la altura en cada zona, entonces se tiene
que Ey; = E1(p) y Ey = E»(p). Con estas condiciones se puede concluir que E)(p) = Es(p), es decir:

E(p)p ; —L<z2<L i a<p<h

|t

—

0 ; En otro caso

Ahora, para encontrar este campo aplicamos la ley de Gauss para medios dieléctricos:

#ﬂdg:@em = # (D(p)p) - (pdddzp) = Q
S S

Tomando en cuenta que la constante dieléctrica cambia con la altura, entonces es légico pensar que
D también lo hard, entonces:

= /_ i /0 " D(p)pdedz = Q = /_ Oé /0 " Dy (p)pdipdz + /0 ’ O% Ds(p)pdedz = Q
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Asumiendo materiales lineales, isétropos y homogéneos se tiene que D1 = g1 F1 y Do = €9 F5, mientras
que anteriormente se demostr6 que £y = Eo = E(p), entonces:

0 2 % o

Q = Q .
(p) P EE (p) e+’
Entonces, con esto el campo eléctrico es:
Q __5 . —L<o,<L . g<p<h
— L(e1+e2) P 7 =< =73 SPS
Bn={ (7)
0 ; En otro caso
Por otro lado, como tenemos D=cE , entonces:
Q A L .
wL(&liag)p’o T2 <z<0 ; a<p< b
D)= —22 _5 . 0<z<Ll . a<p<b (8)
wL(e1+e2)p ) =9 >0 >
0 ; En otro caso

Como tenemos los campos E y 5, podemos calcular la diferencia de potencial o la energia potencial
del condensador, y a partir de cualquiera de estas dos cantidades podemos obtener la capacitancia.
Para variar lo hecho en la parte (a), esta vez calcularemos la energia U del condensador. La energia
U asociada a un campo eléctrico E est4 dada por la siguiente expresion:

1 L
_1 /// B Bav
2 Espacio

Es importante entender que esta integral se calcula en todo el espacio, por lo tanto, en los casos
donde nuestros campos estén definidos hasta el infinito, debemos integrar hasta ese punto. En el caso
de los condensadores es convenlente ya que se tiene la COHdlClOIl de influencia total entre las placas,
por lo tanto el campo eléctrico E y el vector desplazamlento D estén definidos sélo en el espacio
entre las placas (en el resto del espacio E=D= 0). Entonces:

-3/ b / / " (B0)p) - (D(o)p) piddzdp

En este caso E(p) es el mismo en todos los puntos dentro del condensador, sin embargo D(p) depende
del material dieléctrico en el cual nos encontramos. Entonces:

U / [ Eon- @tz [ [ [ o - wion pdqsdzdp]
% l / / / 2m Yy 51:152) 5 pdpdzdp + / / /% - 81: o pd¢dzdp]

\V] \
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Q? b 0 2w g b % r2mq
= U= € / / / —dodzdp + € / / / —dodzd
2m2L2(e1 + €2)? [ "o -LJo p Pdzdp e aJo Jo P pzdp

Como el integrando no depende de ¢ o z, las integrales con respecto a estas variables son directas,
entonces:

Q? L /b1 L /b1
= o= = = -
= U 322 (z; + 20)? TSl ; pdp—i— m5E2 j pdp
2 b
O slan(@)sam(l)] - oo
= U=———=|e1ln| - In(— = U=——7—+"—
2 L(e1 + €2)? s a teln a 2 L(e1 + &2)

Entonces, usando la definicién de capacitancia mostrada en (3) y que involucra la energia U del
condensador, se tiene que:

o Q72 _ Q7227rL(51 +&9) = oo wL(e1 + &2)
2U 2 Q2 (é) In (9)
a a
Ahora, es importante notar que este sistema es equivalente a dos condensadores cilindricos simples
conectados en paralelo. Usando la expresién (6), para el dieléctrico inferior se tiene que ¢ = %,
Rint = a, Rext = by € = £1, mientras que para el dieléctrico superior se tiene que £ = %, Rint = a,

Rext = by € = &9, entonces:
wLeq ' _ mley
HON0

La capacitancia equivalente de un par de condensadores en paralelo se calcula como la suma de las
capacitancias indinviduales, entonces:

C1 =

mLe mLe mL(e; + ¢

bl + b2 = Ceq = ( ! b 2)
Entonces, con esto se puede concluir que el sistema de esta parte del ejercicio es equivalente a un
sistema de dos condensadores en paralelo.

Ceq=C1+Cy =




