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Problema 1

Una partícula de masa 𝑚 se mueve en un potencial de la forma 𝑈(𝑟) = 𝐴𝑟𝑛, teniendo un
momento angular 𝐿 conocido.

a) Encontrar la ecuación de movimiento radial.
b) Determinar el radio 𝑅 para tener órbitas circulares. ¿Cuál es el radio de órbitas circulares

en el caso gravitatorio?
c) Calcular el valor máximo del potencial efectivo en el caso general y en el gravitatorio.
d) Calcular la frecuencia de pequeñas oscilaciones en los casos gravitatorio y elástico.

a) Para encontrar la ecuación de movimiento radial, identificamos que la partícula está sujeta solo
a un potencial con dependencia radial, lo que nos dice que el movimiento de la partícula debe
ser en un plano, puesto que solo actúa sobre ella una fuerza central. Luego, la aceleración de la
partícula puede ser escrita en coordenadas polares como

𝐚 = ( ̈𝑟 − 𝑟 ̇𝜃2) ̂𝐫 + 1
𝑟

d
d𝑡(𝑟2 ̇𝜃)�̂�. (1)

Por otro lado, la fuerza neta que actúa sobre la partícula es debida solo al potencial 𝑈 , por lo
que es una fuerza central:

𝐅 = 𝐹(𝑟) ̂𝐫 (2)

y como el hecho de que sea central implica que es conservativa, 𝐹(𝑟) = −d𝑈/d𝑟. Así, la ecuación
de movimiento vectorial de la partícula es

𝑚( ̈𝑟 − 𝑟 ̇𝜃2) ̂𝐫 + 1
𝑟

d
d𝑡(𝑚𝑟2 ̇𝜃)�̂� = −d𝑈

d𝑟 ̂𝐫. (3)

Proyectando en los ejes ̂𝐫 y �̂�:

⋅ ̂𝐫 ∶ 𝑚 ̈𝑟 − 𝑚𝑟 ̇𝜃2 = −𝑈 ′(𝑟)

⋅�̂� ∶ 1
𝑟

d
d𝑡(𝑚𝑟2 ̇𝜃) = 0.

(4)

De la segunda ecuación observamos una cantidad conservada, la cual corresponde por definición
al momento angular 𝐿, es decir,

𝐿 ≡ 𝑚𝑟2 ̇𝜃 constante ⇒ ̇𝜃 = 𝐿
𝑚𝑟2 . (5)

Insertando esto en la proyección radial de la ecuación de movimiento vectorial y reemplazando
el potencial por su definción:

𝑚 ̈𝑟 − 𝑚𝑟( 𝐿
𝑚𝑟2 )

2
= −(𝐴𝑟𝑛)′

𝑚 ̈𝑟 − 𝐿2

𝑚𝑟3 = −𝐴𝑛𝑟𝑛−1. (6)
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b) Para encontrar el radio de órbitas circulares imponemos que ̇𝑟 = 0, es decir, la distancia radial
no varía (definición de circunferencia), por lo que ̈𝑟 = 0. Reemplazando esto en la ecuación de
movimiento radial, se obtiene que

− 𝐿2

𝑚𝑅3 = −𝐴𝑛𝑅𝑛−1

𝐿2

𝑚𝐴𝑛 = 𝑅𝑛+2

𝑅 = ( 𝐿2

𝑚𝐴𝑛)
1/(𝑛+2)

. (7)

El potencial gravitatorio tiene la forma

𝑈(𝑟) = −𝐺𝑀𝑚
𝑟 , (8)

con 𝐺 la constante de gravitación universal y 𝑀 la masa del cuerpo que se está orbitando. Con
esto, 𝐴 = −𝐺𝑀𝑚 y 𝑛 = −1, de modo que

𝑅 = ( 𝐿2

𝑚(−𝐺𝑀)(−1))
1/(−1+2)

𝑅 = 𝐿2

𝐺𝑀𝑚2 . (9)

También, si se considera el momento angular por unidad de masa ℎ = 𝐿/𝑚, el radio de órbitas
circulares en el caso de un potencial gravitatorio es

𝑅 = ℎ2

𝐺𝑀 (10)

y deja de depender de la masa del cuerpo orbitante.
c) Para encontrar el potencial efectivo podemos escribir la energía total de la partícula en coor-

denadas polares. La energía cinética incluye a la rapidez al cuadrado, y la velocidad en polares
es

𝐯 = ̇𝑟 ̂𝐫 + 𝑟 ̇𝜃�̂�, (11)

con lo cual

𝐸 = 1
2𝑚𝑣2 + 𝑈

= 1
2𝑚( ̇𝑟2 + 𝑟2 ̇𝜃2) + 𝐴𝑟𝑛

= 1
2𝑚 ̇𝑟2 + 1

2𝑚𝑟2 ̇𝜃2 + 𝐴𝑟𝑛

= 1
2𝑚 ̇𝑟2 + 1

2𝑚𝑟2( 𝐿
𝑚𝑟2 )

2
+ 𝐴𝑟𝑛

= 1
2𝑚 ̇𝑟2 + 𝐿2

2𝑚𝑟2 + 𝐴𝑟𝑛
⏟⏟⏟⏟⏟

𝑈ef(𝑟)

(12)

Ahora, para encontrar el máximo o mínimo de este potencial basta derivar e igualar a cero,
para así encontrar el radio 𝑟máx al cual el potencial efectivo se maximiza o minimiza, y luego
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reemplazar este valor en la expresión original. Derivando e igualando a cero:

d𝑈ef
d𝑟 = 𝐿2

2𝑚
d
d𝑟

1
𝑟2 + 𝐴𝑛𝑟𝑛−1

0 = − 𝐿2

2𝑚
2
𝑟3∗

+ 𝐴𝑛𝑟𝑛−1
∗ (13)

𝐿2

𝑚𝑟3∗
= 𝐴𝑛𝑟𝑛−1

∗

𝐿2

𝑚𝐴𝑛 = 𝑟𝑛+2
∗

𝑟∗ = ( 𝐿2

𝑚𝐴𝑛)
1/(𝑛+2)

, (14)

es decir, el radio donde se optimiza el potencial efectivo es el mismo de órbitas circulares. Luego,
el potencial efectivo máximo o mínimo es:

𝑈∗ = 𝑈ef(𝑟∗) = 𝐿2

2𝑚𝑟2∗
+ 𝐴𝑟𝑛

∗ ; (15)

para el caso gravitatorio, nuevamente 𝐴 = −𝐺𝑀𝑚 y 𝑛 = −1, con lo cual recuperamos el radio
𝑅 de la parte anterior y así

𝑈∗ = 𝐿2

2𝑚( 𝐿2

𝐺𝑀𝑚2 )
−2

+ (−𝐺𝑀𝑚)( 𝐿2

𝐺𝑀𝑚2 )
−1

= 𝐿2

2𝑚
𝐺2𝑀2𝑚4

𝐿4 − 𝐺𝑀𝑚𝐺𝑀𝑚2

𝐿2 (16)

= −1
2𝑚(𝐺𝑀𝑚

𝐿 )
2
. (17)

d) Para puntos de equilibrio estable, la definición de frecuencia de pequeñas oscilaciones establece
que

𝜔2 = 1
𝑚

d2𝑈(𝑟eq)
d𝑟2 , (18)

donde los 𝑟eq se encuentran optimizando el potencial, y esto ya lo hicimos, los posibles puntos
de equilibrio estables corresponden a los radios de órbitas circulares 𝑅 (o 𝑟∗). Si derivamos dos
veces el potencial efectivo, tenemos

d2𝑈ef
d𝑟2 = −𝐿2

𝑚
d
d𝑟

1
𝑟3 + 𝐴𝑛(𝑛 − 1)𝑟𝑛−2

= 3𝐿2

𝑚𝑟4 + 𝐴𝑛(𝑛 − 1)𝑟𝑛−2

= 1
𝑟4 (3𝐿2

𝑚 + 𝐴𝑛(𝑛 − 1)𝑟𝑛+2) (19)

y podemos reemplazar la expresión de los radios de órbitas circulares, para obtener así

𝑈″(𝑟eq) = ( 𝐿2

𝑚𝐴𝑛)
−4/(𝑛+2)

[3𝐿2

𝑚 + 𝐴𝑛(𝑛 − 1)( 𝐿2

𝑚𝐴𝑛)]

= ( 𝐿2

𝑚𝐴𝑛)
−4/(𝑛+2)

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
1/𝑅4

𝐿2(𝑛 + 2)
𝑚 (20)

y lo único que podría hacer negativa a esta expresión es que 𝑛+2 < 0, por lo que en los 𝑅 donde
se tienen equilibrios estables son aquellos donde 𝑛 > −2. El caso gravitatorio corresponde a
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𝑛 = −1, y la frecuencia de pequeñas oscilaciones es

𝜔2 = 1
𝑚

1
𝑅4

grav

𝐿2

𝑚

= 𝐿2

𝑚2 (𝐺𝑀𝑚2

𝐿2 )
4

𝜔 = 𝐿
𝑚

𝐺2𝑀2𝑚4

𝐿4 (21)

= 𝐺2𝑀2𝑚3

𝐿3 . (22)

Por otro lado, el caso elástico corresponde a 𝐴 = 𝑘/2 y 𝑛 = 2, de modo que

𝑅el = ( 𝐿2

2𝑚𝑘/2)
1/4

𝑅4
el = 𝐿2

𝑚𝑘 (23)

con lo que

𝜔2 = 1
𝑚

1
𝑅4

el

𝐿2

𝑚

= 𝐿2

𝑚2
𝑚𝑘
𝐿2

𝜔 = √ 𝑘
𝑚 (24)

el cual es el resultado usual.
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